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Модель Джейнса-Каммингса с диссипацией

Модель Джейнса-Каммингса с диссипацией (Сачдев) при
нулевой температуре определяется уравнением ГКСЛ

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[Ω𝜎†𝜎 + 𝜔1𝑏

†𝑏+ 𝑔(𝜎†𝑏+ 𝜎𝑏†), 𝜌(𝑡)]+

+𝛾

(︂
𝑏𝜌(𝑡)𝑏† − 1

2
𝑏†𝑏𝜌(𝑡)− 1

2
𝜌(𝑡)𝑏†𝑏

)︂
.

Оно сводится к одночастичному

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[Ω|1⟩⟨1|+ 𝜔1|2⟩⟨2|+ 𝑔(|1⟩⟨2|+ |2⟩⟨1|), 𝜌(𝑡)]+

+𝛾

(︂
|0⟩⟨2|𝜌(𝑡)|2⟩⟨0| − 1

2
|2⟩⟨2|𝜌(𝑡)− 1

2
𝜌(𝑡)|2⟩⟨2|

)︂
.

А оно к динамике с неэрмитовым гамильтонианом

𝐻eff = Ω|1⟩⟨1|+
(︁
𝜔1 − 𝑖

𝛾

2

)︁
|2⟩⟨2|+ 𝑔(2⟩⟨1|+ |1⟩⟨2|).
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Немарковский резонансный распад

Вернёмся к модели спин-бозона в приближении вращающейся
волны:

𝐺(𝑡) = 𝑔2𝑒−(
𝛾
2
+𝑖𝜔1)𝑡

𝐻eff = Ω|1̂⟩⟨1̂|+
(︁
𝜔1 − 𝑖

𝛾

2

)︁
|1̃⟩⟨1̃|+ 𝑔(|1̃⟩⟨1̂|+ |1̂⟩⟨1̃|).

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜓1(𝑡)
𝜓1̃(𝑡)

)︂
=

(︂
−𝑖Ω −𝑖𝑔
−𝑖𝑔 −𝑖𝜔1 − 𝛾

2

)︂(︂
𝜓1(𝑡)
𝜓1̃(𝑡)

)︂
.
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Немарковский резонансный распад

Резонансный случай 𝜔1 = Ω.
Решение в случае начального условия 𝜓1(0) = 1, 𝜓1̃(0) = 0
имеет вид

𝜓1(𝑡) = 𝑒−(
𝛾
4
+𝑖Ω)𝑡

(︁
ch∆𝑡+

𝛾

4∆
sh∆𝑡

)︁
,

𝜓1̃(𝑡) = − 𝑖𝑔
∆
𝑒−(

𝛾
4
+𝑖Ω)𝑡 sh∆𝑡,

где ∆ = 1
4

√︀
𝛾2 − 16𝑔2.
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Частичный след и ”одночастичное” вторичное
квантование

Утверждение. Пусть 𝜌 =
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=0 𝜌𝑙𝑘|𝑙̂⟩⟨𝑘|, тогда след по
пространствам, пронумерованным индексами 𝐼, может быть
вычислен по формуле:

Tr𝒳𝑖,𝑖∈𝐼 𝜌 = 𝜌𝐼 +
∑︁
𝑙∈𝐼

𝜌𝑙𝑙|0̂⟩⟨0̂|, 𝜌𝐼 =
∑︁
𝑙,𝑘∈𝐼

𝜌𝑙𝑘|𝑙̂⟩⟨𝑘|,

где 𝐼 = {0, . . . , 𝑛} ∖ 𝐼.
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Немарковский резонансный распад

Резонансный случай 𝜔1 = Ω.
Решение в случае начального условия 𝜓1(0) = 1, 𝜓1̃(0) = 0
имеет вид

𝜓1(𝑡) = 𝑒−(
𝛾
4
+𝑖Ω)𝑡

(︁
ch∆𝑡+

𝛾

4∆
sh∆𝑡

)︁
,

𝜓1̃(𝑡) = − 𝑖𝑔
∆
𝑒−(

𝛾
4
+𝑖Ω)𝑡 sh∆𝑡,

где ∆ = 1
4

√︀
𝛾2 − 16𝑔2. Решение после взятия следа (точное!):

𝜌𝑆(𝑡) =𝑒
− 𝛾

2
𝑡
(︁
ch∆𝑡+

𝛾

4∆
sh∆𝑡

)︁2
|1⟩⟨1|+

+

(︂
1− 𝑒−

𝛾
2
𝑡
(︁
ch∆𝑡+

𝛾

4∆
sh∆𝑡

)︁2
)︂
|0⟩⟨0|.
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Предел Боголюбова-ван Хова

Упражнение. Вычислить в пределе Боголюбова-ван Хова

𝜌𝑀 (𝑡) ≡ lim
𝜆→0

𝜌𝑆

(︂
1

𝜆2
𝑡, 𝜆𝑔

)︂
=?

Проверить, что

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑀 (𝑡) = 𝛾0

(︂
|0⟩⟨1|𝜌𝑀 (𝑡)|1⟩⟨0| − 1

2
|1⟩⟨1|𝜌(𝑡)− 1

2
𝜌𝑀 (𝑡)|1⟩⟨1|

)︂
.

Явно вычислить 𝛾0.
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Предел сильной связи

В режиме сильной связи получим осциллирующую динамику

lim
𝜆→+∞

𝜌𝑆

(︂
1

𝜆
𝑡, 𝜆𝑔

)︂
= cos2(𝑔𝑡)|1⟩⟨1|+ sin2(𝑔𝑡)|0⟩⟨0|.

Таким образом, переход из марковского режима в сильно
немарковский соответствует переходу из режима релаксации в
режим осцилляций.
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Поправки к пределу Боголюбова-ван Хова

В случае произвольной матрицы плотности системы (в
представлении взаимодействия)

𝜌𝑆(𝑡) =

(︂
|𝑥(𝑡)|2𝜌11(0) 𝑥(𝑡)𝜌10(0)
𝑥*(𝑡)𝜌01(0) 𝜌00(0) + (1− |𝑥(𝑡)|2)𝜌11(0)

)︂
,

где 𝑥(𝑡) — решение

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = −

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏𝐺(𝑡− 𝜏)𝑥(𝜏), 𝑥(0) = 1
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Поправки к пределу Боголюбова-ван Хова

Упражнение. В случае 𝑥(𝑡) ̸= 0 редуцированная матрица
плотности 𝜌𝑆(𝑡) удовлетворяет

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡) = ℒ𝑡(𝜌𝑆(𝑡))

с зависящем от времени ГКСЛ-генератором

ℒ𝑡(𝜌) = −𝑖[∆Ω(𝑡)𝜎+𝜎−, 𝜌]+Γ(𝑡)

(︂
𝜎−𝜌(𝑡)𝜎+ − 1

2
𝜎+𝜎−𝜌−

1

2
𝜌𝜎+𝜎−

)︂
,

где

∆Ω(𝑡) = − Im
𝑥̇(𝑡)

𝑥(𝑡)
, Γ(𝑡) = −2Re

𝑥̇(𝑡)

𝑥(𝑡)
.
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Поправки к пределу Боголюбова-ван Хова

𝑑

𝑑𝑡
𝑥𝜆(𝑡) = −𝜆2

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏𝐺(𝑡− 𝜏)𝑥𝜆(𝜏).

После перерастяжки Боголюбова-ван Хова 𝑥(𝑡;𝜆) = 𝑥𝜆(𝜆
−2𝑡),

имеем

𝜆2
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡;𝜆) = −𝜆2

∫︁ 𝑡/𝜆2

0
𝐺

(︂
𝑡

𝜆2
− 𝜏

)︂
𝑥(𝜆2𝜏 ;𝜆)𝑑𝜏.

После замены переменных 𝑠 = 𝜆2𝜏 :

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡;𝜆) = −

∫︁ 𝑡

0

1

𝜆2
𝐺

(︂
𝑡− 𝑠

𝜆2

)︂
𝑥(𝑠;𝜆)𝑑𝑠,

где 𝑥(0;𝜆) = 1.
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Поправки к пределу Боголюбова-ван Хова

Сделаем преобразование Лапласа

𝑝𝑥̃(𝑝;𝜆)− 1 = −𝐺̃(𝜆2𝑝)𝑥̃(𝑝;𝜆),

где 𝐺̃(𝑝) ≡
∫︀ +∞
0 𝑒−𝑝𝑡𝐺(𝑡)𝑑𝑡 и 𝑥̃(𝑝;𝜆) ≡

∫︀ +∞
0 𝑒−𝑝𝑡𝑥(𝑡;𝜆)𝑑𝑡. Тогда

𝑥̃(𝑝;𝜆) =
1

𝑝+ 𝐺̃(𝜆2𝑝)
.
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Поправки к пределу Боголюбова-ван Хова

𝐺̃(𝜆2𝑝) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐺̃𝑘𝜆
2𝑘𝑝𝑘 +𝑂(𝜆2𝑛+2),

где

𝐺̃𝑘 =
(−1)𝑘

𝑘!

∫︁ ∞

0
𝑡𝑘𝐺(𝑡)𝑑𝑡.

1

𝑝+ 𝐺̃(𝜆2𝑝)
=

1

𝑝+
∑︀𝑛

𝑘=0 𝐺̃𝑘𝜆2𝑘𝑝𝑘
+𝑂(𝜆2𝑛+2),

В случае 𝐺̃(𝑝) общего положения будем считать 𝐺̃𝑛 ̸= 0, тогда

𝑝+

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐺̃𝑘𝜆
2𝑘𝑝𝑘 = (𝑝− 𝑝)𝜆2𝑛𝐺̃𝑛

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︁
𝑝− 𝑝𝑘

𝜆2

)︁
,

где 𝑝 = 𝑂(1) для 𝐺̃0 ̸= 0 (для 𝐺̃0 = 0 𝑝 = 𝑜(1)), 𝑝𝑘 = 𝑂(1)
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Поправки к пределу Боголюбова-ван Хова

В случае общего положения будем считать, что нет
совпадающих 𝑝𝑘

𝑥̃(𝑝;𝜆) =
𝑟(𝜆)

𝑝− 𝑝(𝜆)
+

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑘(𝜆)

𝑝− 𝑝𝑘(𝜆)
𝜆2

+𝑂(𝜆2𝑛+2).

После обратного преобразования Лапласа:

𝑥(𝑡;𝜆) = 𝑟(𝜆)𝑒𝑝(𝜆)𝑡 +

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑘(𝜆)𝑒
𝑝𝑘(𝜆)

𝑡
𝜆2 +𝑂(𝜆2𝑛+2).

𝑥(𝑡;𝜆)|pert = 𝑟(𝜆)𝑒𝑝(𝜆)𝑡
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