
Ñåìèíàð ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ è òåîðèè ôóíêöèé
(ÏÎÌÈ, àóä. 311, ïî ïîíåäåëüíèêàì, 17-30 � 19-00)

Çàñåäàíèå 17.10.2011
Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà äëÿ èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ

â ïðîñòðàíñòâå BMO íà îòðåçêå

Ä.Ì.Ñòîëÿðîâ

(ïî ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ
Â.È.Âàñþíèíûì, Ï.Á.Çàòèöêèì, Ï.Í.Èâàíèøâèëè è Í.Í.Îñèïîâûì)

Ïóñòü I � îãðàíè÷åííûé èíòåðâàë âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ñðåäíåå
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g ôóíêöèè g ïî èíòåðâàëó I îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈g〉
I
. Ïóñòü f � ôóíê-

öèÿ íà R (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíà è ðàñòåò íå
ñëèøêîì áûñòðî). Äëÿ ôóíêöèé ϕ èç ïðîñòðàíñòâà BMO(I) ïîëîæèì:

F [ϕ] = 〈f(ϕ)〉
I
.

Íàñ èíòåðåñóþò îöåíêè ôóíêöèîíàëà F . Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëåçíî
ðàññìîòðåòü òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ Áåëëìàíà, ñíèñêàâøóþ ïîïóëÿð-
íîñòü â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå â ïîñëåäíèå ïîëòîðà äåñÿòèëåòèÿ:

Bε,f (x1, x2) = sup
||ϕ||BMO≤ε

{〈f(ϕ)〉
I
| 〈ϕ〉

I
= x1, 〈ϕ2〉

I
= x2}, (x1, x2) ∈ R2, x21−x2 ∈ [0, ε2]

Çíàíèå ôóíêöèè Áåëëìàíà äàåò òî÷íóþ îöåíêó ôóíêöèîíàëà F . Â
ñëó÷àÿõ f(t) = χ(−∞,−λ]∪[λ,+∞)(t), f(t) = et, f(t) = |t|p ìû ïîëó÷èì ñî-
îòâåñòâåííî çíàìåíèòîå íåðàâåíñòâî Äæîíà�Íèðåíáåðãà, åãî âåðñèþ â
èíòåãðàëüíîé ôîðìå è ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé BMO ïðè ïîìîùè
ðàçíûõ Lp. Â ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèè Áåëëìàíà áûëè âû÷èñ-
ëåíû â ðàáîòàõ [1] è [2]. Ìû îáîáùàåì ýòîò ïîäõîä íà ñëó÷àé ïî÷òè
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿBε,f (x1, x2) îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûìè àíà-
ëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè: îíà ëîêàëüíî âîãíóòà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ëîêàëüíî âîãíóòîé ôóíêöèåé ñ ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì Bε,f (x1, x

2
1) = f(x1). Òàêàÿ ôóíêöèÿ îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿ-

åò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ìîíæà�Àìïåðà. Ìû íàéäåì òî÷íîå âûðà-
æåíèå äëÿ ôóíêöèè Bε,f (x1, x2) â âèäå èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
âûðàæåíèÿ îò f .
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