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Ïîñòðîåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé
îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè áåç îáðóøåíèÿ.

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãàçîâîé
äèíàìèêè äëÿ ïîëèòðîïíûõ äâèæåíèé ãàçà (äàâëåíèå çàäàåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì p = γ−1ργ, γ = const) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ut + uux + ργ−2ρx = 0 , ρt + (ρu)x = 0 . (1)

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (1) ïðè γ ̸= 1 çàïèøåì â âèäå
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) îáëàäàåò íà õàðàêòåðèñòèêàõ C+ è C− èíâà-
ðèàíòàìè Ðèìàíà
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êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíâàðèàíòû õàðàêòåðèñòèê íóëåâîãî ïîðÿä-
êà.

Çàïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ
Ðèìàíà

rt +
(1 + γ)r + (3− γ)l

4
rx = 0 , lt +

(1 + γ)l + (3− γ)r

4
lx = 0 . (3)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)
óäîáíî èñïîëüçîâàòü îïåðàòîðû ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ

Dx = ∂x + rx∂r + lx∂l + . . . , Dt = ∂t + rt∂r + lt∂l + . . . .

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðû ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñèëó ñèñòåìû
óðàâíåíèé (1)

Dx = ∂x + rx∂r + lx∂l + . . . ,

Dt = ∂t −
(1 + γ)r + (3− γ)l

4
rx∂r −

(1 + γ)l + (3− γ)r

4
lx∂l + . . . .
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Õàðàêòåðèñòèêà C+ ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ ïîëíûõ ïðîèç-
âîäíûõ âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ

X+ = Dt +
(1 + γ)r + (3− γ)l

4
Dx .

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ f èíâàðèàíòîì õàðàêòåðèñòèêè

C+, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

X+(f) = 0 . (4)

Çäåñü f ìîæåò çàâèñåòü îò ïåðåìåííûõ t, x, r, l è ïðîèçâîäíûõ ïî x
âïëîòü äî íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èíâàðèàíòû õàðàêòåðèñòèêè C−.
Çàìå÷àíèå 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ
r → l , l → r .

Ïðè ýòîì C+ → C− è C− → C+. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî çíàòü èíâàðèàíòû
îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê.

Áóäåì èñêàòü èíâàðèàíòû âòîðîãî ïîðÿäêà õàðàêòåðèñòèêè C+, ò.å.
ôóíêöèè âèäà f = f(t, x, r, l, rx, lx, rxx, lxx), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (4).

Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî ïÿòü ñëó÷àåâ ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîë-
íèòåëüíûõ èíâàðèàíòîâ õàðàêòåðèñòèê íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ñëó÷àé 1. γ = −1. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûì èíâàðèàíò

I1 =
2

(l − r)rx
.

Ñëó÷àé 2. γ = 1/3. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûé èíâàðèàíò

I2 =
rxx(r − l)− 2rxlx

(r − l)3r3x
.

Ñëó÷àé 3. γ = 5/3. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûé èíâàðèàíò

I1 = x− rt+
r − l

2rx
.

Ñëó÷àé 4. γ = 7/5. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûé èíâàðèàíò

I2 = x− lt+ (l − r)
2lx(4lx − rx)− (l − r)lxx

12 l3x
.
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Ñëó÷àé 5. γ = 3. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûé èíâàðèàíò

I0 = x− rt .

Äîïîëíèòåëüíûå èíâàðèàíòû õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿþò ñâåñòè ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (ÎÄÓ). Äëÿ ýòîãî ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (3) äîáàâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

I− = h(l) (5)

ìåæäó èíâàðèàíòîì Ðèìàíà l è å¼ äîïîëíèòåëüíûì èíâàðèàíòîì I−. Cî-
îòíîøåíèå (5) ïîçâîëÿåò, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå äàííûå, îïðåäåëèòü ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ h(l). Èíòåãðèðîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëÿ
X+, ðàññìàòðèâàåìîãî â ñèëó ïåðåîïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3),
(5), ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ÎÄÓ.

Â ìîíîãðàôèè [6] ïðèâîäèòñÿ êðèòåðèé íåâîçìîæíîñòè íàñòóïëåíèÿ
ãðàäèåíòíîé êàòàñòðîôû â çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3)

r′0(x) ⩾ 0 , l′0(x) ⩾ 0 .

Äëÿ ñëó÷àåâ 1�5 áûëè ðàññìîòðåíû äâå çàäà÷è Êîøè íà âñåé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé îñè.

(a) : r0(x) = exp x+ exp (−x2) , l0(x) = exp (x) ;

(b) : r0(x) = 2 arctg(x) + exp (−x2) , l0(x) = 2 arctg(x) .
(6)

Â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèÿõ íåâîçìîæíî íàñòóïëåíèå ãðàäèåíòíîé êà-
òàñòðîôû.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ çàäà÷ Êîøè (6) âûïîëåíû çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (2).
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