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Система уравнений Максвелла

rot ~H(x, t) =
4π

c
~J(x, t) +

1

c

∂ ~D(x, t)

∂t
, (1)

rot ~E(x, t) = −1

c

∂ ~B(x, t)

∂t
, (2)

div ~B(x, t) = 0, (3)

div ~D(x, t) = 4πρ(x, t). (4)

Материальные соотношения

~D(x, t) = ε(x) ~E(x, t), ~B(x, t) = µ(x) ~H(x, t). (5)

~J(x, t) = σ(x) ~E(x, t) + ~Jext(x, t). (6)

(x, t) ∈ Q = Ω× (0, T ), Ω ⊂ R3, T > 0.
1
Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Теоретическая физика. Том 8.Электродинамика

сплошных сред. М.: Наука, Физматлит, 1982.
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Начально-краевая задача

При использовании материальных соотношений система уравнений
Максвелла примет вид

rot ~H =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext +

1

c

∂

∂t
ε ~E, (7)

rot ~E = −1

c

∂

∂t
µ ~H, (8)

divµ ~H(x, t) = 0, (9)

div ε ~E(x, t) = 4πρ(x, t). (10)

Граничные условия

~E(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) (11)

Начальные условия

~H(x, 0) = ~h(x), ~E(x, 0) = ~e(x), x ∈ Ω. (12)
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Система уравнений Максвелла в безразмерных
переменных

∆x – характерный пространственный масштаб, ∆t – характерный
временной масштаб, σ∗ – характерное значение удельной проводи-
мости, Заменим переменую x на ∆x · x′, t на ∆t · t′, σ = σ∗σ0,

γ = 4π∆tσ∗, β =
∆x

c∆t
, ~Jext = σ∗σ0

~Eext.

rot ~H = γβσ0
~E + γβσ0

~Eext + β
∂

∂t′
ε ~E, (13)

rot ~E = −β ∂

∂t′
µ ~H. (14)
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Квазистационарное магнитное приближение

В уравнении (1) ∂ ~D/c∂t ≈ 0:

rot ~H(x, t) =
4π

c
~J(x, t).

Начально-краевая задача:

rot ~H =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext, (15)

rot ~E = −1

c

∂

∂t
µ ~H. (16)

~E(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (17)

~H(x, 0) = ~h(x), x ∈ Ω. (18)

1
Толмачев В.В., Головин А.М., Потапов В.С. Термодинамика и электродинамика

сплошной среды. М.: Изд-во МГУ, 1988.
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Квазистационарное магнитное приближение II
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Квазистационарное магнитное приближение III
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Квазистационарное магнитное приближение IV

Kalinin A.V., Tyukhtina A.A. Lp-estimates for scalar products of
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Квазистационарное электрическое приближение

В уравнении (2) ∂ ~B/c∂t ≈ 0.
Начально-краевая задача

rot ~H =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext +

1

c

∂

∂t
ε ~E, (19)

rot ~E = 0. (20)

Граничные условия

~E(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). (21)

Начальные условия

~E(x, 0) = ~e(x), x ∈ Ω, rot~e = 0. (22)

1
Толмачев В.В., Головин А.М., Потапов В.С. Термодинамика и электродинамика

сплошной среды. М.: Изд-во МГУ, 1988.
2
Kalinin A.V., Slyunyaev N.N. Initial-boundary value problems for the equations of the

global atmospheric electric circuit // J. Math. Anal. Appl. 2017. Vol. 450. No. 1. P. 112-136.
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Глобальная электрическая цепь в атмосфере

L ∼ 70− 100 km,

∆U ∼ 250 kВ,∣∣∣ ~Jext∣∣∣ ∼ 1..10 nА/m2,

σ(x) = σ0 exp(α(|x| −RE)).

σ0 ∼ 3 · 10−14 1
Оm·m,

α ∼ 1.67 · 10−4 1/m,
RE ≈ 6370 km.

1
Wilson T.R. Investigations on lightning discharges and on the electric field of

thunderstorms // Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A. 1921. V. 221. P. 73–115.
2
Wilson T.R. The electric field of a thundercloud and some of its effects// Proc. Phys.

Soc. London. 1924. V. 37. P. 32D–37D.
3
Mareev E.A., Anisimov S.V. Global Electric Circuit as an Open Dissipative System //

Proc. 12th Int. Conf. on Atmospheric Electricity, Versailles, 2003. –P.797–800.
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Williams E., Mareev E. Recent progress on the global electrical circuit
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V. 8. N 10. P. 3007–3020.

14 / 53



Задача для системы уравнений Максвелла в
электрическом приближении

Ω ⊂ R3 – открытая ограниченная односвязная область с липшиц-
непрерывной границей Γ, состоящей из компонент связности Γ1, Γ2,
гомеоморфных сферам в R3.
ε = µ = 1, σ ∈ L∞(Ω), σ1 ≤ σ(x) ≤ σ2.

rot ~H =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext +

1

c

∂

∂t
~E, (23)

rot ~E = 0. (24)
~E(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ), (25)

~E(x, 0) = ~e(x), x ∈ Ω, rot~e = 0. (26)
Задача в терминах скалярного электрического потенциала

~E = − gradϕ. (27)

rot ~H =
4π

c
(−σ gradϕ+ ~Jext)− 1

c

∂

∂t
gradϕ, (28)

ϕ(x, t)|x∈Γ1
= 0 ϕ(x, t)|x∈Γ2

= u(t), (29)
ϕ(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Ω. (30)
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Задача для системы уравнений Максвелла в
электрическом приближении

∂

∂t
∆ϕ+ 4π div(σ gradϕ) = 4π div ~Jext, (31)∫

Γi

((grad
∂ϕ

∂t
+ 4πσ gradϕ)− 4π ~Jext) · ~ν)dγ = 0, i = 1, 2, (32)

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Ω, (33)

ϕ(x, t)|x∈Γ1
= 0, ϕ(x, t)|x∈Γ2

= u(t), t ∈ (0, T ), (34)

u(0) = ϕ0|Γ2 = const.
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Иерархия квазистационарных приближений
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Современная математика и ее приложения. Тематические обзоры.
2022. Т. 207. С. 48-60.

22 / 53



Функциональные пространства

Ω ⊂ R3 – открытая ограниченная односвязная область с липшиц-
непрерывной границей Γ, состоящей из компонент связности Γ1, Γ2,
гомеоморфных сферам в R3.

H(div; Ω) = {~u ∈ {L2(Ω)}3 : div ~u ∈ L2(Ω)},

K(div; Ω) = {~u ∈ {L2(Ω)}3 : div ~u = 0}

(~u,~v)div = (~u,~v)2,Ω + (div ~u,div~v)2,Ω,

H(rot; Ω) = {~u ∈ {L2(Ω)}3 : rot ~u ∈ {L2(Ω)}3},

K(rot; Ω) = {~u ∈ {L2(Ω)}3 : rot ~u = 0},

(~u,~v)rot = (~u,~v)2,Ω + (rot ~u, rot~v)2,Ω.

H0(rot; Ω), H0(div; Ω) – замыкание {D(Ω)}3 в H(rot; Ω) и H(div; Ω)
соответственно, K0(rot; Ω) = K(rot; Ω) ∩H0(rot; Ω),
K0(div; Ω) = K(div; Ω) ∩H0(div; Ω).
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Функциональные пространства. Ортогональные
разложения.

K(Ω) = {~u ∈ K(div; Ω) : 〈(~u · ~ν, 1〉Γi
= 0, i = 1, 2},

H(Ω) = {ψ ∈ H1(Ω) : ψ(x) = 0, x ∈ Γ1, ψ(x) = const, x ∈ Γ2}.

Лемма 1

Для любой функции ~u ∈ K(rot; Ω) найдется функция p ∈ H1(Ω)
такая, что ~u = grad p. Если ~u ∈ K0(rot; Ω), можно выбрать
p ∈ H(Ω).

Лемма 2

K(Ω) ≡ rotH(rot; Ω) = {~u = rot~v : ~v ∈ H(rot; Ω)} .

Лемма 3

Ортогональное дополнение к K0(rot; Ω) в {L2(Ω)}3 совпадает с
K(Ω).
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Задачи для системы уравнений Максвелла в
однородных средах

rot ~H =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext +

1

c

∂

∂t
~E, (35)

rot ~E = −β ∂
∂t
~H. (36)

~E(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (37)

~H(x, 0) = ~h(x), ~E(x, 0) = ~e(x), x ∈ Ω. (38)

~E = ~E − gradϕ, ~E(t) ∈ K(Ω), ϕ(t) ∈ H(Ω), t ∈ (0, T ). Проектируя
уравнение (35) на ортогональные подпространства, получаем

rot ~H =
4π

c
PK(Ω)(σ ~E + ~Jext) +

1

c

∂

∂t
~E , (39)

0 = 4πPK0(rot;Ω)(σ ~E + ~Jext)− ∂

∂t
gradϕ. (40)
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Задачи для системы уравнений Максвелла в
однородных средах

Пусть ~Jext = ~J ext − gradψext,
~J ext ∈ L2(0, T,K(Ω)), ψext ∈ L2(0, T,H(Ω)), ~e = ~e0 − gradϕ0, ~e0 ∈
K(Ω), ϕ0 ∈ H(Ω).
Задача (35)–(38) разбивается на задачу определения функции
ϕ ∈ L2(0, T,H(Ω)), такой что

∂

∂t
gradϕ+ 4πσ gradϕ = −4πgradψext, (41)

ϕ(0) = ϕ0, (42)

и задачу определения функций
~H ∈ L2(0, T,H(rot; Ω)), ~E ∈ L2(0, T,K(Ω) ∩H0(rot; Ω)) таких что

rot ~H =
4π

c
σ~E +

4π

c
~J ext +

1

c

∂

∂t
~E , (43)

rot ~E = −1

c

∂

∂t
~H, (44)

~H(0) = ~h, ~E(0) = ~e0. (45)
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Задачи для системы уравнений Максвелла в
однородных средах

Квазистационарное электрическое приближение
gradϕ ∈ L2(0, T,K0(rot; Ω)),

∂

∂t
gradϕ+ 4πσ gradϕ = −4πgradψext,

gradϕ(0) = gradϕ0,

rot ~H =
4π

c
~J ext.

Квазистационарное магнитное приближение
~E ∈ L2(0, T,K(Ω) ∩H0(rot; Ω)), ~H ∈ L2(0, T,H(rot; Ω)),

rot ~H =
4π

c
σ~E +

4π

c
~Eext,

rot ~E = −1

c

∂

∂t
~H,

~H(0) = ~h,

gradϕ = gradψext.
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Квазистационарное приближение

~E = ~E − gradϕ, div ~E = 0,
gradϕ(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ).

rot ~H =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext − 1

c

∂

∂t
gradϕ,

rot ~E = −1

c

∂

∂t
~H. (46)

~E(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ), (47)

~H(x, 0) = ~h(x), gradϕ(x, 0) = gradϕ0(x), x ∈ Ω. (48)

1
Калинин А.В., Тюхтина А.А. Приближение Дарвина для системы уравнений

Максвелла в неоднородных проводящих средах// ЖВМ и МФ. 2020. Т.60, № 8. С. 121-134.
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Задачи для системы уравнений Максвелла в
однородных средах

Квазистационарное приближение
gradϕ ∈ L2(0, T,K0(rot; Ω)),

∂

∂t
gradϕ+ 4πσ gradϕ = −4πgradψext,

gradϕ(0) = gradϕ0,

~E ∈ L2(0, T,K(Ω) ∩H0(rot; Ω)), ~H ∈ L2(0, T,H(rot; Ω)),

rot ~H =
4π

c
σ~E +

4π

c
~J ext,

rot ~E = −1

c

∂

∂t
~H,

~H(x, 0) = ~h(x), x ∈ Ω,

gradϕn = gradϕe = gradϕd, ~Hd = ~Hm, ~Em = ~Ed.
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Задачи для системы уравнений Максвелла в
однородных средах

Приближение Дарвина

rot ~H =
4π

c
~J − 1

c

∂

∂t
gradϕ, (49)

rot ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
, (50)

div ~B = 0, (51)

div ~D = 4πρ. (52)
Следствия уравнений (49)-(52):

rot rot ~H =
4π

c
rot ~J, div ~H = 0,

∆ϕ = −4πρ, rot rot ~E = −1

c

∂

∂t
rot ~H.

1
Degond P., Raviart P.-A. An analysis of the Darwin model of approximation to Maxwell’s

equations // Forum Math. 1992. Vol. 4. P. 13-44.
2
Raviart P.-A., Sonnendrücker E. Approximate models for the Maxwell equations // J.

Comput. Appl. Math. 1994. Vol. 63. P. 69-81.
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Иерархия квазистационарных приближений
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Иерархия квазистационарных приближений

Предположим, выполнено условие согласования начальных данных

rot~h =
4π

c
σ~e+

4π

c
~Jext(0), rot~e = 0, (53)

имеющее в безразмерных переменных вид

rot~h = βγσ0~e+ βγσ0
~Eext(0), rot~e = 0. (54)

Тогда для решений рассматриваемых задач в однородных средах
справедливы оценки

‖~En − ~Ed‖2,Q ≤
1

γ
(1− exp(−γT ))‖ ∂

∂t
~Eext‖2,Q, (55)

‖ ~Hn − ~Hd‖L∞(0,T,{L2(Ω)}3 ≤
1√
2γ

(1− exp(−γT ))‖ ∂
∂t
~Eext‖2,Q, (56)

‖ ~Hn− ~Hd‖L2(0,T,H(rot;Ω)) ≤ 2(1+C(Ω))1/2β(1−exp(−γT ))‖ ∂
∂t
~Eext‖2,Q.

(57)
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Особенности решения задач в неоднородных средах

Пусть Ω ⊂ R3 – открытое ограниченное односвязное множество с
регулярной границей Γ, ~u ∈ H0(div; Ω)∩H(rot; Ω) или ~u ∈ H(div; Ω)∩
H0(rot; Ω).
Тогда справедливо неравенство

‖~u‖2,Ω ≤ C(Ω) (‖div ~u‖2,Ω + ‖ rot ~u‖2,Ω)

и ~u ∈
{
H1(Ω)

}3.
Пусть

rot ~u ∈ {L2(Ω)}3 , div~v ∈ L2(Ω), ~v = µ~u

[~uτ ]|Γ̃ = 0, [vn]|Γ̃ = 0,

µ ∈ L∞(Ω) или µ : {L2(Ω)}3 → {L2(Ω)}3

~u /∈
{
H1(Ω)

}3
, ~v /∈

{
H1(Ω)

}3

1
Weyl H. The method of orthogonal projection in potential theory. // Duke Math J.

1940;V. 7. P.411-444.
2
Duvaut G, Lions J. Inequalities on Mechanics and Physics.– Berlin: Springer-Verlag;

1976.
33 / 53



Задачи для системы уравнений Максвелла в
неоднородных средах

Теоремы о существовании и единственности решений
начально-краевых задач

Сравнение решений задач в зависимости от параметров β, γ,
характеризующих скорость протекания электромагнитных
процессов.

Сравнение решений задач в зависимости от параметра,
характеризующего степень неоднородности среды.
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Обобщенная постановка задачи для
квазистационарного электрического приближения

Найти функцию ϕ ∈ H1(0, T,H(Ω)), удовлетворяющую условию
ϕ(0) = ϕ0 и такую, что для всех ψ ∈ H(Ω)

d

dt
(gradϕ, gradψ)2,Ω + 4π(σ gradϕ, gradψ)2,Ω = 4π( ~Jext, gradψ)2,Ω.

(58)

Теорема 1

Для всех ϕ0 ∈ H(Ω), ~Jext ∈ {L2(Q)}3) существует единственное
решение ϕ ∈ H1(0, T,H(Ω)) задачи (58). При этом найдётся
единственная функция ~F = rot ~H ∈ L2(0, T,K(Ω)) такая, что
справедливо равенство

~F =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext +

1

c

∂

∂t
~E,

где ~E = − gradϕ. Если ~Jext ∈ H1(0, T, {L2(Ω)}3), то
∂2ϕ/∂t2 ∈ L2(0, T,H(Ω)), то есть ϕ ∈ C1(0, T,H(Ω)) и
~F ∈ C(0, T,K(Ω)).

1
Kalinin A.V., Slyunyaev N.N. Initial-boundary value problems for the equations of the

global atmospheric electric circuit // J. Math. Anal. Appl. 2017. Vol. 450. No. 1. P. 112-136.

35 / 53



Обобщенная постановка задачи для
квазистационарного магнитного приближения

rot ~H =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext, (59)

rot ~E = −1

c

∂

∂t
~H, (60)

~E(~x, t)× ~ν(~x) = 0, ~H(~x, t) · ~ν(~x) = 0, (~x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (61)

U1(Ω) = K(Ω) ∩H0(rot; Ω), U2(Ω) = K0(div; Ω) ∩H(rot; Ω).

Найти функцию ~H ∈ L2(0, T, U2(Ω)), такую, что

~H(0) = ~h (62)

и при всех ~v ∈ U2(Ω)

1

c

d

dt
( ~H,~v)2,Ω +

c

4π
(σ−1 rot ~H, rot~v)2,Ω = (σ−1 ~Eext, rot~v)2,Ω. (63)
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Обобщенная постановка задачи для
квазистационарного магнитного приближения

Пусть ~Jext = σ ~Eext

Теорема 2

Для всех ~h ∈ K0(div; Ω), ~Eext ∈ {L2(Q)}3) существует
единственное решение ~H ∈ L2(0, T, U2(Ω)) задачи (63). Если
~h ∈ U2(Ω) и ~Eext ∈ L2(0, T,H0(rot; Ω)), то ∂/∂t ~H ∈ {L2(Q)}3.
Если ~Eext ∈ H1(0, T, {L2(Ω)}3), ~h ∈ U2(Ω) и

4π

c
~Eext(0)− σ−1 rot~h ∈ K0(rot; Ω), (64)

то ∂/∂t ~H ∈ L∞(0, T,K0(div; Ω)).

1
Калинин А.В., Калинкина А.А. Квазистационарные начально-краевые задачи для

системы уравнений Максвелла // Вест. ННГУ. Математическое моделирование и
оптимальное управление. 2003. № 1. C. 21-38.
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Обобщенная постановка квазистационарной задачи

Пусть µ ≡ 1, ε ≡ 1,

U1(Ω) = H0(rot; Ω) ∩K(Ω), U2(Ω) = H(rot; Ω) ∩K0(div Ω).

Найти ~H ∈ L2(0, T, U2(Ω)), gradϕ ∈ L2(0, T,K0(rot; Ω)), ~E ∈ L2(0, T, U1(Ω))
такие, что для всех ~u ∈ U2(Ω), gradψ ∈ K0(rot; Ω), ~v ∈ U1(Ω)

1

c

d

dt
(gradϕ, gradψ)2,Ω −

4π

c
(σ~E , gradψ)2,Ω+ (65)

+
4π

c
(σ gradϕ, gradψ)2,Ω =

4π

c
( ~Jext, gradψ)2,Ω,

1

c

d

dt
( ~H, ~u)2,Ω + (~E , rot ~u)2,Ω = 0, (66)

(σ~E , ~v)2,Ω − (σ gradϕ,~v)2,Ω −
c

4π
( ~H, rot~v)2,Ω = −( ~Jext, ~v)2,Ω, (67)

~H0) = ~h, gradϕ(0) = gradϕ0. (68)
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Обобщенная постановка квазистационарной задачи

Теорема 3

Для любых ~h ∈ U2(Ω), gradϕ0 ∈ K0(rot; Ω),
~Jext ∈ H1(0, T, {L2(Q)}3) существует единственное решение
задачи (65),(68). При этом ~H ∈ L∞(0, T, {L2(Ω)}3),
∂/∂t ~H ∈ L2(0, T, {L2(Ω)}3), gradϕ ∈ H1(0, T,K0(rot; Ω)). Если

rot~h = −4π

c
σ gradϕ0 +

4π

c
~Jext(0), (69)

то ∂/∂t ~H ∈ L∞(0, T, {L2(Ω)}3), ∂/∂t gradϕ ∈ L∞(0, T,K0(rot; Ω)),
∂/∂t~E ∈ {L2(Q)}3.

1
Калинин А.В., Тюхтина А.А. Приближение Дарвина для системы уравнений

Максвелла в неоднородных проводящих средах// ЖВМ и МФ. 2020. Т.60, № 8. С. 121-134.
2
Kalinin A.V., Tyukhtina A.A. Hierarchy of Models of Quasi-stationary Electromagnetic

Fields // Mathematical Modeling and Supercomputer Technologies. 20th International
Conference, MMST 2020, Nizhny Novgorod, Russia, November 23 - 27, 2020, Revised Selected
Papers. Communications in Computer and Information Science, v.1413. Springer, 2021.
P. 77–92.
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Сравнение решений начально-краевых задач

Пусть grad(σ0) ∈ {L∞(Ω)}3, σ0|Γ2 = const. Тогда

‖ gradϕn − gradϕd‖2,Q ≤

≤ C1‖ gradσ0‖L∞(Ω)
1

γ
(1− exp(−aγ))2

∥∥∥∂/∂t ~Eext
∥∥∥

2,Q
,

κ‖ρn − ρd‖L2(0,T,H−1(Ω)) ≤

≤ C2‖ gradσ0‖L∞(Ω)
1

γ
(1− exp{−γσ01T})2

∥∥∥∂/∂t ~Eext
∥∥∥

2,Q
,

‖~Em − ~Ed‖2,Q ≤

≤ C3‖ gradσ0‖L∞(Ω)
1

γ
(1− exp(−aγ))1/2‖∂/∂t ~Eext‖2,Q,

‖ ~Hm − ~Hd‖L∞(0,T,{L2(Ω)}3) ≤

≤ C4‖ gradσ0‖L∞(Ω)
1
√
γ

(1− exp(−aγ))1/2‖∂/∂t ~Eext‖2,Q.
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Асимптотический анализ

Пусть σ0 = 1 + ησ̃, ‖ grad σ̃‖∞,Ω = 1, ‖σ̃‖∞,Ω ≈ 1.
Предполагаем, ~Eext = ~Eext − gradψext не зависит от η,

~h =

∞∑
k=0

ηk~hk, gradϕ0 =

∞∑
k=0

ηk gradϕ0k.

‖~h−
N∑
k=0

ηk~hk‖2,Ω ≤ CNηN+1, ‖ gradϕ0−
N∑
k=0

ηk gradϕ0k‖2,Ω ≤ CNηN+1.

Получим разложения решений начально-краевых задач для систе-
мы уравнений Максвелла в различных квазистационарных прибли-
жениях по степеням η:

~H =

∞∑
k=0

ηk ~Hk, gradϕ =

∞∑
k=0

ηk gradϕk, ~E =

∞∑
k=0

ηk ~Ek.
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Асимптотические разложения. Электрическое
приближение

Для всех ψ ∈ H(Ω), ~u ∈ U2(Ω)

d

dt
(gradϕ, gradψ)2,Ω + γ((1 + ησ̃) gradϕ, gradψ)2,Ω =

= −γ((1 + ησ̃)(gradψext, gradψ)2,Ω + γη(σ̃ ~Eext, gradψ)2,Ω, (70)

(rot ~H, rot ~u)2,Ω = −βγη(σ̃ gradϕ, rot ~u)2,Ω+

+βγ((1 + ησ̃)~Eext, rot ~u)2,Ω − βγη(σ̃ gradψext, rot ~u)2,Ω, (71)

gradϕ(0) = gradϕ0. (72)

42 / 53



Асимптотические разложения. Электрическое
приближение

Подставляя в интегральные тождества

~H =

∞∑
k=0

ηk ~Hk, gradϕ = ϕ0 +

∞∑
k=1

ηk gradϕk,

получаем ϕ0, ϕk ∈ H1(0, T,H(Ω)), k = 1, 2, ..., для всех ψ ∈ H(Ω)

d

dt
(gradϕ0, gradψ)2,Ω + γ(gradϕ0, gradψ)2,Ω =

= −γ(gradψext, gradψ)2,Ω,

ϕ0(0) = ϕ00,

d

dt
(gradϕ1, gradψ)2,Ω+γ(gradϕ1, gradψ)2,Ω+γ(σ̃ gradϕ0, gradψ)2,Ω =

= −γ(σ̃ gradψext, gradψ)2,Ω + γ(σ̃ ~Eext, gradψ)2,Ω,

ϕ1(0) = ϕ01,

d

dt
(gradϕk, gradψ)2,Ω+γ(gradϕk, gradψ)2,Ω+γ(σ̃ gradϕk−1, gradψ)2,Ω = 0,

ϕk(0) = ϕ0k, k = 2, 3, ... 43 / 53



Асимптотические разложения. Электрическое
приближение

~Hk ∈ L2(0, T, U2(Ω)), k = 0, 1, 2, .., для всех ~u ∈ U2(Ω)

(rot ~H0, rot ~u)2,Ω = βγ(~Eext, rot ~u)2,Ω,

(rot ~H1, rot ~u)2,Ω = −βγ(σ̃ gradϕ0, rot ~u)2,Ω+

+βγ(σ̃ ~Eext, rot ~u)2,Ω,

(rot ~Hk, rot ~u)2,Ω = −βγ(σ̃ gradϕk−1, rot ~u)2,Ω, k = 2, 3, ...

Положим

gradϕN =

N∑
k=1

ηk gradϕk, ~H
N =

N∑
k=0

ηk ~Hk, N = 1, 2, ...

‖ grad(ϕ−ϕ0)‖2,Q ≤ η(‖σ̃( ~Eext−gradϕ)‖22,Q+C2
0T )1/2 ≤ η(A2+C2

0T )1/2,

‖ grad(ϕ− ϕN )‖2,Q ≤ ηN+1(A2 + T (C2
0 + C2

1 + C2
2 + ...+ C2

N ))1/2,

‖ rot( ~H − ~H0‖2,Q ≤ βγηA,
‖ rot( ~H− ~HN‖2,Q ≤ βγηN+1(A2+T (C2

0+C2
1+C2

2+...+C2
N−1))1/2 N = 1, 2, ...
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Асимптотические разложения. Магнитное
приближение

~H ∈ L2(0, T, U2(Ω)), ~E ∈ L2(0, T, U1(Ω)), ϕ ∈ L2(0, T,H(Ω)),
~E = ~E − gradϕ,

~H(0) = ~h.

Для всех ψ ∈ H(Ω), ~v ∈ U1(Ω), ~u ∈ H(rot; Ω)

((1 + ησ̃) gradϕ, gradψ)2,Ω − η(σ̃ ~E , gradψ)2,Ω =

= η(σ̃ ~Eext, gradψ)2,Ω − ((1 + ησ̃) gradψext, gradψ)2,Ω, (73)

(rot ~H,~v)2,Ω = βγ((1 + ησ̃)~E , ~v)2,Ω − βγη(σ̃ gradϕ,~v)2,Ω+

+βγ((1 + ησ̃)~Eext, ~v)2,Ω − βγη(σ̃ gradψext, ~v)2,Ω, (74)

(~E , rot ~u)2,Ω = −β d
dt

( ~H, ~u)2,Ω, (75)

~H(0) =

∞∑
k=0

ηk~hk
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Асимптотические разложения. Магнитное
приближение

Подставляя разложения

~H =

∞∑
k=0

ηk ~Hk, ~E =

∞∑
k=0

ηk ~Ek,

gradϕ =

∞∑
k=0

ηk gradϕk

в интгральные тождества, получаем задачи определения
~Hk ∈ L2(0, T, U2(Ω)), ~Ek ∈ L2(0, T, U1(Ω)) и интегральные тожде-
ства для определения ϕk ∈ L2(0, T,H(Ω)), k = 0, 1, ....
Для всех ψ ∈ H(Ω), ~v ∈ U1(Ω), ~u ∈ H(rot; Ω)

(gradϕ0, gradψ)2,Ω = −(gradψext, gradψ)2,Ω,

(rot ~H0, ~v)2,Ω = βγ(~E0, ~v)2,Ω + βγ(~Eext, ~v)2,Ω,

(~E0, rot ~u)2,Ω = −β d
dt

( ~H0, ~u)2,Ω,

~H0(0) = ~h0,
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Асимптотические разложения. Магнитное
приближение

(gradϕ1, gradψ)2,Ω = (σ̃( ~Eext + ~E0), gradψ)2,Ω,

(rot ~H1, ~v)2,Ω = βγ(~E1, ~v)2,Ω + βγ(σ̃( ~E0 + ~Eext), ~v)2,Ω,

(~E1, rot ~u)2,Ω = −β d
dt

( ~H1, ~u)2,Ω.

~H1(0) = ~h1,

(gradϕk, gradψ)2,Ω = (σ̃ ~Ek−1, gradψ)2,Ω,

(rot ~Hk, ~v)2,Ω = βγ(~Ek, ~v)2,Ω + βγ(σ̃ ~Ek−1, ~v)2,Ω,

(~Ek, rot ~u)2,Ω = −β d
dt

( ~Hk, ~u)2,Ω.

~Hk(0) = ~hk.
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Асимптотические разложения. Магнитное
приближение

~HN =

N∑
k=0

ηk ~Hk, ~EN =

N∑
k=0

ηk ~Ek, gradϕN =

N∑
k=0

ηk gradϕk.

‖ grad(ϕ− ϕN )‖2,Q ≤ η‖σ̃( ~E − ~EN−1)‖2,Q ≤ AηN+1, N = 0, 1, ...,

‖ ~H − ~HN‖2,Ω ≤ ηN+1DN , N = 0, 1, ...

‖~E − ~EN‖2,Q ≤ ηN+1DN , N = 0, 1, ...

48 / 53



Асимптотические разложения. Квазистационарное
приближение

Для всех ψ ∈ H(Ω), ~v ∈ U1(Ω), ~u ∈ H(rot; Ω)

d

dt
(gradϕ, gradψ)2,Ω−γη(σ̃ ~E , gradψ)2,Ω+γ((1+ησ̃) gradϕ, gradψ)2,Ω =

= γη(σ̃ ~Eext, gradψ)2,Ω − γ((1 + ησ̃) gradψext, gradψ)2,Ω, (76)

(rot ~H,~v)2,Ω = βγ((1 + ησ̃)~E , ~v)2,Ω − βγη(σ̃ gradϕ,~v)2,Ω+

+βγ((1 + ησ̃)~Eext, ~v)2,Ω − βγη(σ̃ gradψext, ~v)2,Ω, (77)

(~E , rot ~u)2,Ω = −β d
dt

( ~H, ~u)2,Ω, (78)

~H(0) =

∞∑
k=0

ηk~hk, gradϕ(0) =

∞∑
k=0

ηk gradϕ0k. (79)
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Асимптотические разложения. Квазистационарное
приближение

Подставляя разложения

~H =

∞∑
k=0

ηk ~Hk, gradϕ =

∞∑
k=0

ηk gradϕk, ~E =

∞∑
k=0

ηk ~Ek.

в интегральные равенства, получаем

d

dt
(gradϕ0, gradψ)2,Ω + γ(gradϕ0, gradψ)2,Ω =

= −γ(gradψext, gradψ)2,Ω, (80)

gradϕ(0) = gradϕ00, (81)

(rot ~H0, ~v)2,Ω = βγ(~E0, ~v)2,Ω + βγ(~Eext, ~v)2,Ω,

(~E0, rot ~u)2,Ω = −β d
dt

( ~H0, ~u)2,Ω, (82)

~H(0) = ~h0. (83)
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Асимптотические разложения. Квазистационарное
приближение

d

dt
(gradϕ1, gradψ)2,Ω − γ(σ̃ ~E0, gradψ)2,Ω + γ(gradϕ1, gradψ)2,Ω =

= γ(σ̃ ~Eext, gradψ)2,Ω, (84)

(rot ~H1, ~v)2,Ω = βγ(~E1, ~v)2,Ω + βγ(σ̃( ~E1 + ~Eext), ~v)2,Ω,

(~E1, rot ~u)2,Ω = −β d
dt

( ~H1, ~u)2,Ω, (85)

~H1(0) = ~h1, gradϕ(0) = gradϕ01. (86)
d

dt
(gradϕk gradψ)2,Ω−γ(σ̃ ~Ek−1, gradψ)2,Ω+γ(gradϕk, gradψ)2,Ω = 0,

(87)
(rot ~Hk, ~v)2,Ω = βγ(~Ek, ~v)2,Ω + βγ(σ̃ ~Ek−1, ~v)2,Ω, (88)

(~Ek rot ~u)2,Ω = −β d
dt

( ~Hk, ~u)2,Ω, (89)

~Hk(0) = ~hk, gradϕk(0) = gradϕ0k. (90)
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Асимптотические разложения. Квазистационарное
приближение

~HN =

N∑
k=0

ηk ~Hk, ~EN =

N∑
k=0

ηk ~Ek,

gradϕN =

N∑
k=0

ηk gradϕk.

‖ grad(ϕ− ϕN )‖2,Q ≤ ηN+1KN ,

‖ ~H − ~HN‖2,Ω ≤ ηN+1KN , ‖~E − ~EN‖2,Q ≤ ηN+1KN .
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Спасибо за внимание!


