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Глобальная электрическая цепь в атмосфере

L ∼ 70− 100 km,

∆U ∼ 250 kВ,∣∣∣ ~Jext∣∣∣ ∼ 1..10 nА/m2,

σ(x) = σ0 exp(α(|x| −RE)).

σ0 ∼ 3 · 10−14 1
Оm·m,

α ∼ 1.67 · 10−4 1/m,
RE ≈ 6370 km.

1
Wilson T.R. Investigations on lightning discharges and on the electric field of

thunderstorms // Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A. 1921. V. 221. P. 73–115.
2
Wilson T.R. The electric field of a thundercloud and some of its effects// Proc. Phys.

Soc. London. 1924. V. 37. P. 32D–37D.
3
Kalinin A.V., Mareev E.A., Zhidkov A.A. Calculation of Different-Type Clouds in the

Global Atmospheric Electric Curcuit // Proc. 14th Int. Conf. on Atmospheric Electricity,
Rio de Janeiro, 2011.
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Система уравнений Максвелла

rot ~H(x, t) =
4π

c
~J(x, t) +

1

c

∂ ~D(x, t)

∂t
,

rot ~E(x, t) = −1

c

∂ ~B(x, t)

∂t
,

div ~B(x, t) = 0,

div ~D(x, t) = 4πρ(x, t).

~D(x, t) = ε(x) ~E(x, t), ~B(x, t) = µ(x) ~H(x, t).

~J(x, t) = σ(x) ~E(x, t) + ~Jext(x, t).

(x, t) ∈ Q = Ω× (0, T ), Ω ⊂ R3, T > 0.

1
Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Теоретическая физика. Том 8.Электродинамика

сплошных сред. М.: Наука, Физматлит, 1982.
2
Тамм И.Е. Основы теории электричества. М.: Наука, 1989.
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Начально-краевая задача

rot ~H =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext +

1

c

∂

∂t
ε ~E,

rot ~E = −1

c

∂

∂t
µ ~H.

~E(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T )

~H(x, 0) = ~h(x), ~E(x, 0) = ~e(x), x ∈ Ω.

Финальное наблюдение:

~H(x, T ) = ~hT , ~E(x, T ) = ~eT (x).

Граничное наблюдение:

~E(x, t) · ~ν(x) = eν , x ∈ Γ.
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Задача линейно-выпуклого программирования

f(Π)→ inf, F (Π) = q, Π ∈ D ⊂ V, q ∈ H, (1)

H, V – гильбертовы пространства, f : V → R1 – непрерывный силь-
но выпуклый функционал, F : V → H – линейный непрерывный
оператор, D ⊂ V – выпуклое замкнутое множество.
Пусть Π0 ∈ D – решение задачи (1).
Минимизирующее приближенное решение –
последовательность Πn ∈ D, n = 1, 2, ...,

f(Πn) ≤ f(Π0) + δn, ‖F (Πn)− q‖H ≤ γn, δn → 0, γn → 0, n→∞.

1
Варга Дж. Оптимальное управление дифференциальными и функциональными

уравнениями. М.: Наука, 1977.
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Алгоритм Удзавы

Функционал Лагранжа

L(Π, λ) ≡ f(Π) + (λ, F (Π)− q)H , Π ∈ D ⊂ V, λ ∈ H.

Двойственная задача –

V (λ)→ sup, V (λ) = min
Π∈D

L(Π, λ), λ ∈ H.

Π(λ) = argminL(Π, λ), Π ∈ D.

Производная в смысле Фреше функционала V в точке λ ∈ H равна

∂V (λ) = F (Π(λ))− q.

Эта производная удовлетворяет условию Липшица.

λ1 ∈ H, λn+1 = λn + βn(F (Π(λn))− q). (2)
1
Эрроу К.Дж., Гурвиц Л., Удзава Х. Исследования по линейному и нелинейному

программированию// М.: Изд-во иностранной литературы, 1962.
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Метод двойственной регуляризации

Семейство задач, зависящих от ошибки наблюдения:

fδ(Π)→ inf, F δ(Π) = q δ, Π ∈ D ⊂ V, q δ ∈ H,

‖F−F δ‖ ≤ Cδ, ‖qδ−q‖H ≤ Cδ, |fδ(Π)−f(Π)| ≤ Cδ(1+‖Π‖), Π ∈ D.

Функционал Лагранжа

Lδ(Π, λ) ≡ fδ(Π) + (λ, F δ(Π)− qδ)H , Π ∈ D, λ ∈ H.

Двойственный функционал

V δ(λ) = inf
Π∈D

Lδ(Π, λ), λ ∈ H.

Πδ(λ) = argminLδ(Π, λ), Π ∈ D, V δ(λ) = Lδ(Πδ(λ), λ).

∂V δ(λ) = F δ(Πδ(λ))− q δ.
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Метод двойственной регуляризации

При фиксированном значениии параметра регуляризации α рас-
сматривается задача

Rδ,α(λ) ≡ V δ(λ)− α‖~λ‖2H → max, λ ∈ H. (3)

Пусть λδ,α – единственное решение задачи (3).

Теорема 1

Пусть δ/α(δ)→ 0, α(δ)→ 0, δ → 0. Тогда при δ → 0
выполняются соотношения

‖F (Πδ(λδ,α(δ)))− q‖H → 0, f(Πδ(λδ,α(δ)))→ f(Π0),

‖Πδ[λδ,α(δ)]−Π0‖V → 0, lim
δ→+0

V (λδ,α(δ)) = sup
λ∈H

V (λ) = f(Π0).

В случае разрешимости двойственной задачи λδ,α(δ) → λ0, где
λ0 ∈ H – решение двойственной задачи, имеющее минимальную
норму.
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Итеративная двойственная регуляризация

Последовательность γk, k = 1, 2, · · · , конструируется по правилу

γk+1 = γk + βk∂V
δk(γk)− 2βkαkγk =

= (1−2βkαk)γk +βk(F δk(Πδk(γk))− q δk), k = 1, 2, · · · , γ1 ∈ H, (4)

последовательности δk, αk, βk, k = 1, 2, · · · удовлетворяют условиям

δk ≥ 0, αk > 0, βk > 0, lim
k→∞

(δk + αk + βk) = 0,
αk

αk+1
≤ C0,

lim
k→∞

|αk+1 − αk|
(αk)3βk

= lim
k→∞

βk
(αk)3

= lim
k→∞

δk
(αk)3

= 0,

∞∑
k=1

αkβk = +∞.

(5)
Пример: αk = k−1/6, βk = k−3/5.
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Итеративная двойственная регуляризация

Теорема 2
Пусть Π0 - решение задачи и выполняются условия согласования
(5). Тогда при k →∞

f(Πδk(γk))→ f(Π0), F (Πδk(γk))− q → 0,

(γk, F
δk(Πδk(γk))− qδk)H → 0.

Одновременно справедливы соотношения

f(Π0(γk))→ f(Π0), (γk, F (Π0(γk))− q)H → 0

lim
δk→+0

V (γk) = sup
λ∈H

V (λ) = f(Π0),

lim
k→∞

‖Πδk(γk)−Π0‖ = 0.

В случае разрешимости двойственной задачи γk → λ0, где λ0 ∈ H
– решение двойственной задачи, имеющее минимальную норму.
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Задача для системы уравнений Максвелла в
электрическом приближении

Ω ⊂ R3 – открытая ограниченная односвязная область с липшиц-
непрерывной границей Γ, состоящей из компонент связности Γ1, Γ2,
гомеоморфных сферам в R3.
ε ≡ 1, σ ∈ L∞(Ω), σ1 ≤ σ(x) ≤ σ2, x ∈ Ω.

rot ~H =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext +

1

c

∂

∂t
~E, rot ~E = 0.

~E(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ), ~E(x, 0) = ~e(x), x ∈ Ω.

Задача в терминах скалярного электрического потенциала

~E = − gradϕ.

rot ~H =
4π

c
(−σ gradϕ+ ~Jext)− 1

c

∂

∂t
gradϕ, (6)

ϕ(x, t)|x∈Γ1
= 0 ϕ(x, t)|x∈Γ2

= u(t),

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Ω.
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Задача для системы уравнений Максвелла в
электрическом приближении

∂

∂t
∆ϕ+ 4π div(σ gradϕ) = 4π div ~Jext, (7)∫

Γ2

((grad
∂ϕ

∂t
+ 4πσ gradϕ)− 4π ~Jext) · ~ν)dγ = 0, (8)

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Ω, (9)

ϕ(x, t)|x∈Γ1
= 0, ϕ(x, t)|x∈Γ2

= u(t), t ∈ (0, T ), (10)

u(0) = ϕ0|Γ2 .
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Функциональные пространства

H(div; Ω) = {~u ∈ {L2(Ω)}3 : div ~u ∈ L2(Ω)},

K(div; Ω) = {~u ∈ {L2(Ω)}3 : div ~u = 0}

(~u,~v)div = (~u,~v)2,Ω + (div ~u,div~v)2,Ω,

H(rot; Ω) = {~u ∈ {L2(Ω)}3 : rot ~u ∈ {L2(Ω)}3},

K(rot; Ω) = {~u ∈ {L2(Ω)}3 : rot ~u = 0},

(~u,~v)rot = (~u,~v)2,Ω + (rot ~u, rot~v)2,Ω.

H0(rot; Ω), H0(div; Ω) – замыкание {D(Ω)}3 в H(rot; Ω) и H(div; Ω)
соответственно, K0(rot; Ω) = K(rot; Ω) ∩H0(rot; Ω),
K0(div; Ω) = K(div; Ω) ∩H0(div; Ω).
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Функциональные пространства

K(Ω) = {~u ∈ K(div; Ω) : 〈γν~u, 1〉Γi
= 0, i = 1, 2},

H(Ω) = {ψ ∈ H1(Ω) : ψ(x) = 0, x ∈ Γ1, ψ(x) = const, x ∈ Γ2}.
U1(Ω) = K(Ω) ∩H0(rot; Ω), U2(Ω) = K0(div; Ω) ∩H(rot; Ω).

Лемма 1

Для любой функции ~u ∈ K(rot; Ω) найдется функция p ∈ H1(Ω)
такая, что ~u = grad p. Если ~u ∈ K0(rot; Ω), можно выбрать
p ∈ H(Ω).

Лемма 2

K(Ω) ≡ rotH(rot; Ω) = {~u = rot~v : ~v ∈ H(rot; Ω)} .

Лемма 3

Ортогональное дополнение к K0(rot; Ω) в {L2(Ω)}3 совпадает с
K(Ω).
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Обобщенная постановка задачи для нерелятивистского
электрического приближения

Найти функцию ϕ ∈ H1(0, T,H(Ω)), удовлетворяющую условию
gradϕ(0) = gradϕ0 и такую, что для всех ψ ∈ H(Ω)

d

dt
(gradϕ, gradψ)2,Ω + 4π(σ gradϕ, gradψ)2,Ω = 4π( ~Jext, gradψ)2,Ω.

(11)

Теорема 3

Для всех ϕ0 ∈ H(Ω), ~Jext ∈ {L2(Q)}3 существует единственное
решение ϕ ∈ H1(0, T,H(Ω)) задачи (11). При этом найдётся
единственная функция ~F = rot ~H ∈ L2(0, T,K(Ω)) такая, что

c ~F = 4πσ ~E + 4π ~Jext +
∂

∂t
~E,

где ~E = − gradϕ. Если ∆ϕ0 ∈ L2(Ω), ~Jext ∈ L2(0, T,H(div; Ω)),
σ ∈ C1(Ω̄), то ~E ∈ H1(0, T, {H1(Ω)}3).

1
Kalinin A.V., Slyunyaev N.N. Initial-boundary value problems for the equations of the

global atmospheric electric circuit // J. Math. Anal. Appl. 2017. Vol. 450. No. 1. P. 112-136.
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Задача граничного наблюдения

~Jext ∈ L2(0, T,H(div; Ω)), σ ∈ C1(Ω̄).

Прямая задача: найти функцию ϕ ∈ H1(0, T,H(Ω)) такую, что
ϕ(x, 0) = 0, x ∈ Ω, и

d

dt
(gradϕ, gradψ)2,Ω + 4π(σ gradϕ, gradψ)2,Ω =

= −4π(div ~Jext, ψ)2,Ω + 4πψΓ2〈γν ~Jext, 1〉Γ2 (12)

для всех ψ ∈ H(Ω). Определена нормальная компонента вектора
~E = − gradϕ на границе области.

γν ~E(x, t) = ( ~E(x, t) · ~ν)(x) = eν(x), x ∈ Γ1, eν ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)).
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Задача граничного наблюдения

Найти div ~Jext ∈ L2(0, T, L2(Ω)), 〈γν ~Jext, 1〉Γ2 ∈ L2(0, T ),
удовлетворяющие (12), при условии, что

∂ϕ

∂ν

∣∣∣∣
x∈Γ1

= −eν ∈ L2(0, T, L2(Γ1)).

~Jext = ~Jext1 + ~Jext2 , ~Jext1 ∈ L2(0, T,K(Ω)), ~Jext2 ∈ L2(0, T,K0(rot; Ω)),

( ~Jext2 , gradψ)2,Ω = −(div ~Jext, ψ)2,Ω + ψΓ2
〈γν ~Jext, 1〉Γ2

, ψ ∈ H(Ω).
(13)

Пусть V = L2(0, T, L2(Ω))× L2(0, T ),
Π = (div ~Jext, 〈γν ~Jext, 1〉Γ2

) ∈ V, ϕ[Π] – решение задачи (12) с дан-
ными Π,

F : V → L2(0, T, L2(Γ1)), F (Π) ≡ ∂ϕ[Π]/∂ν|Γ1 , Π ∈ V.
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Задача граничного наблюдения

‖ div ~Jext‖22,Q + ‖〈γν ~Jext, 1〉Γ2
‖22,(0,T ) → inf, F (Π) = −eν , (14)

Π ∈ V, eν ∈ L2(0, T, L2(Γ1)).

Семейство задач, зависящих от ошибки δ

‖eν − e δν ‖2,(0,T )×Γ1
≤ δ, ‖σ − σδ‖∞,Ω ≤ δ, ‖ grad(σ − σδ)‖∞,Ω ≤ δ,

δ ∈ [0, δ0], δ0 > 0.
ϕδ[Π] – решение задачи (12), где σ заменено на σδ, F δ(Π) = ∂ϕδ[Π]/∂ν|Γ1 .

‖F − F δ‖ ≤ Cδ.

‖Π‖2 → inf, F δ(Π) = −e δν , Π ∈ V, ~e δν ∈ L2(0, T, L2(Γ1).

Случай δ = 0 соответствует точному заданию eν , σ.
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Сопряженная задача

− ∂

∂t
∆η + 4π div(σ grad η) = 0, (15)

η|x∈Γ1
= η̃(x, t), η|x∈Γ2

= C(t),

∫
Γ2

(− ∂

∂t

∂η

∂ν
+ 4πσ

∂η

∂ν
)dγ = 0, (16)

η(x, T ) = 0, x ∈ Ω. (17)

Обобщенная постановка сопряженной задачи.

Пусть η̃ ∈ H1(0, T,H1/2(Γ)) v ∈ H1(0, T,H1(Ω)), v|Γ1
= η̃, v|Γ2

= 0,
v(T ) = 0. Найти u = η − v ∈ L2(0, T,H(Ω)) такую, что u(T ) = 0 и
для всех ψ ∈ H(Ω)

− d

dt
(gradu, gradψ)2,Ω + 4π(σ gradu, gradψ)2,Ω =

= (
∂

∂t
grad v − 4πσ grad v, gradψ)2,Ω.
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Сопряженный оператор

Пусть ϕ, η – решения прямой и сопряженной задачи соответственно.∫ T

0

∫
Γ2

∂ϕ

∂ν
(
∂η̃

∂t
− 4πσ(x)η̃)dγdt =

= 4π

∫ T

0

〈γν ~Jext, 1〉Γ2
C(t)dxdt− 4π

∫
Q

div ~Jext · ηdxdt.

(F δ)∗ : L2(0, T, L2(Γ1))→ V ∗, 〈(F δ)∗(λ),Π〉 = (λ, ∂∂νϕ
δ[Π])2,Γ1

Пусть

η̃(x, t) = −
∫ T

t

λ(x, τ)e4πσ(t−τ)dτ,

λ ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)), ηδ[λ] – решение задачи (15)-(17) при σ = σδ.

〈(F δ)∗(λ),Π〉 =

= 4π

∫ T

0

〈γν ~Jext, 1〉Γ2η
δ[λ]|Γ2dt− 4π

∫
Q

div ~Jext · ηδ[λ]dxdt,

(F δ)∗(λ) = (−4πηδ[λ], 4πηδ[λ]|Γ2).
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Сопряженный оператор

H̃(Ω) = {ψ ∈ H1(Ω) : ψ(x) = const, x ∈ Γ2}.

U = {η ∈ H1(0, T, H̃(Ω)) :

− ∂

∂t
grad η + 4πσ grad η ∈ L2(0, T,K(Ω)), η(T ) = 0}.

Пусть W – замыкание в V множества {(−η, η|Γ2).

V = W +W⊥.

ξ ∈ D(Q), (div(
∂

∂t
grad ξ + 4πσ grad ξ), 0) ∈W⊥.

Лемма 4
Решение задачи граничного наблюдения Π ∈W единственно. Если
Π ∈W⊥, то F (Π) = 0.
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Двойственные алгоритмы

Функционал Лагранжа имет вид

L δ(Π, λ) ≡ ‖Π‖2+(λ,
∂

∂ν
ϕδ[Π]+e δν )2,(0,T )×Γ1

, Π ∈ V, λ ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)),

двойственная задача –

V δ(λ)→ sup, V δ(λ) = min
Π∈V

Lδ(Π, λ), λ ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)). (18)

Πδ(λ) = −1/2(F δ)∗(λ)) = (2πηδ[λ],−2πηδ[λ]|Γ2
).

V δ(λ) = −1/4‖(F δ)∗(λ)‖2V + (~eδν , λ)2,(0,T )×Γ1
.
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Двойственные алгоритмы

Алгоритм Удзавы

λ1 ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)),

Πn = Π(λn) = {2πη[λn],−2πη[λn]|Γ2},

λn+1 = λn + βn(
∂

∂ν
ϕ[Πn] + eν).

Итеративная двойственная регуляризация

γ1 ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)),

Πn = Πδn(γn) = {2πηδn [γn],−2πηδn [γn]|Γ2
},

γn+1 = (1− 2βnαn)γn + βn(
∂

∂ν
ϕδn [Πn] + eδnν ).
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Квазистационарное приближение

~E = ~E − gradϕ, div ~E = 0,
gradϕ(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ).

rot ~H =
4π

c
σ ~E +

4π

c
~Jext − 1

c

∂

∂t
gradϕ,

rot ~E = −1

c

∂

∂t
µ ~H.

~E(x, t)× ~ν(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

~H(x, 0) = ~h(x), gradϕ(x, 0) = gradϕ0(x), x ∈ Ω.

∂

∂t
∆ϕ+ 4π div(σ gradϕ)− 4π div σ~E = 4π div ~Jext.
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Обобщенная постановка квазистационарной задачи

Найти ~H ∈ L2(0, T, U2(Ω)), gradϕ ∈ L2(0, T,K0(rot; Ω)),
~E ∈ L2(0, T, U1(Ω)) такие, что для всех ~u ∈ U2(Ω),
gradψ ∈ K0(rot; Ω), ~v ∈ U1(Ω)

1

c

d

dt
(gradϕ, gradψ)2,Ω −

4π

c
(σ~E , gradψ)2,Ω+ (19)

+
4π

c
(σ gradϕ, gradψ)2,Ω =

4π

c
( ~Jext, gradψ)2,Ω,

1

c

d

dt
( ~H, ~u)2,Ω + (~E , rot ~u)2,Ω = 0, (20)

(σ~E , ~v)2,Ω − (σ gradϕ,~v)2,Ω −
c

4π
( ~H, rot~v)2,Ω = −( ~Jext, ~v)2,Ω, (21)

~H0) = ~h, gradϕ(0) = gradϕ0. (22)

30 / 53



Обобщенная постановка квазистационарной задачи

Теорема 4

Для любых ~h ∈ U2(Ω), gradϕ0 ∈ K0(rot; Ω),
~Jext ∈ L2(0, T, {L2(Ω)}3) существует единственное решение
~H ∈ L∞(0, T, U2(Ω)), gradϕ ∈ L∞(0, T,K0(rot; Ω)),
~E ∈ L2(0, T,K(Ω)) задачи (19)-(22). При этом
gradϕ ∈ H1(0, T,K0(rot; Ω)).
Если ~Jext ∈ H1(0, T, {L2(Ω)}3), то ∂/∂t ~H ∈ L2(0, T, {L2(Ω)}3),
~E ∈ L2(0, T, U1(Ω)) ∩ L∞(0, T,K(Ω)).
Если σ ∈ C1(Ω̄) и ~Jext ∈ L2(0, T,H(div; Ω)), то
~E ∈ L2(0, T,H(div; Ω)).

1
Калинин А.В., Тюхтина А.А. Приближение Дарвина для системы уравнений

Максвелла в неоднородных проводящих средах// ЖВМ и МФ. 2020. Т.60, № 8. С. 121-134.
1
Kalinin A.V., Tyukhtina A.A. Hierarchy of Models of Quasi-stationary Electromagnetic

Fields // Mathematical Modeling and Supercomputer Technologies. 20th International
Conference, MMST 2020, Nizhny Novgorod, Russia, November 23 - 27, 2020, Revised Selected
Papers. Communications in Computer and Information Science, v.1413. Springer, 2021.
P. 77–92.
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Задача граничного наблюдения

~Jext ∈ L2(0, T,H(div; Ω)), σ ∈ C1(Ω̄).

~Jext = ~J − gradψext, ~J ∈ L2(0, T,K(Ω)), ψext ∈ H1(0, T,H(Ω)).

Прямая задача: найти функции ~H ∈ L2(0, T, {L2(Ω)}3),
gradϕ ∈ L2(0, T,K0(rot; Ω)) и ~E ∈ L2(0, T,K(Ω)) такие, что ~H(0) =
0, gradϕ(0) = 0 и для всех ~u ∈ U2(Ω), gradψ ∈ K0(rot; Ω), ~v ∈ U1(Ω)

d

dt
(gradϕ, gradψ)2,Ω − 4π(σ ~E, gradψ)2,Ω =

= −4π(div ~Jext, ψ)2,Ω + 4πψγ2〈γν ~Jext, 1〉Γ2
, (23)

d

dt
( ~H, ~u)2,Ω + c(~E , rot ~u)2,Ω = 0, (24)

(σ~E , ~v)2,Ω − (σ gradϕ,~v)2,Ω −
c

4π
( ~H, rot~v)2,Ω = −( ~J , ~v)2,Ω. (25)

~E = ~E − gradϕ ∈ L2(0, T,H(div; Ω)),

γν ~E(x, t) = ( ~E(x, t) · ~ν)(x) = eν(x), x ∈ Γ1, eν ∈ L2(0, T,H−1/2(Γ1)).
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Задача граничного наблюдения

Найти div ~Jext ∈ L2(0, T, L2(Ω)), 〈γν ~Jext, 1〉Γ2
∈ L2(0, T ),

~J ∈ L2(0, T,K(Ω)) при условии, что

( ~E · ~ν)|x∈Γ1
= eν ∈ L2(0, T,H−1/2(Γ1)).

V = L2(0, T, L2(Ω))× L2(0, T )× L2(0, T,K(Ω)),
H = L2(0, T,H−1/2(Γ1)), Π = (div ~Jext, 〈γν ~Jext, 1〉Γ2

, ~J ) ∈ V ,
{ ~H[Π], gradϕ[Π], ~E [Π]} – решение задачи (12) с данными Π.

F : V → H, F (Π) ≡ γν ~E[Π]|Γ1
, Π ∈ V.

‖div ~Jext‖22,Q + ‖〈γν ~Jext, 1〉Γ2
‖22,(0,T ) + ‖ ~J ‖22,Q → inf, (26)

F (Π) = eν , Π ∈ V, eν ∈ H.
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Сопряженная задача

rot ~M(x, t) = −4π

c
σ(x)(~Y (x, t)−grad η(x, t))− 1

c

∂

∂t
grad η(x, t), (27)

rot ~Y (x, t) = −1

c

∂

∂t
~M(x, t), (28)

div ~Y = 0. (29)

~Y (x, t)×~ν(x) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ),

∫
Γi

(~Y ·~ν)dγ = 0, i = 1, 2, (30)

η(x, t) = η̃(x, t), x ∈ Γ1, η(x, t) = Cη, x ∈ Γ2, t ∈ (0, T ), (31)

~M(x, T ) = 0, grad η(x, T ) = 0, x ∈ Ω. (32)
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Сопряженная задача

Обобщенное решение задачи (27)-(32) – функции
~M ∈ L2(0, T, {L2(Ω)}3), η ∈ H1(0, T, H̃(Ω)) и ~Y ∈ L2(0, T,K(Ω))
такие, что для всех ~u ∈ H(rot; Ω), gradψ ∈ K0(rot; Ω), ~v ∈ U1(Ω)

1

c

d

dt
(grad η, gradψ)2,Ω +

4π

c
(σ(~Y − grad η, gradψ)2,Ω = 0, (33)

1

c

d

dt
(µ ~M, ~u)2,Ω + (~Y , rot ~u)2,Ω = 0, (34)

4π(σ~Y ,~v)2,Ω − 4π(σ grad η,~v)2,Ω + c( ~M, rot~v)2,Ω +
d

dt
〈γν~v, η̃〉Γ1

= 0

(35)
и справедливы условия (32).

Теорема 5

Пусть η̃ ∈ H1(0, T,H1/2(Γ1)), η̃(T ) = 0. Cуществует
единственное обобщенное решение задачи (27)–(32).
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Сопряженный оператор

Пусть ~H, gradϕ, ~E и ~M , η, ~Y – решения прямой и сопряженной
задач соответственно. Тогда∫ T

0

〈γν ~E,
∂

∂t
η̃ − 4πση̃〉Γ1

dt =

= 4π

∫ T

0

Cη〈γν ~Jext, 1〉Γ2
dt+ 4π(div ~Jext, η)2,Q + 4π( ~J , ~Y )2,Q. (36)

Пусть λ ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)). Определим η̃ ∈ H1(0, T,H1/2(Γ1)),

∂

∂t
η̃ − 4πση̃ = λ, η̃(T ) = 0, η̃(t) = −

∫ T

t

e4πσ(t−τ)λ(τ)dτ.

F ∗ : H∗ → V ∗, 〈F ∗(λ),Π〉 = 〈λ, F (Π)〉, λ ∈ H∗, Π ∈ V.

F ∗(λ) = 4π(η[λ], η[λ]|Γ2
, ~V [λ]) ∈ V, (37)

~M [λ], ~V [λ], η[λ] – решение задачи (27)–(32)
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Семейство задач, зависящих от ошибки наблюдения

‖eν−e δν ‖L2(0,T,H−1/2(Γ1)) ≤ δ, ‖σ−σδ‖∞,Ω ≤ δ, ‖ grad(σ−σδ)‖∞,Ω ≤ δ,
δ ∈ [0, δ0], δ0 > 0.
~Hδ[Π], ϕδ[Π], ~Eδ[Π] – решение задачи прямой задачи, где σ заменено
на σδ, ~Eδ[Π] = ~Eδ[Π]− ϕδ[Π], F δ(Π) = γν ~E

δ|Γ1
,

‖F − F δ‖ ≤ Cδ.

‖Π‖2 → inf, F δ(Π) = e δν , Π ∈ V, ~e δν ∈ L2(0, T,H−1/2(Γ1).

(F δ)∗ : L2(0, T,H1/2(Γ1))→ V ∗,

(F δ)∗(λ) = 4π(ηδ[λ], ηδ[λ]|Γ2
, ~Y δ[λ]) ∈ V,

~Mδ[λ], ηδ[λ], ~Y δ[λ] – решение соответствующей сопряженной зада-
чи.
Случай δ = 0 соответствует точному заданию eν , σ.
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Двойственные алгоритмы

Функционал Лагранжа имет вид

L δ(Π, λ) ≡ ‖Π‖2 +

∫ T

0

〈λ, γν ~Eδ[Π]− e δν 〉Γ1dt,

Π ∈ V, λ ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)),

двойственная задача –

V δ(λ)→ sup, V δ(λ) = min
Π∈V

Lδ(Π, λ), λ ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)). (38)

Πδ(λ) = −1/2(F δ)∗(λ)) = −2π(ηδ[λ], ηδ[λ]|Γ2
, ~Y δ[λ]).
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Двойственные алгоритмы

Алгоритм Удзавы

λ1 ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)),

Πn = Π(λn) = −2π(η[λ], η[λ]|Γ2
, ~Y [λ]),

λn+1 = λn + βn(γν ~E[Πn]|Γ1 − eν).

Итеративная двойственная регуляризация

γ1 ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)),

Πn = Πδn(γn) = −2π(ηδ[λ], ηδ[λ]|Γ2 ,
~Y δ[λ]),

γn+1 = (1− 2βnαn)γn + βn(γν ~E
δn [Πn]|Γ1

− eδnν ).

39 / 53



Задача граничного наблюдения

Функционал Лагранжа имет вид

L δ(Π, λ) ≡ ‖Π‖2+(λ,
∂

∂ν
ϕδ[Π]+e δν )2,Γ1

, Π ∈ V, λ ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)),

двойственная задача –

V δ(λ)→ sup, V δ(λ) = min
Π∈V

Lδ(Π, λ), λ ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)). (39)

Πδ(λ) = −1/2(F δ)∗(λ)) = (2πηδ[λ],−2πηδ[λ]|Γ2
).

V δ(λ) = −1/4‖(F δ)∗(λ)‖2V + (~eδν , λ)2,Γ1 .
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Двойственные алгоритмы

Алгоритм Удзавы

λ1 ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)),

Πn = Π(λn) = {2πη[λn],−2πη[λn]|Γ2},

λn+1 = λn + βn(
∂

∂ν
ϕ[Πn] + eν).

Итеративная двойственная регуляризация

γ1 ∈ L2(0, T,H1/2(Γ1)),

Πn = Πδn(γn) = {2πηδn [γn],−2πηδn [γn]|Γ2
},

γn+1 = (1− 2βnαn)γn + βn(
∂

∂ν
ϕδn [Πn] + eδnν ).
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Задача финального наблюдения в электрическом
приближении

Пусть ~eT ∈ K0(rot; Ω). Найти Π ≡ (gradϕ0, ~J
ext), так что

~E(T ) = − gradϕ(T ) = ~eT .

~Jext = ~Jext1 + ~Jext2 , ~Jext1 ∈ L2(0, T,K(Ω)), ~Jext2 ∈ L2(0, T,K0(rot; Ω)),

( ~Jext, gradψ)2,Ω = ( ~Jext2 , gradψ)2,Ω, ψ ∈ H(Ω).

Определим V = K0(rot; Ω)× L2(0, T,K0(rot; Ω){L2(Q)}3),
ϕ[Π] – решение задачи (11) с данными Π ∈ V ,

F : V → K0(rot; Ω), F (Π) ≡ gradϕ[Π](T ), Π ∈ V.

‖ gradϕ0‖22,Ω + ‖ ~Jext‖22,Q → inf, F (Π) = −~eT , (40)

Π ∈ V, ~eT ∈ K0(rot; Ω).
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Задача финального наблюдения

Семейство задач, зависящих от ошибки δ

‖~eT − ~e δT ‖2,Ω ≤ δ, ‖σ − σδ‖L∞(Ω) ≤ δ, δ ∈ [0, δ0], δ0 > 0.

ϕδ[Π] – решение задачи (11), где σ заменено на σδ,
F δ(Π) = gradϕδ[Π](T ).
Случай δ = 0 соответствует точному заданию ~eT , σ.

‖Π‖2 → inf, F δ(Π) = −~e δT , Π ∈ V, ~e δT ∈ K0(rot; Ω).

Для любых Π ∈ V

sup
t∈(0,T )

‖ gradϕδ[Π](t)− gradϕ[Π](t)‖2,Ω ≤ Cδ‖Π‖

где C > 0 не зависит от Π и δ. Таким образом,

‖F − F δ‖ ≤ Cδ.
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Задача финального наблюдения

Функционал Лагранжа –

L δ(Π, ~λ) ≡ ‖Π‖2 + (~λ, gradϕδ[Π](T ) + ~e δT )2,Ω, Π ∈ V, ~λ ∈ K0(rot; Ω),

двойственная задача –

V δ(~λ)→ sup, V δ(~λ) = min
Π∈V

Lδ(Π, ~λ), ~λ ∈ K0(rot; Ω).

Πδ(~λ) = argminLδ(Π, ~λ), Π ∈ V, V δ(~λ) = Lδ(Πδ(~λ), ~λ).

Оператор (F δ)∗ : K0(rot; Ω)→ V ∗ – сопряженный оператору F δ,

〈(F δ)∗(~λ),Π〉 = (~λ, gradϕδ[Π](T ))2,Ω, ~λ ∈ K0(rot; Ω), Π ∈ V.

Πδ(~λ) = −1/2(F δ)∗(~λ),

V δ(~λ) = −1/4‖(F δ)∗(~λ)‖2V + (~eδT ,
~λ)2,Ω.
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Сопряженная задача

Пусть ~d ∈ K0(rot; Ω).
Найти функцию η ∈ H1(0, T,H(Ω)), удовлетворяющую условию

grad η(x, T ) = ~d(x), x ∈ Ω (41)

и такую, что для всех ψ ∈ H(Ω)

− d

dt
(grad η, gradψ)2,Ω + 4π(σ grad η, gradψ)2,Ω = 0. (42)

Лемма 5

4π

∫
Q

( ~Jext · grad η)dxdt =∫
Ω

(gradϕ(T ) · ~d)dx−
∫

Ω

(gradϕ0 · grad η(0))dx.
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Сопряженный оператор

Пусть ηδ[~λ] – решение сопряженной задачи (42), (41) при σ = σδ с
исходными данными ~λ ∈ K0(rot; Ω).

〈(F δ)∗(~λ),Π〉 =

∫
Ω

(grad ηδ[~λ](0)·gradϕ0)dx+4π

∫
Q

( ~Jext·grad ηδ(~λ))dxdt,

(F δ)∗(~λ) = (grad ηδ[~λ](0), 4π grad ηδ(~λ)).

Πδ(~λ) = −1/2(F δ)∗(~λ) = (−1/2 grad ηδ[~λ](0),−2π grad ηδ(~λ)).

Итеративная двойственная регуляризация

~γk+1 = (1− 2βkαk)~γk + βk(gradϕδk [Πδk(~γk)](T ) + ~e δkT ),

k = 1, 2, · · · , ~γ1 ∈ K0(rot; Ω).
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Задача финального наблюдения для
квазистационарного приближения

Обозначим исходные данные задачи (19)-(22) через Π ≡ (Ψ0, ~J
ext),

пусть (Ψ[Π], ~E [Π]) – решение задачи (19)-(22) с данными Π.
Финальное наблюдение:

Ψ[Π](T ) = ΨT ≡ {~hT , gradϕT } ∈ L0(Ω).

V = L0(Ω)× {L2(Q)}3, H = L0(Ω).

F : V → H, F [Π] = Ψ[Π](T ), Π ∈ V.

f : V → R1,

f(Π) = ‖Π‖2V = (µ~h,~h)2,Ω + (gradϕ0, gradϕ0)2,Ω + ‖ ~Jext‖22,Q.

f(Π)→ inf, F [Π] = ΨT , Π ∈ V, ΨT ∈ H. (43)
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Сопряженная задача

Пусть ~d ∈ {L2(Ω)}3, grad ξ ∈ K0(rot; Ω).
Найти Ψ∗ ≡ { ~H∗, gradϕ∗} ∈ L2(0, T, L0(Ω)), ~E∗ ∈ L2(0, T,K(Ω))
такие, что для всех Φ = {~u, gradψ} ∈ V0(Ω), ~v ∈ U1(Ω)

1

c

d

dt
(Ψ∗,Φ)L + (~E∗, rot ~u)2,Ω +

4π

c
(σ~E∗, gradψ)2,Ω−

− 4π

c
(σ gradϕ∗, gradψ)2,Ω = 0, (44)

(σ~E∗, ~v)2,Ω − (σ gradϕ∗, ~v)2,Ω +
c

4π
( ~H∗, rot~v)2,Ω = 0, (45)

Ψ∗(T ) = Ψ∗T = {~d, grad ξ}. (46)
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Сопряженный оператор

Пусть Ψ ≡ { ~H, gradϕ}, ~E – решение прямой задачи (19)-(22),
Ψ∗ ≡ { ~H∗, gradϕ∗}, ~E∗ – решение сопряженной задачи (44)-(46).
Тогда

(µ ~H(T ), ~d)2,Ω + (gradϕ(T ), grad ξ)2,Ω−

−(µ~h, ~H∗(0))2,Ω − (gradϕ0, gradϕ∗(0))2,Ω =

= −4π( ~Jext, ~E∗)2,Q.

F ∗ : H → V ∗, 〈(F ∗λ,Π〉 = (λ, F (Π))L, λ ∈ H, Π ∈ V,

F ∗(λ) = { ~H∗[λ](0), gradϕ∗[λ](0),−4π ~E∗δ [λ]},

Ψ∗[λ] = { ~H∗[λ], gradϕ∗[λ]} ∈ L2(0, T, L0(Ω)) и ~E∗[λ] ∈ L2(0, T,K(Ω))

– решение сопряженной задачи, λ = {~d, grad ξ}.
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Cемейство зависящих от ошибки δ задач

f(Π)→ inf, F δ[Π] = Ψ δ
T , Π ∈ V, Ψδ

T ∈ H. (47)

{Ψδ[Π] = { ~Hδ[Π], gradϕδ[Π]}, ~E [Π]} – решение задачи (19)-(22),
{Ψ∗δ [λ] = { ~H∗δ [λ], gradϕ∗δ [λ]}, ~E∗δ [λ] – решение сопряженной задачи
при σ = σδ. Ψδ

T ≡ {~hδT , gradϕ δ
T }, F δ[Π] = Ψδ[Π](T ),

‖~hT − ~h δT ‖2,Ω ≤ δ, ‖ gradϕT − gradϕ δ
T ‖2,Ω ≤ δ, ‖σ − σδ‖ ≤ δ,

‖F − F δ‖ ≤ Cδ, δ ∈ [0, δ0], δ0 > 0.

(F δ)∗ : H → V ∗, 〈(F δ)∗λ,Π〉 = (λ, F δ(Π))L, λ ∈ H, Π ∈ V,

(F δ)∗(λ) = { ~H∗δ [λ](0), gradϕ∗δ [λ](0),−4π ~E∗δ [λ]}.
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Двойственные алгоритмы

Функционал Лагранжа

L δ(Π, λ) ≡ ‖Π‖2V + (λ, F δ[Π]−Ψδ
T )H =

= (µ~h,~h)2,Ω + (gradϕ0, gradϕ0)2,Ω + ‖ ~Jext‖22,Q+

+(µ( ~Hδ[Π](T )− ~hδT ), ~d)2,Ω + (grad(ϕδ(T )− ϕδT ), grad ξ)2,Ω,

Π ≡ {Ψ0 ≡ {~h, gradϕ0}, ~Jext} ∈ V, λ ≡ {~d, grad ξ} ∈ H.

Двойственная задача

V δ(λ)→ sup, V δ(λ) = min
Π∈V

Lδ(Π, λ) = Lδ(Πδ(λ), λ), λ ∈ H.

Πδ(λ) = −1

2
(F δ)∗(λ) = {−1

2
~H∗δ [λ](0),−1

2
gradϕ∗δ [λ](0), 2π ~E∗δ [λ]}.
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Двойственные алгоритмы

Алгоритм Удзавы
λ1 = {~d1, grad ξ1} ∈ H,

Πn = Π(λn) = {−1

2
~H∗[λn](0),−1

2
gradϕ∗[λn](0), 2π ~E∗[λn]},

~dn+1 = ~dn + βn( ~H[Πn](T )− ~hT ),

grad ξn+1 = grad ξn + βn(gradϕ[Πn](T )− gradϕT ).

Итеративная двойственная регуляризация

γ1 = {~d1, grad ξ1} ∈ H,

Πn = Πδn(γn) = {−1

2
~H∗δn [γn](0),−1

2
gradϕ∗δn [γn](0), 2π ~E∗δn [γn]},

~dn+1 = (1− 2βnαn)~dn + βn( ~Hδn [Πn](T )− ~hδnT ),

grad ξn+1 = (1− 2βnαn) grad ξn + βn(gradϕδn [Πn](T )− gradϕδnT ).
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Спасибо за внимание!


