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Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ÿçûêè

L = {f n11 , . . . , f nkk }, ni ∈ ω � ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê.

Åñëè ni = 0, òî fi � ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà.

Åñëè ni > 0, òî fi � ni -ìåñòíàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà.

Prop = {Q0,Q1, . . .} � ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ.

p, q, r , . . . (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè) ìåòàïåðåìåííûå íàä Prop.

Ìíîæåñòâî ôîðìóë FormL (FormL(Prop)) ÿçûêà L íàä Prop �
íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå
Prop ∪ {f n11 , . . . , f nkk , ( , ) , , } òàêîå, ÷òî:

1 åñëè ni = 0, òî fi ∈ FormL;

2 Prop ⊆ FormL;

3 åñëè ϕ1, . . . , ϕni ∈ FormL, òî fi (ϕ1, . . . , ϕni ) ∈ FormL.

ForL := 〈FormL; f1, . . . , fk〉 � àëãåáðà ôîðìóë ÿçûêà L íàä Prop.
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Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ÿçûêè

ForL � àáñîëþòíî ñâîáîäíàÿ àëãåáðà ÿçûêà L íàä Prop, ò.å.

ëþáîå îòîáðàæåíèå h : Prop→ |A|, ãäå A = 〈A, f A1 , . . . , f Ak 〉,
ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà

h̄ : ForL → A,

h̄(ϕ(p1, . . . , pn)) = ϕ(a1, . . . , an), åñëè h(pi ) = ai ∈ A.

Ýíäîìîðôèçì s : ForL → ForL íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé.

Åñëè ϕ(p1, . . . , pn) ∈ FormL è spi = ψi äëÿ i = 1, . . . , n, òî

sϕ = ϕ(ψ1, . . . , ψn).

ψ � (ïîäñòàíîâî÷íûé) ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû ϕ, åñëè ψ = sϕ
äëÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè s.

Ãîìîìîðôèçì s : ForL → A íàçûâàåòñÿ A-îöåíêîé.
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Òîæäåñòâà ÿçûêà L

L = {f n11 , . . . , f nkk },

EqL = (FormL)2 = {ϕ ≈ ψ | ϕ,ψ ∈ FormL.}

A = 〈A, f A1 , . . . , f Ak 〉, ϕ ≈ ψ ∈ EqL

A |= ϕ ≈ ψ ⇔ v(ϕ) = v(ψ) äëÿ ëþáîé A-îöåíêè v

Γ ∪ {ϕ ≈ ψ} ⊆ EqL

Γ |=A ϕ ≈ ψ ⇔ äëÿ ëþáîé A-îöåíêè v

((v(χ) = v(θ) äëÿ âñåõ χ ≈ θ ∈ Γ) ⇒ v(ϕ) = v(ψ) ).

Γ |=Eq ϕ ≈ ψ ⇔ (Γ |=A ϕ ≈ ψ äëÿ âñåõ A).
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Ñâîéñòâà ýêâàöèîíàëüíîãî ñëåäîâàíèÿ

Äëÿ ëþáûõ Γ,∆ ⊆ FormL è ϕ ∈ FormL âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1 Ðåôëåêñèâíîñòü: åñëè ϕ ≈ ψ ∈ Γ, òî Γ �Eq ϕ ≈ ψ.

2 Ìîíîòîííîñòü: åñëè Γ �Eq ϕ ≈ ψ è Γ ⊆ ∆, òî ∆ �Eq ϕ ≈ ψ.

3 Òðàíçèòèâíîñòü: åñëè Γ �Eq χ ≈ θ äëÿ ëþáîãî χ ≈ θ ∈ ∆ è
∆ �Eq ϕ ≈ ψ, òî Γ �Eq ϕ ≈ ψ.

4 Ñòðóêòóðíîñòü: Γ �Eq ϕ ≈ ψ âëå÷åò sΓ �Eq sϕ ≈ sψ äëÿ ëþáîé
ïîäñòàíîâêè s : FormL → FormL (sΓ = {sχ ≈ sθ | χ ≈ θ ∈ Γ}).

v(sϕ) = v ◦ s(ϕ)

äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâêè s è A-îöåíêè v .
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Ýêâàöèîíàëüíàÿ ëîãèêà

Àêñèîìû: ϕ ≈ ϕ.

Ïðàâèëà âûâîäà

(Sym)
ϕ ≈ ψ
ψ ≈ ϕ

(Tr)
ϕ ≈ ψ ψ ≈ χ

ϕ ≈ χ

(Con)
ϕ1 ≈ ψ1 . . . ϕn ≈ ψn

f (ϕ1, . . . , ϕn) ≈ f (ψ1, . . . , ψn)
, f n ∈ L

(Sub)
ϕ(p1, . . . , pm) ≈ ψ(p1, . . . , pm)

ϕ(χ1, . . . , χn) ≈ ψ(χ1, . . . , χn)

Γ `Eq ϕ ≈ ψ ⇔ ñóùåñòâóåò äåðåâî âûâîäà ñ êîðíåì ϕ ≈ ψ,
ëèñòüÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ àêñèîìû èëè òîæäåñòâà èç Γ.
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Ýêâàöèîíàëüíàÿ ëîãèêà

Òåîðåìà (G. Birkho�)

Ïóñòü Γ ∪ {ϕ ≈ ψ} ⊆ EqL. Òîãäà

Γ `Eq ϕ ≈ ψ ⇔ Γ |=Eq ϕ ≈ ψ

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒) Èíäóêöèÿ ïî ãëóáèíå äåðåâà âûâîäà.

⇐) Ïóñòü Γ 0Eq ϕ ≈ ψ. Ïîëàãàåì

Θ(Γ) = {(α, β) | Γ `Eq α ≈ β}.

Θ(Γ) � êîíãðóýíöèÿ íà ForL. Ïîëàãàåì

FΓ = ForL/Θ(Γ) = 〈FormL/Θ(Γ), f1, . . . , fk〉,

ãäå FormL/Θ(Γ) = {[ϕ]Θ(Γ) | ϕ ∈ FormL}

fi ([ψ1]Θ(Γ), . . . [ψni ]Θ(Γ)) = [fi (ψ1, . . . , ψni )]Θ(Γ), [α]Θ(Γ) = {β | (α, β) ∈ ΘΓ}
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Ýêâàöèîíàëüíàÿ ëîãèêà

Äîêàçàòåëüñòâî (çàâåðøåíèå).
Ïóñòü α(p1, . . . , pn) ≈ β(p1, . . . , pn) ∈ Γ è v � FΓ-îöåíêà, ïðè÷åì
v(pi ) = [ψi ]. Òîãäà

vα = [α(ψ1, . . . , ψn)] è vβ = [β(ψ1, . . . , ψn)]

Ïî ïðàâèëó (Sub) çàêëþ÷àåì

Γ `Eq α(ψ1, . . . , ψn) ≈ β(ψ1, . . . , ψn),

ò.å. (α(ψ1, . . . , ψn), β(ψ1, . . . , ψn)) ∈ Θ(Γ), îòêóäà vα = vβ.

Ïóñòü v0(p) = [p] äëÿ âñåõ p ∈ Prop. Òîãäà v0ϕ = [ϕ] è v0ψ = [ψ].
Γ 0Eq ϕ ≈ ψ âëå÷åò v0ϕ 6= v0ψ.

Òàêèì îáðàçîì,
FΓ |=Eq Γ è FΓ 6|=Eq ϕ ≈ ψ.

�
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Îïåðàòîðû çàìûêàíèÿ è îòíîøåíèÿ çàìûêàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð çàìûêàíèÿ íà ìíîæåñòâå A � ýòî ôóíêöèÿ
C : P(A)→ P(A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì äëÿ
ëþáûõ X ,Y ⊆ A

(I) Identity: X ⊆ C (X );

(M) Monotonicity: åñëè X ⊆ Y , òî C (X ) ⊆ C (Y );

(C) Cut, transitivity: C (X ) = CC (X ).

Îïðåäåëåíèå

Îòíîøåíèå çàìûêàíèÿ íà ìíîæåñòâå A � ýòî îòíîøåíèå
`⊆ P(A)× A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì äëÿ ëþáûõ
X ,Y ⊆ A

(I) åñëè a ∈ X , òî X ` a;

(M) åñëè X ` a è X ⊆ Y , òî Y ` a;

(C) åñëè X ` a è Y ` b äëÿ âñåõ b ∈ X , òî Y ` a.

Ñ.Ï. Îäèíöîâ Ëåêöèÿ 1



Îïåðàòîðû çàìûêàíèÿ è îòíîøåíèÿ çàìûêàíèÿ

Åñëè C : P(A)→ P(A) � îïåðàòîð çàìûêàíèÿ, òî `C �
îòíîøåíèå çàìûêàíèÿ íà A, ãäå

X `C a := a ∈ C (X ).

Åñëè `⊆ P(A)× A � îòíîøåíèå çàìûêàíèÿ, òî C` � îïåðàòîð
çàìûêàíèÿ íà A, ãäå

C (X ) := {a | X ` a.}

C = C`C è ` = `C`

Ñ.Ï. Îäèíöîâ Ëåêöèÿ 1



Ñëåäîâàíèå ïî Òàðñêîìó

Îòíîøåíèå çàìûêàíèÿ íà ìíîæåñòâå ôîðìóë
` ⊆ 2FormL × FormL íàçûâàåòñÿ ñëåäîâàíèåì ïî Òàðñêîìó

Ñëåäîâàíèå ïî Òàðñêîìó ` íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíûì, åñëè Γ ` ϕ
âëå÷åò sΓ ` sϕ äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè s : FormL → FormL

(sΓ = {sψ | ψ ∈ Γ}).

Ñëåäîâàíèå ïî Òàðñêîìó ` íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì(ôèíèòíûì),
åñëè Γ ` ϕ âëå÷åò ∆ ` ϕ äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ∆ ⊆ Γ.
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Ëîãèêè, òåîðèè, òåîðåìû

L = 〈L,`L〉 � ëîãèêà, åñëè L � ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê, à `L
� ñòðóêòóðíîå ñëåäîâàíèå ïî Òàðñêîìó íàä L.
`L � îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ ëîãèêè L. CnL � ñîîòâåòñòâóþùèé
îïåðàòîð çàìûêàíèÿ.

Äëÿ ëîãèêè L = 〈L,`L〉 ïîëàãàåì
Thm(L) = {ϕ | ∅ `L ϕ} = CnL(∅)

Thm(L) � ìíîæåñòâî òåîðåì ëîãèêè L

sThm(L) ⊆ Thm(L) äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè s

Γ � L-òåîðèÿ, åñëè CnL(Γ) = Γ.
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Îáîçíà÷åíèÿ

→∈ L

ϕ↔ ψ � ñîêðàùåííàÿ çàïèñü ïàðû ôîðìóë ϕ→ ψ è ψ → ϕ.

ϕ↔ψ
χ � ñîêðàùåííàÿ çàïèñü äëÿ äâóõ-ïîñûëî÷íîãî ïðàâèëà

ϕ→ ψ ψ → ϕ

χ
,

χ1 ... χn

ϕ↔ψ � ñîêðàùåííàÿ çàïèñü äâóõ ïðàâèë

χ1 . . . χn

ϕ→ ψ
è

χ1 . . . χn

ψ → ϕ
.

Åñëè ∧ ∈ L, òî ϕ↔ ψ ìîæíî ïîíèìàòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

ϕ↔ ψ := (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ).
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Äîïóñòèìûå è ïðîèçâîäíûå ïðàâèëà

Ðàññìîòðèì ëîãèêó L è ïðàâèëî

φ1, . . . , φn
ψ

(R)

(R) äîïóñòèìî â ëîãèêå L, åñëè äëÿ ëþáûõ ξ1, . . . , ξn è χ, òàêèõ
÷òî χ ïîëó÷àåòñÿ èç ξ1, . . . , ξn ïî ïðàâèëó (R), ò.å. äëÿ
íåêîòîðîé ïîñòàíîâêè s

ξ1 = sφ1, . . . , ξn = sφn è χ = sψ,

{ξ1, . . . , ξn} ⊂ L âëå÷�åò χ ∈ L;

(R) � ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî ëîãèêè L, åñëè {φ1, . . . , φn} `L ψ.
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Äîïóñòèìûå è ïðîèçâîäíûå ïðàâèëà

1 Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî ëîãèêè L áóäåò
äîïóñòèìî â L.

2 Ïðàâèëî (?) ïîäñòàíîâêè

(Sub)
ϕ(p1, . . . , pn)

ϕ(ψ1, . . . , ψn)

äîïóñòèìî â L ââèäó sThm(L) ⊆ Thm(L).
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Äîïóñòèìûå è ïðîèçâîäíûå ïðàâèëà

n-êðàòíîå ïðàâèëî (?) çàìåíû:

p1 ↔ q1, . . . , pn ↔ qn
χ (p1, . . . , pn)↔ χ (q1, . . . , qn)

Êðàòíîå ïðàâèëî çàìåíû äîïóñòèìî (ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì) â
ëîãèêå L, åñëè ëþáîå n-êðàòíîå ïðàâèëî çàìåíû äîïóñòèìî
(ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì) â L.

ýêâèâàëåíòíîñòü òðàíçèòèâíà â L, åñëè ïðàâèëî

p ↔ q q ↔ r

p ↔ r

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì â L.
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Ëîãè÷åñêèå ìàòðèöû äëÿ ÿçûêà L

L = {f n11 , . . . , f nkk }, A = 〈A, f A1 , . . . , f Ak 〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà.

Ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà � ýòî ïàðà M = 〈A,DM〉, ãäå DM ⊆ A �
ìíîæåñòâî âûäåëåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû M.

Taut(M) = {ϕ | v(ϕ) ∈ DM äëÿ ëþáîé A-îöåíêè v} �
ìíîæåñòâî òàâòîëîãèé ìàòðèöû M.

sTaut(M) ⊆ Taut(M) äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè s.
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Ëîãè÷åñêèå ìàòðèöû è ñëåäîâàíèå

M = 〈A,DM〉 � ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà ÿçûêà L.

Γ |=M ϕ ⇔ (v(Γ) ⊆ DM ⇒ v(ϕ) ∈ DM) äëÿ ëþáîé A-îöåíêè v

(v(Γ) = {v(ψ) | ψ ∈ Γ})

Ïóñòü K � êëàññ ìàòðèö.

Γ |=K ϕ ⇔ (Γ |=M ϕ äëÿ âñåõ M ∈ K).

|=M � ñòðóêòóðíîå ñëåäîâàíèå ïî Òàðñêîìó.

M íîðìàëüíà, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ |A|

a, a→ b ∈ DM ⇒ b ∈ DM.

Åñëè M íîðìàëüíà, òî ïðàâèëî

(MP)
p p → q

q

äîïóñòèìî â Taut(M).
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Ìàòðèöà äëÿ CL

2 = 〈{0, 1},∨,∧,→,¬〉 ãäå

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

,
∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

,
→ 0 1
0 1 1
1 0 1

,
¬
0 1
1 0

.

2C = 〈2, {1}〉

Taut(2C ) � ìíîæåñòâî êëàññè÷åñêèõ òàâòîëîãèé

|=2C = `CL
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Ëîãè÷åñêèå ìàòðèöû è íåçàâèñèìîñòü àêñèîì

Íåçàâèñèìàÿ àêñèîìàòèêà Pλ [A. Church 1956] äëÿ êëàññè÷åñêîé
ëîãèêè â ÿçûêå {→,⊥}
Ax1 ((p → q)→ r)→ ((r → p)→ (s → p))
Ax2 ⊥ → p

3λ = 〈{0, 1
2
, 1},→,⊥, {1}〉, ãäå ⊥ = 0 è

→ 1 1
2

0

1 1 1
2

0
1
2

1 1 1
2

0 1 1 1

x → y = min{1, 1− x + y}

Ax2 ∈ Taut(3λ), Ax1 6∈ Taut(3λ)

v(p) = v(r) =
1

2
, v(q) = 0, v(s) = 1, v(Ax1) =

1

2

Åñëè ϕ,ϕ→ ψ ∈ Taut(3λ), òî ψ ∈ Taut(3λ).
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Ëîãèêè è ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Ëîãèêà L ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ èìïëèêàòèâíîé åñëè →∈ L è
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

IL1 p → p ∈ Thm(L)

IL2 {p → q, q → r} `L p → q

(ýêâèâàëåíòíîñòü òðàíçèòèâíà â L)

IL3 {p1 ↔ q1, . . . , pn ↔ qn} `L f (p1, . . . , pn)→ f (q1, . . . , qn) äëÿ
êàæäîé f n ∈ L

(êðàòíîå ïðàâèëî çàìåíû ïðîèçâîäíî â L)

IL4 {p, p → q} `L q

(modus ponens ïðîèçâîäíî â L)

IL5 {p} `L q → p
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Ëîãèêè è ìàòðèöû

Òåîðåìà

Ïóñòü L = 〈L,`L〉 � èìïëèêàòèâíàÿ ëîãèêà. Òîãäà
Thm(L) = Taut(M) äëÿ íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ìàòðèöû M.a

aÅñëè Thm(L) = Taut(M), òî M � (ñëàáàÿ) xapaêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà
ëîãèêè L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì îòíîøåíèå ≡L íà FormL:

ϕ ≡L ψ ⇔ ϕ↔ ψ ∈ Thm(L)

≡L ðåôëåêñèâíî ââèäó p → p ∈ Thm(L);

≡L ñèììåòðè÷íî ïî îïðåäåëåíèþ;

≡L òðàíçèòèâíî, òàê òàê ýêâèâàëåíòíîñòü òðàíçèòèâíà â L.

Òàêèì îáðàçîì, ≡L � ýêâèâàëåíòíîñòü íà FormL.

Áîëåå òîãî, ≡L � êîíãðóýíöèÿ íà FormL, ââèäó ïðîèçâîäíîñòè
êðàòíîãî ïðàâèëà çàìåíû.
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Ëîãèêè è ìàòðèöû

Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå). Ïîëàãàåì AL = ForL/≡L , ò.å.

|AL| = {[ϕ]L | ϕ ∈ FormL}, [ϕ]L = {ψ | ψ ≡L ϕ};
f ([ψ1]L, . . . , [ψn]L) = [f (ψ1, . . . , ψn)]L, f n ∈ L.

Ïîëàãàåì ML = 〈AL, {1L}〉, ãäå 1L = [ϕ0]L äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ϕ0 ∈ Thm(L). Òîãäà ML íîðìàëüíà ââèäó äîïóñòèìîñòè (ÌÐ) è

1L = Thm(L).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ψ ∈ Thm(L), òî ââèäó

ψ `L ϕ0 → ψ, ϕ0 `L ψ → ϕ0

ïîëó÷àåì ϕ0 ↔ ψ ∈ Thm(L).

Åñëè v(p1) = [ψ1]L, . . . , v(pn) = [ψn]L, òî

v(ϕ(p1, . . . , pn)) = [ϕ(ψ1, . . . , ψn)]L.

Ïîýòîìó ϕ ∈ Thm(L) âëå÷åò ϕ ∈ Taut(ML).

Åñëè ϕ 6∈ Thm(L) è v(pi ) = [pi ]L, òî v(ϕ) = [ϕ]L 6= 1L. Òàêèì
îáðàçîì,

Thm(L) = Taut(ML).

�
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Àëãåáðàèçóåìûå ëîãèêè

ρ : EqL → P(FormL) � ïðåîáðàçîâàòåëü òîæäåñòâ.

τ : FormL → P(EqL) � ïðåîáðàçîâàòåëü ôîðìóë.

Ïðåîáðàçîâàòåëü ñòðóêòóðíûé, åñëè îí êîììóòèðóåò ñ
ïîäñòàíîâêàìè.

Ïóñòü ρ ñòðóêòóðíûé. Ïîëàãàåì ∆(p, q) := ρ(p ≈ q). Òîãäà
ρ(ε ≈ δ) = ∆(ε, δ):

ρ(ε ≈ δ) = ρ(sp ≈ sq) = sρ(p ≈ q) = ∆(sp, sq) = ∆(ε, δ),

ãäå sp = ε è sq = δ.

∆(p, q) � ôîðìóëû ýêâèâàëåíòíîñòè

Ïóñòü τ ñòðóêòóðíûé. Ïîëàãàåì E (p) := τ(p). Òîãäà
τ(ϕ) = E (ϕ) äëÿ ëþáîé ϕ ∈ FormL.

E (p) � îïðåäåëÿþùèå òîæäåñòâà
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Àëãåáðàèçóåìûå ëîãèêè

Ëîãèêà L àëãåáðàèçóåìà [W. Blok, D. Pigozzi 1989], åñëè íàéäóòñÿ
êëàññ àëãåáð K è ñòðóêòóðíûå ïðåîáðàçîâàòåëè τ, ρ òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáûõ Γ ∪ {ϕ} ⊆ FormL and Θ ∪ {ε ≈ δ} ⊆ EqL:

ALG1 Γ `L ϕ ⇔ τ(Γ) |=K τ(ϕ);

ALG2 Θ |=K ε ≈ δ ⇔ ρ(Θ) `L ρ(ε ≈ δ);

ALG3 p a`L ρτ(p);

ALG4 p ≈ q =|=K τρ(p ≈ q).
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Àëãåáðàèçóåìûå ëîãèêè

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü L � ëîãèêà, K � êëàññ àëãåáð, τ è ρ � ñòðóêòóðíûå
ïðåîáðàçîâàòåëè ôîðìóë è òîæäåñòâ. Òîãäà L àëãåáðàèçóåìà
îòíîñèòåëüíî K ïîñðåäñòâîì τ è ρ, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ALG1 è ALG4, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ALG2
è ALG3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ALG1 è ALG4, òîãäà

ρ(Θ) `L ρ(ε = δ) ⇔[ALG1] τρ(Θ) |=K τρ(ε ≈ δ)

⇔[ALG4] Θ |=K ε ≈ δ,

ò.å. âûïîëíåíî ALG2.

Ñîãëàñíî ALG4 τp =|=K τρτp îòêóäà ïî ALG1

p a`L ρτ(p),

ò.å. óñëîâèå ALG3 òàêæå âûïîëíåíî.

Ïåðåõîä îò ALG2 è ALG3 ê óñëîâèÿì ALG1 è ALG4 àíàëîãè÷åí. �
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Àëãåáðàèçóåìûå ëîãèêè

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü L àëãåáðàèçóåìà c ôîðìóëàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ∆(p, q) è
îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè E (p). Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

(R) `L ∆(p, p)

(Sym) ∆(p, q) `L ∆(q, p)

(Tr) ∆(p, q),∆(q, r) `L ∆(p, r)

(Con)
⋃n

i=1 ∆(pi , qi ) `L ∆(f (p1, . . . , pn), f (q1, . . . , qn)) äëÿ f n ∈ L

(MP) p,∆(p, q) `L q

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (R) � ïåðåâîä àêñèîìû p ≈ p
ýêâàöèîíàëüíîé ëîãèêè. (Sym), (Tr) è (Con) � ïåðåâîäû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèë.
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Àëãåáðàèçóåìûå ëîãèêè

Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå). Óñëîâèå (MP) èìååò âèä
p, ρ(p ≈ q) `L q, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïî (ALG1)

τp, τρ(p ≈ q) |=K τp.

Èç τp = E (p) è (ALG4) ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå
ýêâèâàëåíòíî

E (p), p ≈ q |=K E (p),

÷òî äîêàçóåìî â ýêâàöèîíàëüíîé ëîãèêå E (p), p ≈ q `Eq E (p).
�
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Âíóòðåííèé êðèòåðèé àëãåáðàèçóåìîñòè

Òåîðåìà

Êîìïàêòíàÿ ëîãèêà L àëãåáðàèçóåìà, åñëè è òîëüêî åñëè íàéäåòñÿ
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë ∆(p, q) è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàâåíñòâ
E (p) = {δi (p) ≈ εi (p)} òàêèå, ÷òî

(R) `L ∆(p, p)

(Sym) ∆(p, q) `L ∆(q, p)

(Tr) ∆(p, q),∆(q, r) `L ∆(p, r)

(Con)
⋃n

i=1 ∆(pi , qi ) `L ∆(f (p1, . . . , pn), f (q1, . . . , qn)) äëÿ f n ∈ L

(ALG3) p a`L {∆(δi (p), εi (p))}.
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Ìíîãîîáðàçèÿ è êâàçèìíîãîîáðàçèÿ

Îáîáùåííîå êâàçèòîæäåñòâî � ýòî âûðàæåíèå âèäà∧
Θ⇒ ε ≈ δ,

ãäå Θ ∪ {ε ≈ δ} ⊆ EqL∧
Θ⇒ ε ≈ δ � êâàçèòîæäåñòâî, åñëè Θ � êîíå÷íî.

A |=
∧

Θ⇒ ε ≈ δ ⇔ äëÿ ëþáîé A-îöåíêè

(vα = vβ äëÿ âñåõ α ≈ β ∈ Θ) ⇒ vε = vδ.

Êëàññ àëãåáð K íàçûâàåòñÿ (îáîáùåííûì) êâàçèìíîãîîáðàçèåì
åñëè îí àêñèîìàòèçèðóåì (îáîáùåííûìè) êâàçèòîæäåñòâàìè,
ò.å. ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî (îáîáùåííûõ) êâàçèòîæäåñòâ ∆
òàêîå, ÷òî

A ∈ K ⇔ A |= ∆.

Êëàññ àëãåáð K íàçûâàååòñÿ ìíîãîîáðàçèåì (ýêâàöèîíàëüíûì
êëàññîì) åñëè îí àêñèîìàòèçèðóåì òîæäåñòâàìè.
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Ìíîãîîáðàçèÿ è êâàçèìíîãîîáðàçèÿ

Ïóñòü K � êëàññ àëãåáð.

I(K) � êëàññ àëãåáð, èçîìîðôíûõ àëãåáðàì èç K;

H(K) � êëàññ ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ àëãåáð èç K;

S(K) � êëàññ ïîäàëãåáð àëãåáð èç K;

P(K) � êëàññ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé àëãåáð èç K;

Pu(K) � êëàññ óëüòðàïðîèçâåäåíèé àëãåáð èç K.

U(K) :=
{A | åñëè B ≤ A è B êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî ïîðîæäåíà, òî B ∈ K}.

Ae � îäíîýëåìåíòíàÿ àëãåáðà, |Ae | = {e}.
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Ìíîãîîáðàçèÿ è êâàçèìíîãîîáðàçèÿ

V(K) = HSP(K) � íàèìåíüøåå ìíîãîîáðàçèå, ñîäåðæàùåå
êëàññ K.

Åñëè K � ìíîãîîáðàçèå, òî K = Kfsi , ãäå Kfsi � êëàññ
êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ àëãåáð èç K.

Q(K) = ISPPu(K ∪ {Ae}) � íàèìåíüøåå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
ñîäåðæàùåå êëàññ K.

GQ(K) = UISP(K ∪ {Ae}) � íàèìåíüøåå îáîáùåííîå
êâàçèìíîãîîáðàçèå, ñîäåðæàùåå êëàññ K.
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Àëãåáðàèçóåìûå ëîãèêè

Òåîðåìà

Ïóñòü ëîãèêà L àëãåáðàèçóåìà îòíîñèòåëüíî êëàññà K c
îïðåäåëÿþùèìè òîæäåñòâàìè E (p) è ôîðìóëàìè ýêâèâàëåíòíîñòè
∆(p, q). Òîãäà L àëãåáðàèçóåìà îòíîñèòåëüíî êëàññà K′ c
îïðåäåëÿþùèìè òîæäåñòâàìè E ′(p) è ôîðìóëàìè ýêâèâàëåíòíîñòè
∆′(p, q), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1 |=K′ = |=K

2 ∆(p, q) a`L ∆′(p, q)

3 E (p) =|=K E ′(p)
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Àëãåáðàèçóåìûå ëîãèêè

Ñëåäñòâèå

Åñëè ëîãèêà L àëãåáðàèçóåìà îòíîñèòåëüíî êëàññà K, òî GQK �
íàèáîëüøèé êëàññ àëãåáð (è åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå
êâàçèìíîãîîáðàçèå), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî L àëãåáðàèçóåìà,
íåçàâèñèìî îò ïðåîáðàçîâàòåëåé.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü L � àëãåáðàèçóåìàÿ ëîãèêà. Ýêâèâàëåíòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñåìàíòèêà ëîãèêè L � ýòî íàèáîëüøèé êëàññ àëãåáð, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîãî L àëãåáðàèçóåìà.

Ñ.Ï. Îäèíöîâ Ëåêöèÿ 1



Àëãåáðàèçóåìûå ëîãèêè

Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà CL àëãåáðàèçóåìà [A. Tarski 1931].

Ýêâ. àëãåáðàè÷åñêàÿ ñåìàíòèêà � ìíîãîîáðàçèå BA áóëåâûõ
àëãåáð (îãðàíè÷åííûõ äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê ñ
äîïîëíåíèÿìè).

∆(p, q) = {p ↔ q}, E (p) = {p = >}
(ϕ↔ ψ := (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ)).

Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà Int àëãåáðàèçóåìà [T. Ogasawara 1936]
(CL = Int + {p ∨ ¬p}).
Ýêâ. àëãåáðàè÷åñêàÿ ñåìàíòèêà � ìíîãîîáðàçèå HA àëãåáð
Ãåéòèíãà (ïñåâäî-áóëåâûõ àëãåáð).

∆(p, q) = {p ↔ q}, E (p) = {p = >}
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Àëãåáðàèçóåìûå ëîãèêè

Èçáûòî÷íàÿ ëîãèêà Íåëüñîíà N3 àëãåáðàèçóåìà [H. Rasiowa
1958].

Ýêâ. àëãåáðàè÷åñêàÿ ñåìàíòèêà � ìíîãîîáðàçèå N-ðåøåòîê
(êâàçè-ïñåâäî-áóëåâûõ àëãåáð).

∆(p, q) = {p ⇔ q}, E (p) = {p = >}
(ϕ⇔ ψ := (ϕ↔ ψ) ∧ (∼ϕ↔ ∼ψ) � ñèëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
[A. Ìàðêîâ 1951]).

Ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâàÿ ëîãèêà Íåëüñîíà N4 àëãåáðàèçóåìà
[S. Odintsov 2003] (N3 = N4 + {∼p → (p → q)}).
Ýêâ. àëãåáðàè÷åñêàÿ ñåìàíòèêà � ìíîãîîáðàçèå N4-ðåøåòîê.

∆(p, q) = {p ⇔ q}, E (p) = {p = p → p}.
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