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Рассмотрим ветвящийся процесс с частицами двух полов, введенный D.
Daley в [1]. Для краткости будем называть его двуполым ветвящимся про-
цессом (ДВП). Пусть f(t, s) – двумерная производящая функция, L : N0 ×
N0 → N0, N0 = N∪{0}, – заданная функция, которую будем называть функ-
цией паросочетаний. ДВП N = (Nn, n ≥ 0) определяется как однородная
марковская цепь с переходными вероятностями, заданными соотношением

P (Nn+1 = j|Nn = i) = P(L(U, V ) = j),

где вектор (U, V ) имеет п.ф. f(s, t)i, s, t ∈ [0, 1]. При этом мы предполагаем,
что N0 = N .

Дадим более понятную физическую интерпретацию процесса. Пусть (Xn,i, Yn,i),
n ∈ N0, i ∈ N, – независимые одинаково распределенные (н.о.р.) случайные
векторы. Построим процесс следующим образом. Изначально в нем есть
N пар, j-я из которых дает (X1,j , Y1,j) потомков первого и второго пола.
Из полученных x частиц первого пола и y частиц второго пола образует-
ся L(x, y) пар, которые, в свою очередь, вновь дают потомков по тому же
закону и так далее. Отметим, что одна из наиболее естественных функций
L имеет вид L(x, y) = min(x, y), соответствующий ДВП мы будем называть
ДВП с идеальной верностью.

Будем называть ДВП с идеальной верностью докритическим, если A =
min(EX,EY ) < 1, критическим, если A = 1 и надкритическим, если A > 1.
Отдельно выделим дважды критический случай, когда EX = EY = 1.

Теорема. Пусть {Nn} – ДВП с идеальной верностью с N0 = N , TN –
время до вырождения процесса.

1. Пусть процесс докритический, EX1+δ < +∞, EY 1+δ < +∞ при неко-
тором δ > 0. Тогда

TN − lnN = OP (1), N → ∞,

то есть
lim sup
x→∞

lim sup
N→∞

P(|TN − lnN | > x) = 0.

2. Пусть процесс дважды критический, EX2+δ < +∞, EY 2+δ < +∞
при некотором δ > 0. Тогда

TN

N

P→ 2

µ
, N → ∞, µ =

√
σ2
1 + σ2

2 − 2ρ√
2π

,

где σ2
1, σ2

2 – дисперсии X и Y соответственно, а ρ = cov(X,Y ).
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3. Пусть процесс дважды критический, EX5/2+δ < +∞, EY 5/2+δ <
+∞ при некотором δ > 0. Тогда

TN − 2N/µ√
N

d→ Z ∼ N (0, σ̂2), N → ∞, σ̂2 =
1

πµ3
((σ2

1+σ2
2)(π−1)+2ρ).

Первый результат теоремы принадлежит студенту МГУ М.Р. Абдюшеву,
второй – студентке МГУ А.Ю. Маркиной (оба получены под руководством
автора), а третий – автору.

Аналогичные результаты можно получить и для процесса в случайной
среде. Рассмотрим ветвящийся процесс с частицами двух полов, введенный
S. Ma в [2]. Для краткости будем называть его двуполым ветвящимся про-
цессом в случайной среде (ДВПСС).

Пусть f(t, s; y) – двумерная производящая функция (по первым двум
переменным) c параметром y, L : N0×N0×R → N0 – заданная функция, ко-
торую будем называть функцией паросочетаний. ДВПСС N = (Nn, n ≥ 0)
определяется как однородная марковская цепь с переходными вероятностя-
ми, заданными соотношением

P (Nn+1 = j|Nn = i,η) = P(L(U, V, ηn+1) = j|η),

где вектор (U, V ) при условии η имеет п.ф. f(s, t; ηn+1)
i, s, t ∈ [0, 1]. При

этом мы предполагаем, что N0 = N .
Опять же естественная интерпретация предлагает рассматривать (Xn,i, Yn,i)

– количества потомков одной пары первого и второго пола и полагать

Nn+1 = L

(
Nn∑
i=1

Xn+1,i,

Nn∑
i=1

Yn+1,i, ηn+1

)
.

Случайные векторы (Xn,i, Yn,i) при фиксации среды предполагаются неза-
висимыми и имеющими распределение f(s, t; ηn).

Назовем функцию паросочетаний L(x, y; z) почти липшицевой, если най-
дется липшицева функция g : R+ × R+ × R → R+, обладающая свойством
g(x, cy, z) = cg(x, y, z), для которой при всех x, y, z

|L(x, y, z)− g(x, y, z)| ≤ c(|x|1−δ + |y|1−δ)

при некоторых положительных c и δ ∈ (0, 1).
Рассмотрим ДВПСС {Nn} с почти липшицевой функцией паросочета-

ний L. Введем случайные величины

ξi = ln g(Eηi
Xi,1,EYi,1, ηi)

и назовем Sn =
∑n

i=1 ξi, n ≥ 0, случайным блужданием, сопровождающим
ДВПСС {Nn}. Будем называть процесс докритическим при Eξ1 < 0, кри-
тическим при Eξ1 = 0 и надкритическим при Eξ1 > 0.

Теорема. Пусть {Nn} – ДВПСС с N0 = N , TN – время до вырождения
процесса.
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1. Пусть ДВПСС докритический, причем EX1+δ
1,1 < +∞, EY 1+δ

1,1 < +∞
при некотором положительном δ. Тогда

TN − lnNEξ1 = OP (1), N → ∞.

2. Пусть ДВПСС критический, причем EX2
1,1 < +∞, EY 2

1,1 < +∞. То-
гда

TN

ln2 N

d→ Z, N → ∞,

где Z имеет отрицательное гамма-распределение с параметром фор-
мы 1/2 и параметром масштаба (2σ2)−1, где σ2 = Eξ21 .

Первая часть настоящей теоремы получена автором, вторая – аспиран-
том А.П. Жияновым под руководством автора.
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