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Конфликтно-управляемая динамическая система

Уравнение движения

ẋ(t) = f
(

t, x(t), u(t), v(t)
)

, t0 ≤ t ≤ ϑ

x(t) ∈ R
n — вектор состояния

u(t) ∈ P ⊂ R
p — полезное управление

v(t) ∈ Q ⊂ R
q — неконтролируемая помеха (противодействие)

Начальное условие

x(t0) = x0 ∈ D ⊂ R
n

Допустимые реализации u и v — измеримые функции

u[t0[·]ϑ) =
{

u(t) ∈ P, t0 ≤ t < ϑ
}

v[t0[·]ϑ) =
{

v(t) ∈ Q, t0 ≤ t < ϑ
}

⇓

Реализация движения — абсолютно непрерывная функция

x[t0[·]ϑ] =
{

x(t) ∈ R
n, t0 ≤ t ≤ ϑ

}



Условия на правую часть системы

F1: Непрерывность отображения

[t0, ϑ]× R
n × P ×Q 3 (t, x, u, v) 7→ f(t, x, u, v) ∈ R

n

F2: Подлинейный рост
∥

∥f(t, x, u, v)
∥

∥ ≤ c
(

1 + ‖x‖
)

, c = const > 0

F3: Локальная липшицевость

Для любого ограниченного множества D ∈ R
n существует

константа λ = λ(D) > 0:

∥

∥f(t, x, u, v)− f(t, y, u, v)
∥

∥ ≤ λ‖x− y‖, x, y ∈ D



Оптимизируемый показатель качества

x

t0 ϑ t

x[t0[·]ϑ]

γ = µ
(

x[t0[·]ϑ]
)

+

ϑ
∫

t0

h
(

t, x(t), u(t), v(t)
)

dt −→ min
u

max
v



Оптимизируемый показатель качества

x

t0 ϑ t

x[t0[·]ϑ]

g

γ = µ
(

x[t0[·]ϑ]
)

+

ϑ
∫

t0

h
(

t, x(t), u(t), v(t)
)

dt −→ min
u

max
v

Терминальный случай:

µ
(

x[t0[·]ϑ]
)

= µ
(

x(ϑ)
)



Оптимизируемый показатель качества

x

t0 ϑ1 . . . ϑi ϑi+1 . . . ϑ = ϑN t

x[t0[·]ϑ]

g = gN
g1

gi
gi+1

γ = µ
(

x[t0[·]ϑ]
)

+

ϑ
∫

t0

h
(

t, x(t), u(t), v(t)
)

dt −→ min
u

max
v

Терминальный случай:

µ
(

x[t0[·]ϑ]
)

= µ
(

x(ϑ)
)

Нетерминальный случай:

µ
(

x[t0[·]ϑ]
)

= µ
(

x(ϑ1), x(ϑ2), . . . , x(ϑN )
)



Условия на показатель качества

G1: Непрерывность отображений

C
(

[t0, ϑ],R
n
)

3 x(·) 7→ µ
(

x(·)
)

∈ R

[t0, ϑ]× R
n × P ×Q 3 (t, x, u, v) 7→ h(t, x, u, v) ∈ R

G2: Подлинейный рост
∣

∣h(t, x, u, v)
∣

∣ ≤ c
(

1 + ‖x‖
)

, c = const > 0

G3: Локальная липшицевость

Для любого ограниченного множества D ∈ R
n существует

константа λ = λ(D) > 0:

∣

∣h(t, x, u, v)− h(t, y, u, v)
∣

∣ ≤ λ‖x− y‖, x, y ∈ D



Характерные особенности

Принципиальна обратная связь

ẋ = u− v, 0 ≤ t ≤ 1, x ∈ R, |u| ≤ 1, |v| ≤ 1

x(0) = 0, γ = |x(1)| −→ min
u

max
v

Оптимальная гарантия в классе программных управлений = 1

Оптимальная гарантия в классе позиционных стратегий = 0

Нелинейность, разрывность оптимальных стратегий

Оптимальная стратегия u0 = −sign(x)

Целесообразность использования стратегий с памятью

ẋ = u, 0 ≤ t ≤ 3, x ∈ R, |u| ≤ 1, γ = |x(3)− x(1)| −→ min
u

−1

0

1

x

1 2 3 t



Ñõåìà óïðàâëåíèÿ: äîïóñòèìûé çàêîí óïðàâëåíèÿ
{
U,∆δ

}
Ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ñ ïàìÿòüþ: U = U

(
t, x[t0[·]t]

)
∈ P

Ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà óïðàâëåíèÿ [t0, ϑ]:

∆δ =
{
τi : τ1 = t0, 0 < τi+1 − τi ≤ δ, i = 1, . . . , k, τk+1 = ϑ

}
⇓

u(t) = U
(
τi, x[t0[·]τi]

)
, τi ≤ t < τi+1, i = 1, . . . , k



Ôîðìàëèçàöèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ãàðàíòèè

Äîïóñòèìûé çàêîí óïðàâëåíèÿ
{
U,∆δ

}
Ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ñ ïàìÿòüþ: U = U

(
t, x[t0[·]t]

)
∈ P

Ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà óïðàâëåíèÿ [t0, ϑ]:

∆δ =
{
τi : τ1 = t0, 0 < τi+1 − τi ≤ δ, i = 1, . . . , k, τk+1 = ϑ

}
⇓

u(t) = U
(
τi, x[t0[·]τi]

)
, τi ≤ t < τi+1, i = 1, . . . , k

x(τ1) = x(t0) = x0 ⇒ ⇓ ⇐ v[t0[·]ϑ)

Îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò óïðàâëåíèÿ

Γ0 = inf
U

lim
δ↓0

sup
∆δ

sup
v[t0[·]ϑ)

γ

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ U0

Äëÿ ëþáîãî ζ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δζ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ
0 < δ ≤ δζ è ∆δ çàêîí óïðàâëåíèÿ

{
U0,∆δ

}
ãàðàíòèðóåò

íåðàâåíñòâî
γ ≤ Γ0 + ζ



Позиционный показатель качества

x

t0 t∗ t∗ ϑ t

x[t0[·]ϑ]

x[t∗[·]ϑ]

x[t∗[·]t
∗] x[t∗[·]ϑ]

γ = µ
(

x[t0[·]ϑ]
)

µ
(

x[t∗[·]ϑ]
)

= σ
(

x[t∗[·]t
∗], β

)

, β = µ
(

x[t∗[·]ϑ]
)

, t0 ≤ t∗ < t∗ ≤ ϑ

функционал σ
(

x[t∗[·]t
∗], β

)

непрерывен и не убывает по β

⇓

U0 = U0
(

t, x(t), ε
)

Примеры позиционных показателей

µ1 =
N
∑

i=1

‖x(ϑi)‖, µ2 = max
t06t6ϑ

‖x(t)‖



Линейно-выпуклый случай: терминальный показатель

Уравнение движения

ẋ(t) = A(t)x(t) + f
(

t, u(t), v(t)
)

, t0 ≤ t ≤ ϑ, x(t0) = x0

x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ P ∈ R

p, v(t) ∈ Q ∈ R
q

Показатель качества

γ = µ
(

x(ϑ)
)

→ min
u

max
v
, µ(·) – норма

Метод выпуклых сверху (вогнутых) оболочек

G =
{

m ∈ R
n : µ∗(m) ≤ 1

}

∆δ =
{

τi : τ1 = t0, 0 < τi+1 − τi ≤ δ, i = 1, . . . , k, τk+1 = ϑ
}

∆ψj(m) =
τj+1
∫

τj

min
u∈P

max
v∈Q

〈

m,X(ϑ, t)f(t, u, v)
〉

dt, m ∈ G

ϕk+1(m) = 0, ϕj(m) =
{

∆ψj(m) + ϕj+1(m)
}∗

G
, j = k, k − 1, . . . , 1



Линейно-выпуклый случай: терминальный показатель

Оптимальный гарантированный результат

Γ0 ≈ max
m∈G

[

〈m,X(ϑ, t0)x0〉+ ϕ1(m)
]

Оптимальный закон управления

u0(t) = U0
(

τj , x(τj), ε
)

, τj ≤ t < τj+1, j = 1, . . . , k

U0
(

τj , x(τj), ε
)

= argmin
u∈P

[

max
v∈Q

〈

s0j , f(τj , u, v)
〉

]

s0j =
XT (ϑ, τj)m0

√

1 + ‖XT (ϑ, τj)m0‖2
ε(τj), ε(τj) = e(τj−t0)λ

√

ε+ (τj − t0)ε

m0 ∈ argmax
m∈G

[

〈

m,X(ϑ, τj)x(τj)
〉

+ϕj(m)−ε(τj)
√

1 + ‖XT (ϑ, τj)m‖2
]



Линейно-выпуклый случай: нетерминальный показатель

Уравнение движения

ẋ(t) = A(t)x(t) + f
(

t, u(t), v(t)
)

, t0 ≤ t ≤ ϑ, x(t0) = x0

x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ P ∈ R

p, v(t) ∈ Q ∈ R
q

Показатель качества

γ = µ
(

D1

(

x(ϑ1)− g1
)

, . . . , DN

(

x(ϑN )− gN
)

)

→ min
u

max
v

ϑi – моменты времени оценки качества движения

t0 ≤ ϑ1, ϑi < ϑi+1, i = 1, . . . , N − 1, ϑN = ϑ

Di – постоянные di × n-матрицы, i = 1, . . . , N

gi, i = 1, . . . , N, – целевые векторы

µ(·) – норма



Линейно-выпуклый случай: нетерминальный показатель

Достаточный информационный образ истории движения

x[t0[·]t] ⇒ W (t) =
(

w1(t), w2(t), . . . , wN (t)
)

∈ R
d1 ×R

d2 × . . .×R
dN :

wi(t) =







Di

(

X(ϑi, t)x(t)− gi
)

, если t < ϑi

Di

(

x(ϑi)− gi
)

, если t ≥ ϑi

⇓

Уравнение движения

Ẇ (t) = F
(

t, u(t), v(t)
)

, t0 ≤ t ≤ ϑ, u(t) ∈ P ∈ R
p, v(t) ∈ Q ∈ R

q

Показатель качества

γ = µ
(

w1(ϑ), w2(ϑ), . . . , wN (ϑ)
)

= µ
(

W (ϑ)
)

→ min
u

max
v



Пример 1: Конфликтно-управляемая динамическая система

Уравнение движения

ẋ1(t) = x2(t)− 0.8u1(t− 1),

ẋ2(t) = −x1(t)− 0.1x2(t) + y1(t) + 0.8 v1(t),

ẋ3(t) = x4(t),

ẋ4(t) = −1.5x3(t)− 0.1x4(t) + y2(t) + v2(t),

ẏ1(t) = y2(t)− 2u2(t− 1),

ẏ2(t) = 2u1(t) + u2(t) + v3(t)

0 ≤ t ≤ 10

Начальные условия

x1(0) = 0, x2(0) = 1, x3(0) = 0, x4(0) = 0.5, y1(0) = 0, y2(0) = 0

u1(τ) = cos(πτ), u2(τ) = sin(πτ), τ ∈ [−1, 0)



Пример 1: Оптимизируемый показатель качества

γ =
(
x22(1) + x24(1) + x21(2) + x23(2)

+x22(3) + x24(3) + x21(4) + x23(4)

+x21(5) + x22(5) + x23(5) + x24(5)

+x22(6) + x24(6) + x21(7) + x23(7)

+x22(8) + x24(8) + x21(9) + x23(9)

+x21(10) + x22(10) + x23(10) + x24(10)
)1/2

+
10∫
0

(
0.5u21(t) + u22(t)

)
dt−

10∫
0

(
v21(t) + 0.5 v22(t) + v23(t)

)
dt



Пример 1: оптимальное управление — контр-оптимальная помеха

Оптимальный гарантированный результат управления

Γ0 ≈ 2.673

Реализовавшееся значение показателя качества

γ ≈ 2.672 ≈ Γ0



Пример 1: оптимальное управление — нулевая помеха

Реализовавшееся значение показателя качества

γ ≈ 2.121 < Γ0



Линейно-выпуклый случай: позиционный показатель
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Пример 2

Уравнение движения

ẍ1 = −0.1 ẋ1 + u1 cos v − u2 sin v

ẍ2 = −0.1 ẋ2 + u1 sin v + u2 cos v

t0 = 0 ≤ t < ϑ = 2, x = (x1, x2) ∈ R
2

u = (u1, u2) ∈ P ⊂ R
2, v ∈ Q ⊂ R

−3

3

x2, u2

−3 3

x1, u1

v

Ограничения на управление и помеху

P =
{

(0, 3), (3, 0), (0,−3), (−3, 0)
}

, Q =
{

v ∈ R : |v| ≤ 0.5
}

Начальное условие

x1(0) = 0, ẋ1(0) = −0.5, x2(0) = −0.5, ẋ2(0) = 1

Показатель качества

γ =

√

(

x1(1)− 0.5
)2

+
(

x2(1)− 0.5
)2

+ x2
1(2) + x2

2(2)



Пример 2: оптимальный гарантированный результат управления

x2

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

x1-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

t0

ϑ1 = 1

ϑ2 = 2

Γ0 ≈ 0.521



Пример 2: оптимальное управление без помехи

x2

-0.6

-0.4

-0.2

0
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0.4

x1-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

t0
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ϑ2 = 2
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Пример 2: оптимальное управление – нулевая реализация помехи

x2

-0.6

-0.4
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0
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0.4

x1-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

t0

ϑ1 = 1
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Q = {0}

opt− 0

Γ0 ≈ 0.521

γ = 0.132 � Γ0

γ = 0.483 < Γ0



Пример 2: оптимальное управление – контр-оптимальная помеха

x2

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

x1-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

t0

ϑ1 = 1
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Q = {0}

opt− 0

opt− opt

Γ0 ≈ 0.521

γ = 0.132 � Γ0

γ = 0.483 < Γ0

γ = 0.539 ≈ Γ0



Пример 2: оптимальное управление – «жадная» помеха

x2
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Пример 3.1

Уравнение движения

ẋ1 = x2, ẋ2 = 3u+ (t− 2)2 v

t0 = 0 ≤ t < ϑ = 4

x = (x1, x2) ∈ R
2

u ∈ P ⊂ R, v ∈ Q ⊂ R

3

4
u, v

0 2 4 t

Ограничения на управление и помеху

P =
{

u ∈ R : |u| ≤ 1
}

, Q =
{

v ∈ R
1 : |v| ≤ 1

}

Начальное условие

x1(0) = 0, x2(0) = 1

Показатель качества

γ =

√

(

x1(1)− 1
)2

+
(

x1(3) + 1
)2

+ x2
1(4) + x2

2(4)



Пример 3.1: оптимальный гарантированный результат управления
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Пример 3.1: оптимальное управление без помехи
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Пример 3.1: оптимальное управление – нулевая реализация помехи
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Пример 3.1: оптимальное управление – контр-оптимальная помеха

x2
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γ = 0.087 � Γ0
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γ = 0.720 ≈ Γ0



Пример 3.2

Уравнение движения

ẋ1(t) = x2(t), t0 = 0 ≤ t < ϑ = 4,

ẋ2(t) = 3u(t− τ) + (t− 2)2 v, τ = 0.25

x = (x1, x2) ∈ R
2, u ∈ P ⊂ R, v ∈ Q ⊂ R

Ограничения на управление и помеху

P =
{

u ∈ R : |u| ≤ 1
}

, Q =
{

v ∈ R
1 : |v| ≤ 1

}

Начальное условие

x1(0) = 0, x2(0) = 1

Показатель качества

γ =

√

(

x1(1)− 1
)2

+
(

x1(3) + 1
)2

+ x2
1(4) + x2

2(4)



Пример 3.2: оптимальный гарантированный результат управления
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Пример 3.2: оптимальное управление – контр-оптимальная помеха

x2

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x1-1 -0.5 0 0.5 1 1.5

t0

ϑ1 = 1ϑ2 = 3 ϑ3 = 4

opt− opt

Γ0 ≈ 1.639

γ = 1.569 ≈ Γ0



Пример 3.2: оптимальное управление – контр-оптимальная помеха
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Пример 3.2: оптимальное управление – нулевая реализация помехи
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Пример 4

Уравнение движения

ẋ = b(t)u+ c(t)v, 0 6 t < 2, x ∈ R, u ∈ R, v ∈ R

b(t) = 5 sin(3πt)(t− 1), c(t) = t/4

Ограничения на управление и помеху

|u(t)| 6 1, |v(t)| 6 1, 0 6 t < 2,
2
∫

0

|u(t)|dt 6 ρ0 = 1

Начальное условие

x(0) = −1

Показатель качества

γ =
√

|x(0.5)|2 + |x(1)− 1|2 + |x(1.5)|2 + |x(2) + 1|2



Пример 4: оптимальное управление – контр-оптимальная помеха

Оптимальный гарантированный результат управления

Γ0 ≈ 0.868
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|0.079|2 + |0.214− 1|2 + |0.165|2 + | − 0.684 + 1|2 ≈ 0.866 ≈ Γ0



Пример 4: оптимальное управление – случайная помеха

Оптимальный гарантированный результат управления

Γ0 ≈ 0.868
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Пример 4: «жадное» управление – контр-оптимальная помеха

Оптимальный гарантированный результат управления

Γ0 ≈ 0.868
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| − 0.006|2 + |0.440− 1|2 + |0.596|2 + |0.815 + 1|2 ≈ 1.990 > Γ0



Пример 5

Уравнение движения

ẋ1 = x2 + c(t)v, ẋ2 = −0.5x1 − 0.05x2 + b(t)u, 0 6 t < 2

x = (x1, x2) ∈ R
2, u ∈ R, v ∈ R

b(t) =

{

2 + 2 cos 2π(t− 0.5), t ∈ [0.5, 1.5],
4, иначе,

c(t) =

{

0.3, t ∈ [0.6, 1.4]
0.1, иначе

Ограничения на управление и помеху

‖u(t)‖ 6 1, ‖v(t)‖ 6 1, 0 6 t < 2,
2
∫

0

‖u(τ)‖dτ 6 ρ0 = 1

Начальное условие

x1(0) = 0.5, x2(0) = 0.1

Показатель качества

γ =
√

|x1(1)|2 + |x2(1)− 0.5|2 + |x1(2) + 0.5|2 + |x2(2)|2



Пример 5: оптимальное управление – контр-оптимальная помеха

Оптимальный гарантированный результат управления

Γ0 ≈ 0.702
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|0.235|2 + | − 0.093− 0.5|2 + | − 0.184 + 0.5|2 + | − 0.17|2 ≈ 0.73 ≈ Γ0



СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ !
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