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Òåîðèÿ Áëîõà

Ïîâåäåíèå ýëåêòðîíà â òâåðäîì òåëå, íàäåëåííîì êðèñòàëëè÷åñêîé

ðåøåòêîé Λ, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì,

èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî Λ. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè òàêîãî îïåðàòîðà

Øðåäèíãåðà, íàçûâàåìûå áëîõîâñêèìè, èìåþò âèä

ψ(x) = eik·xφ(x),

ãäå âåêòîð k ïðèíàäëåæèò äâîéñòâåííîìó ïðîñòðàíñòâó (Rd)′ è

íàçûâàåòñÿ êâàçèèìïóëüñîì, à φ � ãëàäêàÿ Λ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ðåøåòêå Λ â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå îòâå÷àåò äâîéñòâåííàÿ ðåøåòêà

Λ′, ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü êîòîðîé, ñîâïàäàþùàÿ ñ òîðîì Td,

íàçûâàåòñÿ çîíîé Áðèëëþýíà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Brd. Èñõîäíîìó

ãàìèëüòîíèàíó H îòâå÷àåò â òåðìèíàõ äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà

áëîõîâñêèé ãàìèëüòîíèàí Hk, çàâèñÿùèé îò êâàçèèìïóëüñà k.
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Îñíîâíîé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � ýòî áëîõîâñêîå ðàññëîåíèå H íàä çîíîé

Áðèëëþýíà Brd, ñëîÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

Hk, íà êîòîðûõ äåéñòâóåò áëîõîâñêèé ãàìèëüòîíèàí Hk.
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Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû

Â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè, ïðèíÿòîì â òåîðèè òâåðäîãî òåëà, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî n àêòèâíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ

óðîâíåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû,

îòâå÷àþùèå áëîõîâñêîìó ãàìèëüòîíèàíó Hk, ðàññìîòðèì åãî

àäèàáàòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ãàìèëüòîíèàíîâ,

íå çàòðàãèâàþùóþ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè è ïåðåâîäÿùóþ ãàìèëüòîíèàí Hk

â ãàìèëüòîíèàí H ′
k ñ äâóìÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ±1. Èíûìè

ñëîâàìè, ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå U : Brd → U(n)

òàêîå, ÷òî

U∗(k)H ′
kU(k) = diag

(
1p×p,−1(n−p)×(n−p)

)
,

ãäå ñïðàâà ñòîèò áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à p � ÷èñëî çàïîëíåííûõ

ýëåêòðîííûõ óðîâíåé. Ìàòðèöà U â ýòîì óðàâíåíèè îïðåäåëåíà òîëüêî ñ

òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà áëî÷íî-óíèòàðíóþ ìàòðèöó

diag
(
Up×p,U(n−p)×(n−p)

)
.
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Èíûìè ñëîâàìè, îíà çàäàåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç çîíû Áðèëëþýíà

Brd = Td â ãðàññìàíèàí

Grp,n = U(n)/U(p) × U(n− p).

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè î ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññàõ

íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé [Td,Grp,n], ìû ìîæåì ââåñòè òîïîëîãè÷åñêèå

èíâàðèàíòû òâåðäîãî òåëà, îòâå÷àþùèå ãàìèëüòîíèàíó H.
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Òîïîëîãè÷åñêèå äèýëåêòðèêè, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî

îáðàùåíèÿ âðåìåíè

Îòîáðàæåíèå îáðàùåíèÿ âðåìåíè çàäàåòñÿ àíòèóíèòàðíûì îïåðàòîðîì T ,

êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí −1. Â ýòîì ñëó÷àå áëîõîâñêîå ðàññëîåíèå íàä

çîíîé Áðèëëþýíà Brd ñòàíîâèòñÿ êâàòåðíèîííûì, åñëè íàäåëèòü Brd
åñòåñòâåííîé èíâîëþöèåé. Èñõîäíîìó ãàìèëüòîíèàíó H áóäåò îòâå÷àòü

îïåðàòîð H̃, äåéñòâóþùèé íà áëîõîâñêîì ðàññëîåíèè, êîòîðûé â

îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà è êâàäðàòè÷íîé ïîïðàâêè. Èíäåêñ

êîñîñèììåòè÷åñêîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Àòüè�Çèíãåðà, à

êâàäðàòè÷íàÿ ïîïðàâêà íà èíäåêñ íå âëèÿåò. Òåïåðü ìû ìîæåì

îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêèé èíäåêñ òîïîëîãè÷åñêîãî äèýëåêòðèêà êàê

ñóììó ëîêàëüíûõ èíäåêñîâ ïî âñåì íåïîäâèæíûì òî÷êàì èíâîëþöèè.
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Äðóãîå, òîïîëîãè÷åñêîå îïðåäåëåíèå èíäåêñà äèýëåêòðèêà äàåòñÿ â

òåðìèíàõ õàðàêòåðà ×åðíà áëîõîâñêîãî ðàññëîåíèÿ. Ñîâïàäåíèå äâóõ

îïðåäåëåíèé èíäåêñà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âàðèàíò òåîðåìû

Àòüè�Çèíãåðà îá èíäåêñå â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè.
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BB-ñîîòâåòñòâèå

Ïîñòðîåííûå èíâàðèàíòû òîïîëîãè÷åñêîãî äèýëåêòðèêà ìîæíî òàêæå

îïðåäåëèòü â òåðìèíàõ K-òåîðèè C∗-àëãåáð. Â ñâîþ î÷åðåäü, ãðàíèöà

äèýëåêòðèêà îáëàäàåò òîïîëîãè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè, êîòîðûå

îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ôðåäãîëüìîâîé K-òåîðèè. Îäíèì èç âàæíûõ

ñâîéñòâ òîïîëîãè÷åñêèõ äèýëåêòðèêîâ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ò.í.

BB-ñîîòâåòñòâèÿ (îò àíãëèéñêîãî bulk-boundary) ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè

èíâàðèàíòàìè òâåðäîãî òåëà è åãî ãðàíèöû. Àëãåáðû íàáëþäàåìûõ

òâåðäîãî òåëà è åãî ãðàíèöû ñâÿçàíû êîðîòêîé òî÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáð. Òîãäà BB-ñîîòâåòñòâèå

çàäàåòñÿ ãðàíè÷íûì îòîáðàæåíèåì â äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ãîìîìîðôèçìîâ K-ãðóïï.
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Ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû èçëàãàþòñÿ â ïðèâîäèìûõ íèæå ñòàòüÿõ, à

òàêæå â ñïåöèàëüíîì ëåêöèîííîì êóðñå, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ À.Ã.Ñåðãååâûì

â îñåííåì ñåìåñòðå 2023 ãîäà Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî öåíòðà ÌÈÀÍ.
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