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В прошлой серии...

ℒ𝐻,Γ,𝑓 (𝜌) ≡ −𝑖

[︂
1

2
a𝑇𝐻a+ 𝑓𝑇 a, 𝜌

]︂
+ a𝑇𝜌Γa− 1

2
{a𝑇Γ𝑇 a, 𝜌}.

С учётом упражнения:

ℒ*
𝐻,Γ,𝑓 (𝑋̂) = 𝑖

[︂
1

2
a𝑇𝐻a+ 𝑓𝑇 a, 𝑋̂

]︂
+ a𝑇 𝑋̂Γ𝑇 a− 1

2
{a𝑇Γ𝑇 a, 𝑋̂}.
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Динамика первых и вторых моментов

Лемма.

ℒ*
𝐻,Γ,𝑓 (a) = 𝐽

(︂
𝑖𝐻 +

Γ𝑇 − Γ

2

)︂
a+ 𝑖𝐽𝑓,

ℒ*
𝐻,Γ,𝑓

(︀
a a𝑇

)︀
= 𝐽

(︂
𝑖𝐻 +

Γ𝑇 − Γ

2

)︂
a a𝑇 + a a𝑇

(︂
−𝑖𝐻 +

Γ𝑇 − Γ

2

)︂
𝐽+

+𝐽Γ𝑇𝐽 + 𝑖𝐽𝑓 a𝑇 − 𝑖a 𝑓𝑇𝐽.
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Динамика первых и вторых моментов

Доказательство.
1) Пусть 𝑔 ∈ C2𝑛. Вычислим (с учётом другого упражнения)

𝑖

[︂
1

2
a𝑇𝐻a+ 𝑓𝑇 a, 𝑔𝑇 a

]︂
= 𝑔𝑇 (𝑖𝐽𝐻a+ 𝑖𝐽𝑓).

В силу ККС имеем

1

2

(︀
[a𝑇 , 𝑔𝑇 a]Γ𝑇 a+ a𝑇Γ𝑇 [𝑔𝑇 a, a]

)︀
=

= −1

2

(︀
𝑔𝑇 [a, a𝑇 ]Γ𝑇 a+ a𝑇Γ𝑇 [a, a𝑇 ]𝑔

)︀
=

=
1

2

(︀
𝑔𝑇𝐽Γ𝑇 a+ a𝑇Γ𝑇𝐽𝑔

)︀
= 𝑔𝑇𝐽

Γ𝑇 − Γ

2
a.

В силу произвольности 𝑔 приходим к первой формуле.
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Динамика первых и вторых моментов

2) Пусть 𝑔, ℎ ∈ C2𝑛. По правилу Лейбница для коммутатор
имеем:

𝑖

[︂
1

2
a𝑇𝐻a+ 𝑓𝑇 a, 𝑔𝑇 a a𝑇ℎ

]︂
= 𝑖

[︂
1

2
a𝑇𝐻a+ 𝑓𝑇 a, 𝑔𝑇 a

]︂
a𝑇ℎ+

+ 𝑖𝑔𝑇 a

[︂
1

2
a𝑇𝐻a+ 𝑓𝑇 a, a𝑇ℎ

]︂
=

= 𝑔𝑇 (𝑖𝐽𝐻a+ 𝑖𝐽𝑓) a𝑇ℎ+ 𝑔𝑇 a ℎ𝑇 (𝑖𝐽𝐻a+ 𝑖𝐽𝑓) =

= 𝑖𝑔𝑇 (𝐽𝐻a a𝑇 − a a𝑇𝐻𝐽 + 𝐽𝑓 a𝑇 − a 𝑓𝑇𝐽)ℎ.

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 2 Теретёнков Александр



Динамика первых и вторых моментов

Аналогично,
1

2

(︀
[a𝑇 , 𝑔𝑇 a a𝑇ℎ]Γ𝑇 a+ a𝑇Γ𝑇 [𝑔𝑇 a a𝑇ℎ, a]

)︀
=

=
1

2
(𝑔𝑇 a [a𝑇 , a𝑇ℎ]Γ𝑇 a+ [a𝑇 , 𝑔𝑇 a] a𝑇ℎΓ𝑇 a+

+a𝑇Γ𝑇 [𝑔𝑇 a, a] a𝑇ℎ+ a𝑇Γ𝑇 𝑔𝑇 a [a𝑇ℎ, a]) =

= 𝑔𝑇 a
1

2

(︀
[a𝑇 , ℎ𝑇 a]Γ𝑇 a+ a𝑇Γ𝑇 [ℎ𝑇 a, a]

)︀
+

+
1

2

(︀
[a𝑇 , 𝑔𝑇 a]Γ𝑇 a+ a𝑇Γ𝑇 [𝑔𝑇 a, a]

)︀
ℎ𝑇 a+

+[a𝑇Γ𝑇 , 𝑔𝑇 a][a𝑇ℎ, a] + [a𝑇 , 𝑔𝑇 a][a𝑇ℎ,Γ𝑇 a] =

= 𝑔𝑇 aℎ𝑇𝐽
Γ𝑇 − Γ

2
a+ 𝑔𝑇𝐽

Γ𝑇 − Γ

2
aℎ𝑇 a+ 𝑔𝑇 [a, a𝑇 ]Γ𝑇 [a, a𝑇 ]ℎ =

= 𝑔𝑇
(︂
a a𝑇

Γ𝑇 − Γ

2
𝐽 + 𝐽

Γ𝑇 − Γ

2
a a𝑇 + 𝐽Γ𝑇𝐽

)︂
ℎ.

В силу произвольности ℎ и 𝑔 приходим ко второй формуле.
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Динамика первых и вторых моментов

Определение. Определим вектор первых моментов (вектор
средних) 𝑚 матрицы плотности 𝜌 по формуле

𝑚 = tr(a 𝜌).

Определим матрицу вторых центральных моментов 𝐷
матрицы плотности 𝜌 по формуле

𝐷 = tr
(︀
(a−𝑚) (a−𝑚)𝑇𝜌

)︀
.

Замечание. Последнюю формулу также можно переписать в
виде

𝐷 = tr(a a𝑇𝜌)−𝑚 𝑚𝑇 .
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Динамика первых и вторых моментов

Утверждение. Пусть матрица плотности 𝜌𝑡 удовлетворяет
уравнению

𝜌̇𝑡 = ℒ𝐻𝑡,Γ𝑡,𝑓𝑡(𝜌𝑡),

тогда

𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑡 = 𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝑚𝑡 + 𝑖𝐽𝑓𝑡,

𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝑡 = 𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐷𝑡 +𝐷𝑡

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽 + 𝐽Γ𝑇

𝑡 𝐽.
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Динамика первых и вторых моментов

Доказательство: Уравнение Гейзенберга

𝑑

𝑑𝑡
a𝑡 = 𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
a𝑡 + 𝑖𝐽𝑓,

𝑑

𝑑𝑡
(a a𝑇 )𝑡 =𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
(a a𝑇 )𝑡+

+ (a a𝑇 )𝑡

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽+

+ 𝐽Γ𝑇
𝑡 𝐽 + 𝑖𝐽𝑓𝑡 (a𝑡)

𝑇 − 𝑖a𝑡 𝑓
𝑇
𝑡 𝐽.

𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑡 = 𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝑚𝑡 + 𝑖𝐽𝑓𝑡
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Динамика первых и вторых моментов

𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑇

𝑡 = 𝑚𝑇
𝑡

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽 − 𝑖𝑓𝑇

𝑡 𝐽.

𝑑

𝑑𝑡
⟨a a𝑇 ⟩𝑡 = 𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
⟨a a𝑇 ⟩𝑡+

+ ⟨a a𝑇 ⟩𝑡
(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽+

+ 𝐽Γ𝑇
𝑡 𝐽 + 𝑖𝐽𝑓𝑡 𝑚

𝑇
𝑡 − 𝑖𝑚𝑡 𝑓

𝑇
𝑡 𝐽.
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Динамика первых и вторых моментов

𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝑡 =

𝑑

𝑑𝑡
(⟨a a𝑇 ⟩𝑡)−

(︂
𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑡

)︂
𝑚𝑇

𝑡 −𝑚𝑡

(︂
𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑇

𝑡

)︂
=

=𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
⟨a a𝑇 ⟩𝑡 + ⟨a a𝑇 ⟩𝑡

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽+

+ 𝑖𝐽𝑓𝑡𝑚
𝑇
𝑡 − 𝑖𝑚𝑡𝑓

𝑇
𝑡 𝐽 + 𝐽Γ𝑇

𝑡 𝐽 − 𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝑚𝑡𝑚

𝑇
𝑡 −

− 𝑖𝐽𝑓𝑡𝑚
𝑇
𝑡 −𝑚𝑡𝑚

𝑇
𝑡

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽 + 𝑖𝑚𝑡𝑓

𝑇
𝑡 𝐽 =

=𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
(⟨a a𝑇 ⟩𝑡 −𝑚𝑡𝑚

𝑇
𝑡 )+

+ (⟨a a𝑇 ⟩𝑡 −𝑚𝑡𝑚
𝑇
𝑡 )

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽 + 𝐽Γ𝑇

𝑡 𝐽.
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Динамика первых и вторых моментов

Упражнение.
1 𝑚 = 𝑚̃, 𝐷𝑇 = 𝐷̃

2 𝐷𝐸 ⩾ 0 (принцип неопределённости
Шредингера-Робертсона)

3 𝐷 −𝐷𝑇 = −𝐽 (следствие ККС)
Проверьте, что уравнения

𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑡 = 𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝑚𝑡 + 𝑖𝐽𝑓𝑡,

𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝑡 = 𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐷𝑡 +𝐷𝑡

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽 + 𝐽Γ𝑇

𝑡 𝐽,

где 𝐻𝑡 = 𝐻𝑇
𝑡 = 𝐻̃𝑡, Γ𝑇

𝑡 = Γ̃𝑡, Γ𝑡𝐸 ⩾ 0, 𝑓𝑡 = 𝑓𝑡, сохраняют эти
условия.
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Динамика первых и вторых моментов

Определение. Назовём матрицей ковариаций 𝐶
симметричную часть матрицы вторых центральных моментов

𝐶 =
𝐷 +𝐷𝑇

2
.

Утверждение.

𝑑

𝑑𝑡
𝐶𝑡 = 𝐽

(︂
𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐶𝑡+𝐶𝑡

(︂
−𝑖𝐻𝑡 +

Γ𝑇
𝑡 − Γ𝑡

2

)︂
𝐽+𝐽

Γ𝑡 + Γ𝑇
𝑡

2
𝐽.
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Гауссовские состояния

Определение. Состояние 𝜌 называется гауссовским, если его
характеристическая функция 𝜒𝑊 (z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z

𝑇 a) представима
в виде экспоненты от квадратичных и линейных форм по z.

z ≡ (𝑧1, · · · , 𝑧𝑛, 𝑧1, · · · , 𝑧𝑛)𝑇

Матрицы плотности могут быть однозначно охарактеризованы
посредством характеристических функций.

𝜒𝑊 (z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z
𝑇 a) = 𝑒−

1
2
z𝑇𝐶z+𝑖z𝑇𝑚,

𝜒𝑁 (z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z
𝑇 𝐼+𝐸𝐽

2
a𝑒𝑖z

𝑇 𝐼−𝐸𝐽
2

a) = 𝑒−
1
2
z𝑇 (𝐶+ 1

2
𝐸)z+𝑖z𝑇𝑚,

𝜒𝐴(z) ≡ tr(𝜌 𝑒𝑖z
𝑇 𝐼−𝐸𝐽

2
a𝑒𝑖z

𝑇 𝐼+𝐸𝐽
2

a) = 𝑒−
1
2
z𝑇 (𝐶− 1

2
𝐸)z+𝑖z𝑇𝑚.
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Гауссовские состояния

Символы операторов

𝜌𝑂(z) ≡
∫︁

𝑑z 𝑒−𝑖u𝑇 z𝜒𝑂(u), 𝑂 = 𝑊,𝑁,𝐴

𝜌𝑊 (z) =
1√︀

det(𝐶𝐸)
𝑒−

1
2
(z−𝑚)𝑇𝐶−1(z−𝑚)

𝜌𝑁 (z) =
1√︁

det(𝐶𝐸 + 1
2𝐼)

𝑒−
1
2
(z−𝑚)𝑇 (𝐶+ 1

2
𝐸)

−1
(z−𝑚)

𝜌𝐴(z) =
1√︁

det(𝐶𝐸 − 1
2𝐼)

𝑒−
1
2
(z−𝑚)𝑇 (𝐶− 1

2
𝐸)

−1
(z−𝑚)

(в случае вырожденных матриц будут возникать
дельта-функции.)
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Гауссовские состояния

Смешанные состояния общего положения:

𝜌 = 𝑒
1
2
a𝑇𝐾a+𝑔𝑇 a+𝑠,

𝐾 = 𝐾𝑇 = 𝐾̃, 𝐾𝐸 < 0, 𝑔 = 𝑔, 𝑒𝑠 =
√︁
| det (𝑒𝐾𝐽 − 𝐼) | 𝑒

1
2
𝑔𝑇 1

𝐾
𝑔

Утверждение.

𝑚 = −𝐾−1𝑔, 𝐷 = 𝐽
𝑒𝐾𝐽

𝐼 − 𝑒𝐾𝐽
, 𝐶 = −𝐽

2
cth

𝐾𝐽

2
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