
Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûé öåíòð ïðè ÌÈÀÍ, âåñíà 2024

Ã.Á. Øàáàò,
ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÍÀ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

Ëåêöèÿ 1 (12 ôåâðàëÿ 2024)

Îáçîð

1.0. Ìîòèâèðîâêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

...1.0.0. Ãäå ìû æèâ¼ì? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

...1.0.1. Òðàíñöåíäåíòíûå ìåòîäû â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè /C . . . . . . . 1

1.1. Êàêèå ìíîãîîáðàçèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

...1.1.0. Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

...1.1.1. Êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

...1.1.2. Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1

...1.1.3. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

...1.1.4. Òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

...1.1.5. Êëàññû ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîîáðàçèé . . . . . . . . . 2

...1.1.6. Îáùèé ñïèñîê êàòåãîðèé è ôóíêòîðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2. Ïåðâûå ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Ëèòåðàòóðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.0. Ìîòèâèðîâêè

1.0.0. Ãäå ìû æèâ¼ì? Òåîðèÿ ïëîñêîé Çåìëè... Òî÷êà çðåíèÿ êâàíòîâîé ãðà-
âèòàöèè. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ìíîãîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé (êàëèáðîâî÷íûå òåî-
ðèè).

1.0.1. Òðàíñöåíäåíòíûå ìåòîäû â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè /C. Íà-
ïðèìåð, àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå êàê ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè.

1.1. Êàêèå ìíîãîîáðàçèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü?

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êàòåãîðíûé ÿçûê, äëÿ ïîíèìàíèÿ êîòîðîãî â îñíîâíîì
äîñòàòî÷íî ïðî÷èòàòü [Ìàêëåéí2004].

1.1.0. Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. ÊàòåãîðèÿALG àëãåáðàè÷åñêèõ ìíî-
ãîîáðàçèé � ïî óìîë÷àíèþ êîìïëåêñíûõ (îáû÷íî ïðîåêòèâíûõ =⇒ êîìïàêò-
íûõ) ãëàäêèõ ñâÿçíûõ. Âëîæåíèÿ â ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà PN (C) íå âñåãäà
ñóùåñòâóþò è îáû÷íî íåñóùåñòâåííî.

1.1.1. Êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Îáúåêòû êàòåãîðèèALMCMPL â ýëå-
ìåíòàðíîé âåðñèè (÷åðåç ïîêðûòèÿ, ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû è ôóíêöèè ïåðå-
õîäà) îïðåäåëÿþòñÿ ïðèìåðíî òàê æå, êàê ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ñ çàìåíîé
ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé íà ãîëîìîðôíûå. Áîëåå ñîâðåìåííîå îïðåäåëåíèå, ÷åðåç
ñòðóêòóðíûå ïó÷êè, áóäåò ïðèâåäåíî íèæå.

Ôóíêòîð ALG →→ CMPL îïðåäåë¼í òàâòîëîãè÷åñêè, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ
ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé: ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ
ãîëîìîðôíû.
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1.1.2. Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Îáúåêòû êàòåãîðèèALMCMPL
ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé èíòóèòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíûå ïðè-
áëèæåíèÿê êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèÿì. Èíà÷å ãîâîðÿ, íà êàñàòåëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ê òî÷êàì (àïðèîðè ãëàäêîãî ÷¼òíîìåðíîãî îðèåíòèðÎÂÀÍÍÎÃÎ

� ñì. íèæå) ïî âîçìîæíîñòè ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä C.

Ôóíêòîð ALMCMPL →→ C∞ ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ ãîëîìîðô-
íûõ îòîáðàæåíèé.

1.1.3. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Çàáûâàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, ïðè-
õîäèì ê êàòåãîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé C∞.

Ôóíêòîð ALMCMPL →→ C∞MNF îïðåäåëÿåòñÿ òàâòîëîãè÷íî.

1.1.4. Òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Íàêîíåö, îáúåêòû êàòåãîðèè T OPMNF
� ýòî ïðîñòî òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà), ëîêàëü-
íî ãîìåîìîðôíûå åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâàì Rn.

Ôóíêòîð C∞MNF →→ T OPMNF ñíîâà îïðåäåëÿåòñÿ òàâòîëîãè÷íî.

1.1.5. Êëàññû ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîîáðàçèé. Êàòå-
ãîðèÿ HOT êëàññîâ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîîáðàçèé ñòîèò
íåñêîëüêî îñîáíÿêîì: îíà íå ÿâëÿåòñÿ êîíêðåòíîé, òî åñòü å¼ îáúåêòû íå ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé.

Ôóíêòîð T OPMNF →→ HOT , ðàçóìååòñÿ, ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó òîïîëîãè-
÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ êëàññ åãî ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, à êàæäîìó
íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé � êëàññ ãîìîòîïè-
÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

1.1.6. Îáùèé ñïèñîê êàòåãîðèé è ôóíêòîðîâ. Âîò âñå êàòåãîèè, êîòî-
ðûå ìû áåãëî ðàññìîòðåëè:

ALG →→ CMPL →→ ALMCMPL →→ C∞MNF →→ T OPMNF →→ HOT

Â êóðñå áóäóò â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàòüñÿ äâà âîïðîñà:

• Êàêèå èç ýòèõ ôóíêòîðîâ ñþðúåêòèâíû íà îáúåêòàõ1? Íàïðèìåð, âñÿêîå
ëè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå äîðóñêàåò àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó? (Â êîì-
ïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè 1 � âñÿêîå, â ðàçìåðíîñòÿõ íà÷èíàÿ ñ 2 � íå âñÿêîå).

• Â ñëó÷àå, êîãäà îáúåêò ñ áîëåå ãðóáîé ñòðóêòóðîé (íàïðèìåð, òîïîëîãè÷å-
ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì çàáûâàþùåãî ôóíêòîðà ñ áîëåå òîí-
êîé ñòðóêòóðîé (íàïðèìåð, òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñãëàæèâàåìî), êàê
îïèñàòü âñå áîëåå òîíêèå ñòðóêòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå îáíîé ãðóáîé (íàïðè-
ìåð, îïèñàòü âñå ãëàäêèå ñòðóêòóðû íà ñôåðàõ)?

1Îáùåïðèíÿòûé àíãëèéñêèé òåðìèí � essentially surjective. Åãî îáùåïðèíÿòûé ïåðåâîä â

ñóùåñòâåííîì ñþðúåêòèâíûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå î÷åíü óäà÷íûì.
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2. Ïåðâûå ïðèìåðû

Íà äèàãðàììå íèæå èçîáðàæàþòñÿ ÍÅ ìíîæåñòâà, à êëàññû îáúåêòîâ êàòåãî-

ðèé!

T OPMNF

C∞MNF

E8

ALMCMPL

S4

CMPL

S6?

ALG
S1 × S3

Îáùèå êîìïëåêñíûå òîðû C
g

Λ

×åòûð¼õìåðíîå íåñãëàæèâàåìîå ìíîãîîáðàçèå E8 � îäèí èç ñàìûõ òðóäíûõ
ïðèìåðîâ, êîòîðûå íàì ïðåäñòîèò ðàçîáðàòü. Â ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ âñå òî-
ïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñãëàæèâàåìû.

Íàîáîðîò, ñôåðà S4 � ïðîñòîé ïðèìåð ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, íå äîïóñêàþ-
ùåãî ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû.

Ïðèìåð íåèíòåãðèðóåìîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ñíîâà ïðîñò è ñíîâà
ñôåðà � ýòî S6. Èìååòñÿ â âèäó ñòðóêòóðà, îïðåäåë¼ííàÿ àëãåáðîé îêòîíèîíîâ
� ìû å¼ â ñâî¼ âðåìÿ îïðåäåëèì. Îäíàêî ñî ñôåðîé S6 èìååòñÿ ñêàíäàëüíàÿ
ñèòóàöèÿ: ïðîáëåìà Õîïôà çàêëþ÷àåòñÿ â âîïðîñå î òîì, ñóùåñòâóåò ëè íà S6

äðóãàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, óæå èíòåãðèðóåìàÿ. Âåíãåðñêèé ìàòå-
ìàòèê Ãàáîð Ýòåçè â ÎÏÓÁËÈÊÎÂÀÍÍÎÉ ðàáîòå [Etesi2015] óòâåðæäàåò,
÷òî ñóùåñòâóåò, è ïðèâîäèò ÿâíûå ôîðìóëû, íî ñïåöèàëèñòû ýòîé ðàáîòå íå
âåðÿò.

Íåî÷åâèäíûå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû èìåþòñÿ íà ïðîèçâåäåíèÿõ íå÷¼òíî-
ìåðíûõ ñôåð, â ÷àñòíîñòè, íà S1×S3; âñå îíè íå àëãåáðàè÷íû. Áîëåå åñòåñòâåí-
íûé êëàññ ïðèìåðîâ � êîìïëåêñíûå òîðû, òî åñòü ôàêòîðû C

g

Λ êîìïëåêñíûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïî ðåø¼òêàì, òî åñòü (çäåñü) ïî äèñêðåòíûì ïîäãðóï-
ïàì ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà 2g àääèòèâíîé ãðóïïû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Cg.
Ñðåäè ýòèõ ôàêòîðîâ âñòðå÷àþòñÿ çàìå÷àòåëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå, òàê íàçûâà-
åìûå àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ, íî îáùèé, òî åñòü �íàóãàä âçÿòûé�, êîìïëåêñíûé
òîð ïðè g ≥ 2 íå àëãåáðàè÷åí.
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