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Îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Âîçâðàòíîñòü è

íåâîçâðàòíîñòü. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Â õîäå èçëîæåíèÿ ìû áóäåì â îñíîâíîì ïðèäåðæèâàòüñÿ ðàáîòû [1, ñòð. 3�14], ê êîòîðîé
çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò îáðàòèòüñÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè. Çà íåìíîãî äðóãèì è áîëåå
êðàòêèì èçëîæåíèåì ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê [2, ñòð. 207�215].

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì îáùåå îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ñëó÷àéíîé ñðåäå, à çàòåì
ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé áëóæäàíèÿ ïî Z1.

Ïóñòü äàí ãðàô (áåñêîíå÷íûé, îðèåíòèðîâàííûé), çàäàâàåìûé ìíîæåñòâàìè âåðøèí è ðåáåð
(V,E). Äëÿ v ∈ V çà Nv îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êîíöîâ èñõîäÿùèõ èç v ðåáåð. Îáîçíà÷èì M1(Nv)
ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà V ñ íîñèòåëåì Nv.

Íà Ω :=
∏
v
M1(Nv) � ìíîæåñòâå âñåõ ñðåä � åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ áîðåëåâñêàÿ

σ−àëãåáðà F. Íà (Ω,F) çàäàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ ñðåäà ω ∈ Ω ðàñïðåäåëåíà ñîãëàñíî P .

Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå â ñðåäå ω = (ωv)v∈V � ýòî îäíîðîäíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü Xn ñî çíà÷å-
íèÿìè â V è ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè Pω(Xn+1 = w|Xn = v) = ωv(w).

Ðàññìîòðèì (V N,G), ãäå G � σ−àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè. Îáî-
çíà÷èì P vω çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íà (V N,G), ïðè êîòîðîì P vω(X0 = v) = 1.

Äàëåå îïðåäåëèì ìåðó Pv := P ⊗ P vω íà (Ω× V N,F × G) èç ñîîòíîøåíèÿ

Pv(F ×G) =

∫
F

P vω(G)P (dω), F ∈ F, G ∈ G.

Ïîñêîëüêó íèæå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ îäíîìåðíûå áëóæäàíèÿ, óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷å-

íèÿ: ω+
z := ωz(z + 1), ω−z := ωz(z − 1), ωoz := ωz(z); ρz :=

ω−z
ω+
z
.

Ýðãîäè÷åñêèå ñèñòåìû äàëåå âñåãäà áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñäâèãà θ íà Ω.

Âîçâðàòíîñòü è íåâîçâðàòíîñòü

Îñíîâíûå òåîðåìû áóäóò ôîðìóëèðîâàòüñÿ â óñëîâèÿõ ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé.
Ïðåäïîëîæåíèÿ F.
1) P ñòàöèîíàðíà è ýðãîäè÷íà,
2) EP (log ρ0) îïðåäåëåíî (âîçìîæíû çíà÷åíèÿ ±∞),
3) P (ω+

0 + ω−0 > 0) = 1.
Òåîðåìà. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (F):
1) EP (log ρ0) < 0⇒ lim

n→∞
Xn =∞ Po-ï.â.

2) EP (log ρ0) > 0⇒ lim
n→∞

Xn = −∞ Po-ï.â.

3) EP (log ρ0) = 0⇒ −∞ = lim
n→∞

Xn < lim
n→∞

Xn =∞ Po-ï.â.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà:

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P (ω+
0 , ω

−
0 > 0) = 1. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ P (ω+

0 = 0) > 0 (P (ω−0 =
0) > 0) ëåãêî ñëåäóåò èç ýðãîäè÷íîñòè.

Èìååì | log ρz| <∞.
Äëÿ z ∈ [−m−,m+] îïðåäåëèì νm−,m+,ω(z) := P zω(Áëóæäàíèå ñíà÷àëà ïîïàäàåò â −m−, à íå â m+).
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Ôóíêöèÿ νm−,m+,ω(z) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ïî z, ïîýòîìó â (îäíîìåðíîì ñëó÷àå) åå ëåãêî
âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

νm−,m+,ω(z) =

m+∑
i=z+1

i−1∏
j=z+1

ρi

m+∑
i=z+1

i−1∏
j=z+1

ρi +
z∑

i=−m−+1

(
z∏
j=i

ρ−1i )

Ïóñòü S(ω) :=
∞∑
n=1

ρ1 . . . ρn, F (ω) :=
∞∑
n=0

ρ−10 . . . ρ−1−n; S+ := {S(ω) <∞}, F+ := {F (ω) <∞}.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íà S+ ∩F+ áóäåò P oω( lim
n→∞

Xn =∞) = 1. Àíàëîãè÷íî íà S+ ∩F+ áóäåò

P oω( lim
n→∞

Xn = −∞) = 1, íà S+ ∩ F+ áóäåò P oω(−∞ = lim
n→∞

Xn < lim
n→∞

Xn =∞) = 1.

Òàê êàê S+ è F+ èíâàðèàíòíû, òî èç ýðãîäè÷íîñòè P (S+) ∈ {0, 1} è P (F+) ∈ {0, 1}. Êðîìå
òîãî, åñëè P (F+) = 1, òî P (S+) = 0.

Ïîýòîìó îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî P (S+) = 1 ⇔ EP (log ρ0) < 0 (è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
äëÿ F+).

Äîñòàòî÷íîñòü ëåãêî ñëåäóåò èç ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû, ïðèìåíåííîé ê ëîãàðèôìè÷åñêîé
ôóíêöèè.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ îáùàÿ ëåììà.

Ëåììà (Êåñòåí). Äëÿ ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Yi} âîçüìåì Zn :=
n∑
1
Yk. Òîãäà

ï.í. ñîáûòèå Zn →∞ âëå÷åò {limZn/n > 0}.
Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò èç ëåììû Êåñòåíà äëÿ Yi := − log ρi è ýðãîäè÷åñêîé

òåîðåìû.
�

Äëÿ i.i.d-ñðåä òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â àíàëîãè÷íîì âèäå, çàìåíèâ ëåâûå ÷àñòè
óñëîâèé 1), 2), 3) ñîîòâåòñòâåííî íà

1')
∞∑
n=1

n−1P (
n∏
j=1

ρj > 1) <∞,

2')
∞∑
n=1

n−1P (
n∏
j=1

ρj < 1) <∞,

3')
∞∑
n=1

n−1P (
n∏
j=1

ρj > 1) =
∞∑
n=1

n−1P (
n∏
j=1

ρj < 1) =∞.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî áûâàåò ïîëåçíî, êîãäà EP (log ρ0) íå îïðåäåëåíî.
Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [3].

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: S :=
∞∑
i=1

1

ω+
(−i)

i−1∏
j=0

ρ(−j) +
1

ω+
0

, F :=
∞∑
i=1

1

ω−i

i−1∏
j=0

ρ−1j +
1

ω−0
.

Òåîðåìà. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (F):

1) EP (S) <∞⇒ lim
n→∞

Xn

n
=

1

EP (S)
Po-ï.â.

2) EP (F ) <∞⇒ lim
n→∞

Xn

n
= − 1

EP (F )
Po-ï.â.

3) EP (S) = EP (F ) =∞⇒ lim
n→∞

Xn

n
= 0 Po-ï.â.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ i.i.d-ñðåä òåîðåìà ïðèîáðåòàåò âèä

1) EP (ρ0) < 1⇒ lim
n→∞

Xn

n
=

1− EP (ρ0)

EP (1/ω+
0 )

Po-ï.â.

2) EP (ρ−10 ) < 1⇒ lim
n→∞

Xn

n
= −1− EP (ρ−10 )

EP (1/ω−0 )
Po-ï.â.

3) E−1P (ρ0) ≤ 1 ≤ EP (ρ−10 )⇒ lim
n→∞

Xn

n
= 0 Po-ï.â.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû:
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Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó â ñëó÷àå 1, ñëó÷àè 2 è 3 ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ñíà÷àëà ââåäåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí:

T0 := 0, Tn := min{k|Xk = n};

τ0 := 0, τn := Tn − Tn−1 (n ≥ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïî ñóùåñòâó ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ëåììû.
Ëåììà 1. Åñëè lim

n→∞
Xn = ∞ (ò.å. τn 6= ∞), òî {τi}i≥1 � ñòàöèîíàðíàÿ è ýðãîäè÷åñêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìîæíî íàéòè â [1, ñòð. 9]. Ïîñêîëüêó îíî äîñòàòî÷íî òåõíè÷åñêîå,

çäåñü åãî îïóñêàåì.
Ëåììà 2. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (F): EPo(τ1) = EP (S).
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2:

Çàìåòèì, ÷òî åñëè X0 = 0, òî τ1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

τ1 = 1{X1=1} + 1{X1=0}(1 + τ ′1) + 1{X1=−1}(1 + τ ′′0 + τ ′′1 ),

ãäå τ ′1 � âðåìÿ ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â 1 ïî ïðîøåñòâèè âðåìåíè 1, 1 + τ ′′0 � âðåìÿ ïåðâîãî
ïîïàäàíèÿ â 0 ïî ïðîøåñòâèè âðåìåíè 1, 1+τ ′′0 +τ ′′1 � âðåìÿ ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â 1 ïî ïðîøåñòâèè
âðåìåíè 1 + τ ′′0 .

Áåðÿ Eoω îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì E
o
ω(τ1) = 1+(1−ω+

0 )Eoω(τ1)+ω−0 E
o
θ−1ω(τ1). Îòêó-

äà Eoω(τ1) =
1

ω+
0

+ρ0E
o
θ−1ω(τ1) = . . . =

1

ω+
0

+
ρ0

ω+
(−1)

+
ρ0ρ(−1)

ω+
(−2)

+. . .+

−(m−1)∏
0

ρi

ω+
(−m)

+(
−(m−1)∏

0
ρi)E

o
θ−mω(τ1).

Îòáðàñûâàÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, óñòðåìëÿÿm ê áåñêîíå÷íîñòè è áåðÿ EP , ïîëó÷àåì EPo(τ1) ≥
EP (S). Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå íåðàâåíñòâî.

Ïðîäåëûâàÿ òî æå ñàìîå äëÿ τ11{τ1<M}, ïîëó÷àåì Eoω(τ11{τ1<M}) ≤ S + M
−(m−1)∏

0
ρi. Ïî-

ñêîëüêó åñëè EP (S) < ∞, òî EP (
−(m−1)∏

0
ρi) → ∞, ïðè m,M → ∞ ïîëó÷àåì EPo(τ11{τ1<∞}) ≤

EP (S).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî EPo(τ1) <∞. Òîãäà τ1 <∞ ï.â, îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå.
Åñëè æå EPo(τ1) =∞, òî ïî ïåðâîé òåîðåìå EP (log ρ0) > 0. Òîãäà èç ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû

âûòåêàåò
i−1∏
j=0

ρ(−j) →∞, à çíà÷èò EP (S) =∞.

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Åñëè
Tn
n
→ α <∞, òî

Xn

n
→ 1

α
.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3:

Äëÿ êàæäîãî n âîçüìåì kn òàêîå, ÷òî Tkn ≤ n < Tkn+1.
Òîãäà kn − (n− Tkn) ≤ Xn < kn + 1.
Îòñþäà, äåëÿ íåðàâåíñòâî íà n è óñòðåìëÿÿ n ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

Xn

n
= lim
n→∞

kn
n
.

Íî èç îïðåäåëåíèÿ {kn} ñëåäóåò lim
n→∞

kn
n

= lim
n→∞

n

Tn
, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû:

Èç ëåìì 1 è 2 ïîëó÷àåì
Tn
n

=

n∑
i=1

τi

n
→ EPo(τ1) = EP (S) <∞ Po-ï.â.

Èç ëåììû 3 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
�
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