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На этой Лекции мы обсудили некоторые свойства базовых элементов в квантовых
схемах и дали общее определение квантовым схемам. Мы считаем, что квантовая схема
есть некоторая композиция приготовлений состояний, унитарных вентилей из некото-
рого словаря (например, CNOT + U(2)), измерений одного кубита, некоторых класси-
ческих схем и классического контроля. Мы также доказали некоторые полезные соот-
ношения для этих элементов.

Литература к Лекции: [1, Section 4].

Задача 1

Пусть V =
√
X = HSH. Упростите следующие схемы:

1.

(1)

2.

V V †
(2)

3.

V V
(3)

4.

(4)

5.

(5)

6.

(6)
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7.

V V †

(7)

8.

V V V † V †
(8)

9.

V V V † V †

(9)

Если Вы честно разобрались, как действуют эти схемы, то на самом деле Вы значи-
тельно продвинулись в понимании того, как квантовые схемы можно оптимизировать
[2, 3].

Задача 2

В квантовых вычислениях зачастую важно рассматривать операции из списка

I,X, Y, Z,H, S, CX,CZ, SWAP, . . . (10)

Покажите, что эти операции можно выразить при помощи словаря {H,S,CNOT}. Вы-
пишете для каждой операции U из списка, как она действует на наблюдаемые Па-
ули I,X, Y, Z (для двухкубитных вентилей рассмотрите действие на матрицах вида
X1, Z1, X2, Z2) при отображении O 7→ UOU †.

Группа унитарных операций, порождённая ⟨H,S,CNOT⟩, называется группой Клиф-
форда1 на n кубитах Cℓn [4, 5]. Она возникает в связи с теорией квантовой коррекции
ошибок, вентили из этой группы оказываются устойчивыми к ошибкам. Покажите, что
группа Клиффорда конечная, и как-нибудь оцените сверху число её элементов. Ока-
зывается, что добавление любой унитарной операции к группе Клиффорда делает её
универсальной [6, Corollary 6.8.2].

Задача 3

Допустим, что мы можем свободно (то есть, бесплатно) делать операции Клиффорда
⟨H,S,CNOT⟩. Чтобы иметь возможность делать произвольные операции, к ним можно

1 Не следует путать это с понятием алгебр Клиффорда.
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добавить не-клиффордовы операции вида T,CS,Toffoli. Полезно разобраться, как эти
три операции можно выразить друг через друга. Докажите правильность следующих
соотношений:

1. Операция CS симметрична по перестановкам:

S

=
S

. (11)

2. Вентиль Toffoli связан с C2Z при помощи вентилей H:

= . (12)

3. Вентиль C2Z выражается при помощи 3-х вентилей CS:

=

S† S S

. (13)

4. Вентиль Toffoli выражается при помощи 3-х вентилей CS:

= S† S S

H H

. (14)

5. Вентиль CS выражается при помощи 3-х вентилей T :

S

=
T

T † T

. (15)

6. Выполнено следующее соотношение:

S† S =

T † T T † T

. (16)
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7. Вентиль Toffoli выражается при помощи 7-ми вентилей T :

=

T

T † T

H T † T T † T H

. (17)

Оказывается, что приведённые схемы для выражения Toffoli через CS и T почти
оптимальны. Про ещё более удачные схемы и рассуждения о способах их нахождения
можно прочитать в [7]. С другой стороны, при помощи взаимодействия с классическим
управлением (адаптивности) можно ещё больше оптимизировать эти схемы [8], и можно
точно выразить вентиль T при помощи Toffoli и CS. Но это уже другая история...
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