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Ôàêòû èç ïåðâîé ëåêöèè

Øêàëîé Êðèïêå íàçûâàåì òðîéêó (W,≤, D), ãäå:

I (W,≤) � ýòî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê,

I D : W → 2N � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ èç (W,≤) â (2N,⊆).

Äëÿ ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû L è w ∈W çàäàþòñÿ:

I L(w) = L ∪ {ca : a ∈ D(w)},
I At(w) = {P (ca1 , . . . , cak

) : P k ∈ L, a1, . . . , ak ∈ D(w)},
I At =

⋃
w∈W At(w).

Ìîäåëü Êðèïêå � ýòî ÷åòâ¼ðêà (W,≤, D, V ), ãäå:

I (W,≤, D) � øêàëà Êðèïêå,

I V : W → 2At � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ èç (W,≤) â (2At,⊆), òàêàÿ
÷òî V (w) ⊆ At(w).
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Èñòèííîñòü â ìîäåëÿõ Êðèïêå

ÏóñòüM = (W,≤, D, V ) � ìîäåëü Êðèïêå, w ∈W è
ϕ ∈ Sn(L(w)).

I Åñëè ϕ ∈ At(w), òî w 
 ϕ ⇔ ϕ ∈ V (w).

I Åñëè ϕ = ψ ∧ θ, òî w 
 ϕ ⇔ (w 
 ψ è w 
 θ).

I Åñëè ϕ = ψ ∨ θ, òî w 
 ϕ ⇔ (w 
 ψ èëè w 
 θ).

I Åñëè ϕ = ¬ψ, òî w 
 ϕ ⇔ (v 6
 ψ äëÿ êàæäîãî v ≥ w).
I Åñëè ϕ = ψ → θ, òî w 
 ϕ ⇔ (v 6
 ψ èëè v 
 θ äëÿ êàæäîãî
v ≥ w).

I Åñëè ϕ = ∀xψ(x), òî w 
 ϕ ⇔ (v 
 ψ(ca) äëÿ êàæäîãî v ≥ w è
êàæäîãî a ∈ D(v)).

I Åñëè ϕ = ∃xψ(x), òî w 
 ϕ ⇔ (w 
 ψ(ca) äëÿ íåêîòîðîãî
a ∈ D(w)).
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ÅñëèM = (W,≤, D, V ) � ìîäåëü Êðèïêå è ϕ ∈ Sn(L), òî

M 
 ϕ ⇔ w 
 ϕ äëÿ âñåõ w ∈W.

Îïðåäåëåíèå
Ïóñòü Γ � èíòóèöèîíèñòñêàÿ òåîðèÿ â ñèãíàòóðå L. Ìîäåëü

ÊðèïêåM íàçûâàþò àäåêâàòíîé ìîäåëüþ òåîðèè Γ, åñëè

M 
 ϕ ⇔ ϕ ∈ Γ,

äëÿ âñåõ ϕ ∈ Sn(L).

Êîíñòðóêòèâíûå ìîäåëè äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ ïðåäèêàòíûõ ëîãèê. ×àñòü 2. 05.04.2024 3



Îñíîâíàÿ òåîðåìà ïåðâîé ëåêöèè

Ìîäåëü ÊðèïêåM = (W,≤, D, V ) íàçûâàþò ω-ìîäåëüþ, åñëè:

I W ⊆ 2N,

I v ≤ w ⇔ v ⊆ w äëÿ âñåõ v, w ∈W .

ω-ÌîäåëüM = (W,⊆, D, V ) íàçûâàåòñÿ ω-ðàçðåøèìîé, åñëè
W = {wk : k ∈ N} è ïðè ýòîì

I ïðåäèêàòû ¾x ∈ D(wk)¿ è ¾wk 
 ϕ¿ âû÷èñëèìû,

I ïðåäèêàò ¾x ∈ wk¿ ïåðå÷èñëèì.

Òåîðåìà [IKN-98a]
Ëþáàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ðàçðåøèìàÿ òåîðèÿ íàä ëîãèêîé IPL

èìååò àäåêâàòíóþ ω-ðàçðåøèìóþ ìîäåëü Êðèïêå.

[IKN-98a] H. Ishihara, B. Khoussainov, A. Nerode, Decidable Kripke models of intuitionistic

theories, Annals of Pure and Applied Logic, 93:1�3 (1998), 115�123.
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Ïóñòü S � ïðîìåæóòî÷íàÿ ëîãèêà.

Ïðèìåð. Ëîãèêà ïîñòîÿííûõ îáëàñòåé CDL ïîëó÷àåòñÿ
äîáàâëåíèåì ê IPL ñõåìû

∀x(α(x) ∨ β)→ ∀xα(x) ∨ β,

ãäå x íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëó β.

Ëîãèêà S ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà øêàë K, åñëè:

1. ÅñëèM � ìîäåëü Êðèïêå íàä øêàëîé èç êëàññà K, òîM 
 ϕ
äëÿ âñåõ ïðåäëîæåíèé ϕ, äîêàçóåìûõ â S (â ñèãíàòóðå L äëÿ
ìîäåëèM).

2. Åñëè α ∈ Sn(L) è S 6`IPL α, òî ñóùåñòâóåò ìîäåëüM íàä
øêàëîé èç êëàññà K, òàêàÿ ÷òîM 6
 α.

Ïðèìåð. Ëîãèêà CDL ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà øêàë
ñ ïîñòîÿííûìè îáëàñòÿìè, ò.å. øêàë (W,≤, D), òàêèõ ÷òî
D(v) = D(w) äëÿ âñåõ v, w ∈W [Gabbay 1981, Ono 1983].
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Ïëàí ëåêöèè 2

×àñòü I.

Îïðåäåëåíèå
Ìîäåëü ÊðèïêåM = (W,≤, D, V ) íàçûâàþò ðàçðåøèìîé, åñëè

ïî äàííûì ìèðàì v è w, ýëåìåíòó x è ïðåäëîæåíèþ ϕ ìîæíî
âû÷èñëèìî ïðîâåðèòü, âåðíî ëè:

I w ∈W ,

I v ≤ w,
I x ∈ D(w),

I w 
 ϕ.

Òåîðåìà 1 [IKN-98b]
Ëþáàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ðàçðåøèìàÿ èíòóèöèîíèñòñêàÿ òåîðèÿ

èìååò àäåêâàòíóþ ðàçðåøèìóþ ìîäåëü Êðèïêå.

[IKN-98b] H. Ishihara, B. Khoussainov, A. Nerode, Computable Kripke models and

intermediate logics, Information and Computation, 143:2 (1998), 205�230.
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Ïëàí ëåêöèè 2

×àñòü II.

Òåîðåìà 2 [IKN-98b]
Ëþáàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ðàçðåøèìàÿ òåîðèÿ íàä ëîãèêîé CDL

èìååò àäåêâàòíóþ ðàçðåøèìóþ ìîäåëü Êðèïêå ñ ïîñòîÿííûìè
îáëàñòÿìè.

[IKN-98b] H. Ishihara, B. Khoussainov, A. Nerode, Computable Kripke models and

intermediate logics, Information and Computation, 143:2 (1998), 205�230.
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I. Ðàçðåøèìûå ìîäåëè íàä ëîãèêîé IPL



Ïðåäâàðèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå
Ïàðó T = (Γ,Σ) áóäåì íàçûâàòü th-ïàðîé, åñëè Γ è Σ � ýòî

ìíîæåñòâà ïðåäëîæåíèé îäíîé ñèãíàòóðû L.

• th-ïàðà (Γ,Σ) ïðîòèâîðå÷èâà (â ëîãèêå S), åñëè ñóùåñòâóþò
ïðåäëîæåíèÿ α1, . . . , αn ∈ Γ è β1, . . . , βm ∈ Σ, òàêèå ÷òî

`S α1 ∧ · · · ∧ αn → β1 ∨ · · · ∨ βm.

• th-ïàðà (Γ,Σ) ïîëíà, åñëè ïàðà (Γ,Σ) íåïðîòèâîðå÷èâà è
Γ ∪ Σ = Sn(L).

Äàëåå äëÿ ìíîæåñòâà Γ ⊆ Sn(L) ÷åðåç Γ áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî Sn(L) \ Γ.
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Ïðîñòûå òåîðèè

Îïðåäåëåíèå
Òåîðèÿ Γ ( Sn(L) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, åñëè äëÿ âñåõ α, β ∈ Sn(L)

âûïîëíåíî:
α ∨ β ∈ Γ ⇒ α ∈ Γ ∨ β ∈ Γ.

Ëåììà
Ïóñòü Γ ( Sn(L). Ìíîæåñòâî Γ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé òåîðèåé â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà th-ïàðà (Γ,Γ) ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒). Äîïóñòèì, ÷òî ïàðà (Γ,Γ) ïðîòèâîðå÷èâà.
Çàôèêñèðóåì α1, . . . , αn ∈ Γ è β1, . . . , βm 6∈ Γ, òàêèå ÷òî
`
∧
αi →

∨
βj . Òîãäà â ñèëó äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà îäíà èç

ôîðìóë βj äîëæíà ëåæàòü â Γ � ïðîòèâîðå÷èå.

(⇐). Ïóñòü Γ ` α. Åñëè áû α 6∈ Γ, òî th-ïàðà (Γ,Γ) áûëà áû
ïðîòèâîðå÷èâîé. Ïîëó÷àåì, ÷òî α ∈ Γ è ìíîæåñòâî Γ äåäóêòèâíî
çàìêíóòî.

Ïóñòü α ∨ β ∈ Γ. Åñëè áû α, β 6∈ Γ, òî èç òîãî, ÷òî
` (α ∨ β)→ (α ∨ β), ïîëó÷èëè áû ïðîòèâîðå÷èâîñòü ïàðû (Γ,Γ).
Çíà÷èò, α ∈ Γ èëè β ∈ Γ.
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Íàñûùåííîñòü è ëåììà î ðàñøèðåíèè

Îïðåäåëåíèå
th-ïàðà (Γ,Σ) â ñèãíàòóðå L íàçûâàåòñÿ íàñûùåííîé, åñëè:

1. ïàðà (Γ,Σ) íåïðîòèâîðå÷èâà,

2. Γ � ýòî ïðîñòàÿ òåîðèÿ,

3. äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ ∃xϕ(x), åñëè ∃xϕ(x) ∈ Γ, òî ϕ(c) ∈ Γ
äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c ∈ L.

th-ïàðà (Γ′,Σ′) ðàñøèðÿåò th-ïàðó (Γ,Σ), åñëè Γ ⊆ Γ′ è Σ ⊆ Σ′.

Ëåììà î ðàñøèðåíèè
Ïóñòü L � ñ÷¼òíàÿ ñèãíàòóðà, C � ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî íîâûõ

êîíñòàíò. Äëÿ ëþáîé íåïðîòèâîðå÷èâîé th-ïàðû (Γ,Σ) â ñèãíàòóðå L
ñóùåñòâóåò ðàñøèðÿþùàÿ å¼ íàñûùåííàÿ th-ïàðà (Γ′,Σ′) â ñèãíàòóðå
L(C) = L ∪ C.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ðàñøèðåíèè
Ôèêñèðóåì ñïèñîê (αs)s∈N âñåõ ïðåäëîæåíèé ñèãíàòóðû L(C).
Ïîñòðîèì ðàñøèðÿþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðîòèâîðå÷è-

âûõ th-ïàð (Γs,Σs)s∈N. Ïîëàãàåì (Γ0,Σ0) = (Γ,Σ).

Øàã s+ 1. Ñëó÷àé 1. Åñëè ïàðà (Γs,Σs ∪ {αs}) íåïðîòèâîðå÷èâà,
òî ïîëàãàåì (Γs+1,Σs+1) = (Γs, Σs ∪ {αs}).

Ñëó÷àé 2. Åñëè (Γs,Σs ∪ {αs}) ïðîòèâîðå÷èâà è αs íå èìååò âèä
∃xβ(x), òî ïîëàãàåì (Γs+1,Σs+1) = (Γs ∪ {αs}, Σs).

Ñëó÷àé 3. Åñëè (Γs,Σs ∪ {αs}) ïðîòèâîðå÷èâà è αs = ∃xβ(x), òî
ïîëàãàåì (Γs+1,Σs+1) = (Γs ∪ {αs, β(c)}, Σs) äëÿ ðàíåå
íå èñïîëüçîâàííîé êîíñòàíòû c ∈ C ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì.

Êàê îáû÷íî, çàäà¼ì (Γ′,Σ′) = (
⋃

s∈N Γs,
⋃

s∈N Σs). ßñíî, ÷òî
Γ′ ∪ Σ′ = Sn(L(C)) è ïàðà (Γ′,Σ′) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3
èç îïðåäåëåíèÿ íàñûùåííîñòè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü (Γ′,Σ′),
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ïàðà (Γs,Σs), s ∈ N,
íåïðîòèâîðå÷èâà.

Êîíñòðóêòèâíûå ìîäåëè äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ ïðåäèêàòíûõ ëîãèê. ×àñòü 2. 05.04.2024 12



Ïóñòü th-ïàðà (Γs,Σs) íåïðîòèâîðå÷èâà.

Â ñëó÷àå 2: Èìååì, ÷òî ïàðà (Γs, Σs ∪ {αs}) ïðîòèâîðå÷èâà.
Ôèêñèðóåì γ1, . . . , γn ∈ Γs è δ1, . . . , δm ∈ Σs, òàêèå ÷òî
`
∧
γi → (αs ∨

∨
δj).

Äîïóñòèì, ÷òî ïàðà (Γs+1,Σs+1) = (Γs ∪ {αs}, Σs)
ïðîòèâîðå÷èâà. Ôèêñèðóåì γ′1, . . . , γ

′
n′ ∈ Γs è δ

′
1, . . . , δ

′
m′ ∈ Σs, òàêèå

÷òî ` (αs ∧
∧
γ′k)→

∨
δ′`.

Òîãäà âûâîäèì, ÷òî

` (
∧
γi ∧

∧
γ′k)→ (

∨
δj ∨

∨
δ′`),

è ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðà (Γs,Σs) ïðîòèâîðå÷èâà. Ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Ïóñòü th-ïàðà (Γs,Σs) íåïðîòèâîðå÷èâà.

Â ñëó÷àå 3: Ôîðìóëà αs ðàâíà ∃xβ(x).

Êàê è ðàíåå, èìååì, ÷òî ïàðà (Γs, Σs ∪ {αs}) ïðîòèâîðå÷èâà.
Ôèêñèðóåì γ1, . . . , γn ∈ Γs è δ1, . . . , δm ∈ Σs, òàêèå ÷òî
`
∧
γi → (αs ∨

∨
δj).

Äîïóñòèì, ÷òî ïàðà (Γs+1,Σs+1) = (Γs ∪ {αs, β(c)}, Σs)
ïðîòèâîðå÷èâà. Ôèêñèðóåì γ′1, . . . , γ

′
n′ ∈ Γs è δ

′
1, . . . , δ

′
m′ ∈ Σs, òàêèå

÷òî ` (αs ∧ β(c) ∧
∧
γ′k)→

∨
δ′`.

Â ñèëó òîãî, ÷òî c íå âõîäèò â αs, γ
′
k, δ
′
`, ïîëó÷àåì, ÷òî

αs ∧
∧
γ′k ` β(y)→

∨
δ′`,

αs ∧
∧
γ′k ` ∃xβ(x)→

∨
δ′`.

Çíà÷èò, ïàðà (Γs ∪ {αs = ∃xβ(x)}, Σs) ïðîòèâîðå÷èâà, è âñ¼
ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 2.

Èòàê, ïàðà (Γ′,Σ′) = (Γ′,Γ′) ïîëíà, à çíà÷èò, Γ′ � ïðîñòàÿ
òåîðèÿ. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðà (Γ′,Σ′) íàñûùåííà.
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Ýôôåêòèâíàÿ âåðñèÿ ëåììû î ðàñøèðåíèè

Ñëåäñòâèå
Ïóñòü Γ � ðàçðåøèìàÿ òåîðèÿ, Σ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

ïðåäëîæåíèé, à th-ïàðà (Γ,Σ) â ñèãíàòóðå L íåïðîòèâîðå÷èâà. Òîãäà
ñóùåñòâóåò íàñûùåííàÿ th-ïàðà (Γ′,Σ′) â ñèãíàòóðå L(C),
ðàñøèðÿþùàÿ (Γ,Σ), òàêàÿ ÷òî ìíîæåñòâà Γ′ è Σ′ ðàçðåøèìû.

Êðîìå òîãî, (Γ′,Σ′) ñòðîèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî (èíäåêñàì äëÿ) L, C
è ïàðå (Γ,Σ).
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Ñóùåñòâîâàíèå ðàçðåøèìîé ìîäåëè Êðèïêå

Òåîðåìà 1 [IKN-98b]
Ïóñòü Γ � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ðàçðåøèìàÿ èíòóèöèîíèñòñêàÿ

òåîðèÿ. Òîãäà Γ èìååò àäåêâàòíóþ ðàçðåøèìóþ ìîäåëü Êðèïêå.

[IKN-98b] H. Ishihara, B. Khoussainov, A. Nerode, Computable Kripke models and

intermediate logics, Information and Computation, 143:2 (1998), 205�230.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Çàôèêñèðóåì áåñêîíå÷íûå âû÷èñëèìûå, ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà êîíñòàíò Ci, i ∈ ω.

Ïîëàãàåì L0 = L è Li+1 = Li ∪ Ci.

Âíà÷àëå îïðåäåëèì øêàëó Êðèïêå (W,≤, D).
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Îïðåäåëåíèå øêàëû Êðèïêå

Ïóñòü α0, α1, . . . , αn � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäëîæåíèé, òàêàÿ ÷òî:

I αi ∈ Sn(Li),

I êàæäîå αi èìååò âèä β → γ èëè ∀xβ(x).

Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü th-ïàð (Γs,Σs)s≤n. Ñ÷èòàåì, ÷òî
(Γ−1,Σ−1) = (Γ, {⊥}).

Øàã s. Åñëè (Γs−1,Σs−1) = (∅, ∅), òî ïîëàãàåì (Γs,Σs) = (∅, ∅).
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî Γs−1 6= ∅.

Åñëè ïàðà (Γs−1, {αs}) ïðîòèâîðå÷èâà, òî ïîëàãàåì
(Γs,Σs) = (∅, ∅).

Ïóñòü òåïåðü ïàðà (Γs−1, {αs}) íåïðîòèâîðå÷èâà.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü αs = β → γ. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðà
(Γs−1 ∪ {β}, {γ}) íåïðîòèâîðå÷èâà.

Ïðèìåíÿåì ýôôåêòèâíóþ ëåììó î ðàñøèðåíèè ê ïàðå
(Γs−1 ∪ {β}, {γ}), è äëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ th-ïàðû (Γ′,Σ′) ñèãíàòóðû
Ls+1 çàäà¼ì (Γs,Σs) = (Γ′,Σ′).
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Îïðåäåëåíèå øêàëû Êðèïêå
Ïàðà (Γs−1, {αs}) íåïðîòèâîðå÷èâà.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü αs = ∀xβ(x).
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êîíñòàíòû c ∈ Cs ïàðà (Γs−1, {β(c)})

íåïðîòèâîðå÷èâà.
Ïðèìåíÿåì ýôôåêòèâíóþ ëåììó î ðàñøèðåíèè ê ïàðå

(Γs−1, {β(c)}), è äëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ th-ïàðû (Γ′,Σ′) ñèãíàòóðû Ls+1

çàäà¼ì (Γs,Σs) = (Γ′,Σ′).

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α0, . . . , αn çàäà¼ì Γ(α0, . . . , αn) = Γn,
ãäå Γn � ýòî ìíîæåñòâî, âçÿòîå èç ïîñòðîåííîé âûøå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè th-ïàð (Γs,Σs)s≤n.

Îïðåäåëåíèå
Øêàëà (W,≤, D) çàäà¼òñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

I W = {(α0, . . . , αn) : Γ(α0, . . . , αn) 6= ∅},
I äëÿ ~α = (α0, . . . , αn) è ~β = (β0, . . . , βm) èìååì ~α ≤ ~β â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ~α åñòü íà÷àëüíûé ñåãìåíò ~β,

I D(α0, . . . , αn) = ìíîæåñòâî âñåõ êîíñòàíò ñèãíàòóðû Ln+1.
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Âû÷èñëèìîñòü äëÿ øêàëû

Îïðåäåëåíèå
Øêàëà (W,≤, D) çàäà¼òñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

I W = {(α0, . . . , αn) : Γ(α0, . . . , αn) 6= ∅},
I äëÿ ~α = (α0, . . . , αn) è ~β = (β0, . . . , βm) èìååì ~α ≤ ~β â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ~α åñòü íà÷àëüíûé ñåãìåíò ~β,

I D(α0, . . . , αn) = ìíîæåñòâî âñåõ êîíñòàíò ñèãíàòóðû Ln+1.

Ëåììà
Ñòðóêòóðà (W,≤) åñòü âû÷èñëèìûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê,

èçîìîðôíûé äèçúþíêòíîìó îáúåäèíåíèþ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà
áåñêîíå÷íî âåòâÿùèõñÿ äåðåâüåâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàòü áåñêîíå÷íîå âåòâëåíèå? Ôèêñèðóåì
ïðåäëîæåíèå βs 6∈ Γs−1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðà (Γs−1, {αs}) áûëà íåïðîòèâîðå÷èâà,
äîñòàòî÷íî âûáèðàòü

αs = ∀x(βs ∧ βs ∧ · · · ∧ βs︸ ︷︷ ︸
k ðàç

).
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Àäåêâàòíàÿ ìîäåëü Êðèïêå

Òåïåðü ìîäåëüM = (W,≤, D, V ) çàäà¼òñÿ ïî ïðàâèëó:

I Ïóñòü w = (α0, . . . , αn) ∈W è Γ̃ = Γ(α0, . . . , αn). Äëÿ P k ∈ L è
c1, . . . , ck ∈ D(w),

P (c1, . . . , ck) ∈ V (w) ⇔ P (c1, . . . , ck) ∈ Γ̃.

Ëåììà 1.1
Ïóñòü w = (α0, . . . , αn) ∈W è ψ � ïðåäëîæåíèå â ñèãíàòóðå äëÿ

ìèðà w. Òîãäà
w 
 ψ ⇔ ψ ∈ Γ(α0, . . . , αn).

Èç ëåììû 1.1 âûòåêàåò, ÷òîM � ýòî àäåêâàòíàÿ ðàçðåøèìàÿ
ìîäåëü äëÿ èñõîäíîé òåîðèè Γ. Â ñàìîì äåëå:

I Ïî ýôôåêòèâíîé ëåììå î ðàñøèðåíèè, äëÿ äàííûõ w è ψ
ìîæíî âû÷èñëèìî ïðîâåðèòü, âåðíî ëè ψ ∈ Γ(w).

I Åñëè ψ ∈ Γ, òî ψ ∈ Γ(w) äëÿ âñåõ ìèðîâ w.

I Åñëè ψ ∈ Sn(L) \ Γ, òî äëÿ α0 = ∀xψ èìååì ψ 6∈ Γ(α0).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1
Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ïðåäëîæåíèÿ ψ. Äëÿ ψ = ϕ ∨ θ,

ψ = ϕ ∧ θ è ψ = ∃xβ(x) íóæíûé øàã èíäóêöèè âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî
äëÿ êàæäîãî ìèðà w ∈W ïàðà (Γ(w),Σ(w)) íàñûùåííà.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ψ = ϕ→ θ.
Ïóñòü (ϕ→ θ) ∈ Γ(w). Åñëè v ≥ w è ϕ ∈ Γ(v), òî â ñèëó òîãî, ÷òî

Γ(w) ⊆ Γ(v), ïîëó÷àåì θ ∈ Γ(v). Çíà÷èò, w 
 ϕ→ θ.

Ïóñòü (ϕ→ θ) 6∈ Γ(w). Òîãäà ðàññìîòðèì ìèð
v0 = (w,ϕ→ θ) ∈W . Ïî ïîñòðîåíèþ èìååì ϕ ∈ Γ(v0) è θ 6∈ Γ(v0).
Çíà÷èò, w 6
 ϕ→ θ.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ψ = ¬ϕ.
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ψ = ∀xβ(x).
Ïóñòü ∀xβ(x) ∈ Γ(w). Åñëè v ≥ w è c ∈ D(v), òî â ñèëó òîãî, ÷òî

Γ(w) ⊆ Γ(v), ïîëó÷àåì ∀xβ(x) ∈ Γ(v) è β(c) ∈ Γ(v). Çíà÷èò,
w 
 ∀xβ(x).

Ïóñòü ∀xβ(x) 6∈ Γ(w). Òîãäà ðàññìîòðèì ìèð
v0 = (w,∀xβ(x)) ∈W . Ïî ïîñòðîåíèþ èìååì β(c) 6∈ Γ(v0) äëÿ
íåêîòîðîé êîíñòàíòû c. Çíà÷èò, w 6
 ∀xβ(x).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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II. Ðàçðåøèìûå ìîäåëè íàä ëîãèêîé CDL



Ëîãèêà ïîñòîÿííûõ îáëàñòåé CDL ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê
IPL ñõåìû

∀x(α(x) ∨ β)→ ∀xα(x) ∨ β,

ãäå x íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëó β.

Ëîãèêà CDL ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà øêàë ñ ïîñòîÿííûìè
îáëàñòÿìè, ò.å. øêàë (W,≤, D), òàêèõ ÷òî D(v) = D(w) äëÿ âñåõ
v, w ∈W .

Òåîðåìà 2 [IKN-98b]
Ëþáàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ðàçðåøèìàÿ òåîðèÿ Γ íàä ëîãèêîé CDL

èìååò àäåêâàòíóþ ðàçðåøèìóþ ìîäåëü Êðèïêå ñ ïîñòîÿííûìè
îáëàñòÿìè.

[IKN-98b] H. Ishihara, B. Khoussainov, A. Nerode, Computable Kripke models and

intermediate logics, Information and Computation, 143:2 (1998), 205�230.
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Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2

Ðàññìîòðèì th-ïàðó (Γ,Γ) â ñèãíàòóðå L.

Íàïîìíèì, ÷òî th-ïàðà (Γ,Γ) íàñûùåííà, åñëè (Γ,Γ)
íåïðîòèâîðå÷èâà è ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ ∃xϕ(x), åñëè
∃xϕ(x) ∈ Γ, òî ϕ(c) ∈ Γ äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c ∈ L.

Åñëè ïàðà (Γ,Γ) íàñûùåííà, òî Γ ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé
ñ äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.

Îïðåäåëåíèå
th-ïàðà (Γ,Γ) â ñèãíàòóðå L ïîëíà ïî Õåíêèíó, åñëè:

I (Γ,Γ) íàñûùåííà, è

I äëÿ ëþáîé ôîðìóëû α(x) ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x
âûïîëíåíî: åñëè α(c) ∈ Γ äëÿ âñåõ êîíñòàíò c ∈ L, òî
∀xα(x) ∈ Γ.
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Íîâàÿ ëåììà î ðàñøèðåíèè

Ëåììà î ðàñøèðåíèè II
Åñëè (Γ,Σ) � ýòî íåïðîòèâîðå÷èâàÿ th-ïàðà â ñèãíàòóðå L, òî

ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ïî Õåíêèíó th-ïàðà (Γ′,Σ′) â ñèãíàòóðå
LC = L ∪ C, ðàñøèðÿþùàÿ (Γ,Σ).

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Õîòèì äîáàâèòü ïðåäëîæåíèå αs+1 = ∀xβ(x) â
ïàðó (Γs,Σs). Åñëè (Γs, Σs ∪ {αs+1}) íåïðîòèâîðå÷èâà, òî
ïåðåõîäèì ê (Γs, Σs ∪ {αs+1, β(c)}) äëÿ ñâåæåé êîíñòàíòû c.

Èíà÷å ïåðåõîäèì ê (Γs ∪ {αs+1}, Σs).
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Íîâàÿ ëåììà î ðàñøèðåíèè

Ëåììà î ðàñøèðåíèè II äîïóñêàåò ýôôåêòèâíóþ âåðñèþ (â ñëó÷àå
ðàçðåøèìîãî Γ è êîíå÷íîãî Σ).

Êðîìå òîãî, íà ïîñòðîåííóþ òåîðèþ Γ′ ìîæíî íàëîæèòü
ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:

I Γ′ ñèëüíî óíèâåðñàëüíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ ïðåäëîæåíèÿ
∀xβ(x) ∈ Sn(LC) è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ∆ ⊂ Sn(LC) âåðíî:

(Γ′,∆ ∪ {∀xβ(x)}) íåïðîòèâîðå÷èâà ⇒ (Γ′,∆ ∪ {β(c)})
íåïðîòèâîðå÷èâà äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ LC .

I Γ′ ñèëüíî ýêçèñòåíöèàëüíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ ïðåäëîæåíèÿ
∃xβ(x) ∈ Sn(LC) è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ∆ ⊂ Sn(LC) âåðíî:

(Γ′ ∪ {∃xβ(x)},∆) íåïðîòèâîðå÷èâà ⇒ (Γ′ ∪ {β(c)},∆)

íåïðîòèâîðå÷èâà äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ LC .
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Ëåììà [Gabbay 1981, Ono 1983]
Ïóñòü (Γ′,Σ′) � th-ïàðà â ñèãíàòóðå LC , òàêàÿ ÷òî ìíîæåñòâî Γ′

ñèëüíî óíèâåðñàëüíî è ñèëüíî ýêçèñòåíöèàëüíî. Òîãäà (â ëîãèêå
CDL) äëÿ ëþáîãî α ∈ Sn(LC), ìíîæåñòâî Γ′ ∪ {α} òàêæå ñèëüíî
óíèâåðñàëüíî è ñèëüíî ýêçèñòåíöèàëüíî.

Çàìå÷àíèå. Ëîãèêà CDL èñïîëüçóåòñÿ çäåñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñèëüíîé óíèâåðñàëüíîñòè Γ′ ∪ {α}.

Ïðèìåíÿÿ íîâûå ëåììû, ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 1 ìîæíî
ïîñòðîèòü äëÿ äàííîé òåîðèè Γ å¼ ðàçðåøèìóþ àäåêâàòíóþ ìîäåëü
ÊðèïêåM = (W,≤, D, V ) ñ óñëîâèåì ïîñòîÿíñòâà îáëàñòåé.

(Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî ìèðà w ∈W åãî ñèãíàòóðà ðàâíà
LC = L ∪ C, à D(w) = C.)
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