
Îòäåë òåîðèè ÷èñåë: øòðèõè ê ãðóïïîâîìó ïîðòðåòó

Ñ.Â. Êîíÿãèí, Ì.À. Êîðîë¼â

(äîêëàä íà êîíôåðåíöèè ¾ÌÈÀÍ-90¿ 13 ìàÿ 2024 ãîäà)

§1. Ââåäåíèå.

Æåëàÿ õîòÿ áû âêðàòöå ðàññêàçàòü î äåÿòåëüíîñòè îòäåëà òåîðèè ÷èñåë Ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà çà ñîðîê ëåò, ïðîøåäøèå ñ åãî ïîëóâåêîâîãî þáèëåÿ, ìû
îêàçàëèñü ïåðåä íåïðîñòîé çàäà÷åé. Çà ìèíóâøèå ãîäû â ÷èñëå ñîòðóäíèêîâ îòäå-
ëà ïåðåáûâàëî ìíîãî âûäàþùèõñÿ ó÷¼íûõ, ÿðêèå è ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû êîòîðûõ
çàñëóæèëè ìèðîâîå ïðèçíàíèå. Ñâÿçàííûå óçêèìè âðåìåííûìè ðàìêàìè äîêëàäà,
ìû äîëæíû áûëè âûáðàòü èç ýòîé äðàãîöåííîé ðîññûïè íåñêîëüêî òåîðåì, â êîòî-
ðûõ, êàê ñâåò â êàïëå âîäû, îòðàçèëàñü áû âñÿ ìíîãîîáðàçíàÿ íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü
íàøåãî îòäåëà.

À.À. Êàðàöóáà (1966 ã.) Ñ.Ì. Âîðîíèí (1969 ã.)

Ñäåëàííûé íàìè âûáîð, êîíå÷íî, ñóáúåêòèâåí. Íàñêîëüêî îí óäà÷åí - ñóäèòü âàì.
Íî ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñâîþ çàäà÷ó âûïîëíåííîé, åñëè íàø êðàòêèé ðàññêàç çàðîíèò
ç¼ðíûøêè èíòåðåñà ê àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë ñðåäè ñëóøàòåëåé. Â ïåðâóþ
î÷åðåäü ýòî êàñàåòñÿ íàøèõ ìîëîäûõ êîëëåã - òåõ, äëÿ êîãî èìåíà Èâàíà Ìàòâååâè÷à
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Âèíîãðàäîâà, Àíàòîëèÿ Àëåêñååâè÷à Êàðàöóáû, Ñåðãåÿ Ìèõàéëîâè÷à Âîðîíèíà,
Ãåííàäèÿ Èâàíîâè÷à Àðõèïîâà, Àëåêñåÿ Ãåîðãèåâè÷à Ïîñòíèêîâà è äðóãèõ, çäåñü
íå íàçâàííûõ, ñòàëè óæå èñòîðèåé.

Â èòîãå ìû îñòàíîâèëè ñâîé âûáîð íà ÷åòûð¼õ ðåçóëüòàòàõ, äâà èç êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæàò ïðîôåññîðó Àíàòîëèþ Àëåêñååâè÷ó Êàðàöóáå (1937-2008), âîçãëàâëÿâøå-
ìó íàø îòäåë ñ 1984 ïî 2008 ãîäû, è åù¼ äâà - åãî ó÷åíèêó, ïðîôåññîðó Ñåðãåþ
Ìèõàéëîâè÷ó Âîðîíèíó (1946-1997). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñëîâî ¾ðåçóëüòàò¿ â
äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîíèìàòü ðàñøèðèòåëüíî, íå êàê äîêàçàòåëüñòâî òîãî èëè
èíîãî èçîëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ, à êàê ñîçäàíèå íîâîãî ìåòîäà â òåîðèè ÷èñåë,
êîòîðûé ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ïðîäâèæåíèÿ â öåëîì ðÿäå îòêðûòûõ ïðîáëåì.

§2. Íóëè ôóíêöèè Äýâåíïîðòà-Õåéëüáðîííà

Êëþ÷åâîé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë - äçåòà-ôóíêöèÿ
Ðèìàíà ζ(s) - îïðåäåëÿåòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè Re s > 1 êàê ñóììà áåñêîíå÷íîãî ðÿäà:

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1

ns
.

Â òîé æå îáëàñòè äçåòà-ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó Ýéëåðà:

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

(çäåñü p ïðîáåãàåò âñå ïîäðÿä èäóùèå ïðîñòûå ÷èñëà). Äçåòà-ôóíêöèÿ ìåðîìîðôíî
ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü è óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó
óðàâíåíèþ

ξ(s) = ξ(1− s), ãäå ξ(s) = s(s− 1)π−s/2Γ

(
s

2

)
ζ(s).

Îíà èìååò ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ s = −2,−4,−6, . . ., à òàêæå áåñêîíå÷íî ìíîãî
êîìïëåêñíûõ íóëåé ϱ = β + iγ, êîòîðûå ëåæàò â òàê íàçûâàåìîé ¾êðèòè÷åñêîé
ïîëîñå¿

0 ⩽ Re s ⩽ 1.

Äëÿ öåëîãî ðÿäà âîïðîñîâ òåîðèè ÷èñåë ïðèíöèïèàëüíî âàæíî çíàòü, êàê èìåí-
íî ðàñïðåäåëåíû â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå íóëè ϱ. Íàïðèìåð, äëÿ èçâåñòíîé ôóíêöèè
×åáûø¼âà ψ(x),

ψ(x) =
∑
p⩽x

ln p+
∑
p⩽

√
x

ln p+
∑

p⩽ 3√x

ln p+ . . .

èãðàþùåé âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë, ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ ¾ÿâíàÿ ôîðìóëà¿:

ψ(x) = x−
∑
ϱ

xϱ

ϱ
− 1

2
ln

(
1− 1

x2

)
− ζ ′(0)

ζ(0)
,
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â êîòîðîé ϱ ïðîáåãàåò âñ¼ ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ íóëåé ζ(s).
Ðèìàíîì áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âñå íóëè ϱ = β+iγ ëåæàò íà

òàê íàçûâàåìîé ¾êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé¿ Re s = 1
2
. Ýòà ïðîáëåìà, âêëþ÷¼ííàÿ â ñïè-

ñîê ¾çàäà÷ òûñÿ÷åëåòèÿ¿, îñòà¼òñÿ íåðåø¼ííîé ïî ñåé äåíü. Â òî æå âðåìÿ çà áîëåå
÷åì ïîëòîðà ñòîëåòèÿ, êîòîðûå ïðîøëè ñî âðåìåíè ïîÿâëåíèÿ ýïîõàëüíîãî ìåìóàðà
Ðèìàíà ¾Î ÷èñëå ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàþùèõ äàííîé âåëè÷èíû¿ (1859) íàøè
çíàíèÿ î íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè ñòàëè ñóùåñòâåííî áîãà÷å.

Ïóñòü N(T ) - ÷èñëî íóëåé ζ(s), ëåæàùèõ â ïðÿìîóãîëüíèêå êðèòè÷åñêîé ïîëîñû

0 < Re s < 1, 0 < Im s ⩽ T.

Åù¼ Ðèìàíó áûëî èçâåñòíî ñîîòíîøåíèå

N(T ) ∼ T

2π
ln
T

2π
− T

2π
, T → +∞.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç N0(T ) ÷èñëî íóëåé ζ(s), ëåæàùèõ íà îòðåçêå êðèòè÷åñêîé
ïðÿìîé

[
1
2
, 1
2
+ iT

]
, òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Àòëå Ñåëüáåðãà (1942) óòâåðæäàåò, ÷òî

N0(T ) ⩾ c ·N(T )

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé c. Äîïóñêàÿ èçâåñòíóþ âîëüíîñòü ðå÷è,
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ãèïîòåçà Ðèìàíà âåðíà äëÿ ¾ïîëîæèòåëüíîé äîëè¿ íóëåé ζ(s)
(â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà äîëÿ äîâåäåíà äî çíà÷åíèÿ c = 5/12 = 0.4166 . . .).

Äîêàçàòåëüñòâî Ñåëüáåðãà ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà íàëè÷èå ó äçåòà-ôóíêöèè
ýéëåðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à òàêæå íà ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå: åñëè âåùå-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ φ(u) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [t, t+h] è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó∣∣∣∣∫ t+h

t

φ(u)du

∣∣∣∣ < ∫ t+h

t

|φ(u)|du,

òî φ(u) èìååò íà òàêîì îòðåçêå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà.
×òîáû ¾íàùóïàòü¿ ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì ãèïîòåçà Ðèìàíà äîëæíà áûòü âåðíîé,

ìàòåìàòèêè ñòàëè èçó÷àòü êëàññû ôóíêöèé, âî ìíîãîì ïîõîæèõ íà ζ(s), íî èìåþùèõ
îò íå¼ è íåêîòîðûå îòëè÷èÿ. Â ÷èñëå íàèáîëåå ¾áëèçêèõ¿ ê äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà
- òàê íàçûâàåìûå L-ôóíêöèè Äèðèõëå:

L(s;χ) =
+∞∑
n=1

χ(n)

ns
, χ− õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ q.

Êàæäàÿ èç íèõ ðàçëàãàåòñÿ â ýéëåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå è óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèî-
íàëüíîìó óðàâíåíèþ ¾ðèìàíîâà òèïà¿. Ïî âñåé âèäèìîñòè, äëÿ âñåõ ôóíêöèé L(s;χ)
ñïðàâåäëèâ àíàëîã ãèïîòåçû Ðèìàíà.

Â 1936 ã. Ãàðîëüä Äýâåíïîðò è Õàíñ Õåéëüáðîíí îáíàðóæèëè êëàññ ôóíêöèé, âî
ìíîãîì ïîõîæèõ íà ζ(s), äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà Ðèìàíà çàâåäîìî íåâåðíà. Ñëåäóÿ
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èõ ðàáîòàì, Ýäâàðä Òèò÷ìàðø ðàññìîòðåë ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ L-
ôóíêöèé Äèðèõëå:

g(s) = c1L(s;χ1) + c2L(s;χ2).

Çäåñü χ1 - íåãëàâíûé õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ 5, òàêîé, ÷òî

χ1(1) = 1, χ1(2) = i, χ1(3) = −i, χ1(4) = −1, χ1(5) = 0, χ1(n+ 5) = χ1(n),

χ2 = χ1 - ñîïðÿæ¼ííûé åìó õàðàêòåð, à ïîñòîÿííûå c1 è c2 = c1 ïîäîáðàíû òàê,
÷òîáû g(s) óäîâëåòâîðÿëà ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ ðèìàíîâà òèïà

ξ1(s) = ξ1(1− s), ξ1(s) =

(
π

5

)−s/2

Γ

(
s+ 1

2

)
g(s).

Ïî òðàäèöèè, çà g(s) çàêðåïèëîñü íå âïîëíå êîððåêòíîå ñ èñòîðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
íàçâàíèå ¾ôóíêöèè Äýâåíïîðòà-Õåéëüáðîííà¿. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî g(s) èìååò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî íóëåé â îáëàñòè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ñâîåãî ðÿäà Äèðèõëå, ò.å. â
ïîëóïëîñêîñòè Re s > 1. ×òî æå îòëè÷àåò ôóíêöèþ Äýâåíïîðòà-Õåéëüáðîííà îò
ζ(s)? Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî g(s) íå îáëàäàåò ýéëåðîâñêèì ïðî-
èçâåäåíèåì.

Åñëè N∗(T ) - ÷èñëî íóëåé g(s), îðäèíàòà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò T , òî

N∗(T ) ∼ T

2π
lnT, T → +∞.

Íî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î íóëÿõ g(s), ëåæàùèõ íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé? Äàæå åñëè
ãèïîòåçà Ðèìàíà âåðíà äëÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ L(s, χ1), L(s, χ2), îíà íè÷åãî íå
ïîçâîëÿåò ñêàçàòü î íóëÿõ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Òåì íå ìåíåå îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðÿìàÿ Re s = 1

2
îñòà¼òñÿ ¾èñêëþ÷èòåëüíûì ìíîæåñòâîì¿ è äëÿ g(s). Òàê,

Ñ.Ì. Âîðîíèí äîêàçàë, ÷òî íà îòðåçêå
[
1
2
, 1
2
+iT

]
ôóíêöèÿ Äýâåíïîðòà-Õåéëüáðîííà

èìååò íå ìåíåå

T · f(T ), f(T ) = exp
(

1
40

√
ln ln ln lnT

)
íóëåé.

Çàìåíèòü â ýòîé îöåíêå ìíîæèòåëü ïðè T (ðàñòóùèé êðàéíå ìåäëåííî) äðóãîé
ôóíêöèåé, ñêàæåì, ñòåïåíüþ ëîãàðèôìà, êàçàëîñü íåïîñèëüíîé çàäà÷åé: ðàññóæäå-
íèÿ Ñåëüáåðãà â ÷èñòîì âèäå çäåñü íå ãîäèëèñü, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ñóùåñòâåííûì
áûëî íàëè÷èå ó äçåòà-ôóíêöèè ýéëåðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðûì g(s) íå îáëà-
äàåò.

Òåì íå ìåíåå, Àíàòîëèé Àëåêñååâè÷ íàø¼ë âûõîä èç ïîëîæåíèÿ è äîêàçàë ñîîò-
âåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò ñ f(T ) = (lnT )0.5−ε, ãäå ε ñêîëü óãîäíî ìàëî. Îäíèì èç äâóõ
êëþ÷åâûõ ñîîáðàæåíèé ñòàëî ñëåäóþùåå çàìå÷àòåëüíîå íàáëþäåíèå. Õîòÿ ó g(s)
íåò ýéëåðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ó ýéëåðîâñêèõ ïðîèçâåäåíèé ñëàãàåìûõ ëèíåéíîé
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êîìáèíàöèè

L(s, χ1) =
∏

p≡1 (mod 5)

(
1− 1

ps

)−1 ∏
p≡2 (mod 5)

(
1− i

ps

)−1

×
∏

p≡3 (mod 5)

(
1 +

i

ps

)−1 ∏
p≡4 (mod 5)

(
1 +

1

ps

)−1

,

L(s, χ2) =
∏

p≡1 (mod 5)

(
1− 1

ps

)−1 ∏
p≡2 (mod 5)

(
1 +

i

ps

)−1

×
∏

p≡3 (mod 5)

(
1− i

ps

)−1 ∏
p≡4 (mod 5)

(
1 +

1

ps

)−1

èìååòñÿ îáùèé ìíîæèòåëü∏
p≡1 (mod 5)

(
1− 1

ps

)−1 ∏
p≡4 (mod 5)

(
1 +

1

ps

)−1

.

Â íåãî ïîïàäàåò àñèìïòîòè÷åñêè ïîëîâèíà âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, è èìåííî ýòèì îáúÿñ-
íÿåòñÿ ïîÿâëåíèå â ñòåïåíè ëîãàðèôìà ïîêàçàòåëÿ 0.5. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
- íàëè÷èå îáùåãî ìíîæèòåëÿ - ïîçâîëèëî ïðèìåíèòü â ýòîé çàäà÷å ðàññóæäåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî èñïîëüçîâàë Ñåëüáåðã.

Äðóãèì êëþ÷åâûì ñîîáðàæåíèåì ÿâèëàñü èäåÿ èçó÷àòü èíòåãðàëû∣∣∣∣∫ t+h

t

φ(u)du

∣∣∣∣α, (∫ t+h

t

|φ(u)|du
)α

, 0 < t < T

(ãäå âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ φ(u) íåêîòîðûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ g(0.5+iu)) ïðè î÷åíü
ìàëûõ α = α(T ) → 0.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïðîèçâ¼ë ñåíñàöèþ â òåîðèè ÷èñåë. Îí ñòàë òåìîé äîêëàäà Àíà-
òîëèÿ Àëåêñååâè÷à íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè â Àìàëüôè (Èòàëèÿ, ñåíòÿáðü
1989). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïåðâóþ ñòàòüþ ñ äîêàçàòåëüñòâîì ýòîé òåîðåìû
Àíàòîëèé Àëåêñååâè÷ íà÷àë ïèñàòü ëåòîì 1989 ã. íà Ïàìèðå, íà ïîëÿíå Ìîñêâèíà
âî âðåìÿ î÷åðåäíîãî âîñõîæäåíèÿ â ãîðû. Òåîðåìà À.À. Êàðàöóáû î íóëÿõ ôóíê-
öèè Äýâåíïîðòà-Õåéëüáðîííà ñòèìóëèðîâàëà èíòåðåñ ê ýòîé òåìàòèêå è ïîñëóæèëà
îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ öåëîãî ðÿäà ðàáîò êàê â íàøåé ñòðàíå, òàê è çà ðóáåæîì.

§3. Îöåíêè êîðîòêèõ ñóìì Êëîîñòåðìàíà

Âòîðîé ðåçóëüòàò, î êîòîðîì ìû áû õîòåëè óïîìÿíóòü, òàêæå ïðèíàäëåæèò Àíà-
òîëèþ Àëåêñååâè÷ó. Â ýòîì ðàçäåëå ðå÷ü ïîéä¼ò î ñîçäàííîì èì ìåòîäå îöåíîê êî-
ðîòêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñïåöèàëüíîãî âèäà.
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Ïóñòü q ⩾ 3 - öåëîå ÷èñëî. Äëÿ öåëîãî n, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ q, ÷åðåç n∗ ñòàíåì
îáîçíà÷àòü îáðàòíûé âû÷åò ïî ìîäóëþ q:

nn∗ ≡ 1 (mod q).

Â 1920-å ã. äàòñêèé ìàòåìàòèê Õåíäðèê Äàóâå Êëîîñòåðìàí, èññëåäóÿ êîëè÷åñòâî
ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

Ax2 +By2 + Cz2 +Dt2, ãäå A,B,C,D ⩾ 1− öåëûå,

ïðèø¼ë ê çàäà÷å îöåíêè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì âèäà

S = S(q;N) =
∑
n⩽N

(n,q)=1

exp

(
2πi

q
(an∗ + bn)

)
,

ãäå a, b - öåëûå ÷èñëà, (a, q) = 1, 1 < N ⩽ q. Òàêàÿ ñóììà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè
N = q, è íåïîëíîé, åñëè 1 < N < q.

Òðèâèàëüíîé îöåíêîé S ñëóæèò ÷èñëî ñëàãàåìûõ: |S| ⩽ N . ×òî ìîæíî ñêàçàòü î
íåòðèâèàëüíûõ îöåíêàõ S? Âî-ïåðâûõ, îöåíêè íåïîëíûõ ìîæíî âûâîäèòü (ñ íåêî-
òîðîé ïîòåðåé òî÷íîñòè) èç îöåíîê ïîëíûõ ñóìì. Âî-âòîðûõ, ¾ñàìûì ñëîæíûì¿
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìîäóëü q - ïðîñòîå ÷èñëî: q = p. Êëîîñòåðìàí ïîêàçàë, ÷òî∣∣∣∣p−1∑

n=1

exp

(
2πi

p
(an∗ + bn)

)∣∣∣∣ ⩽ 31/4p3/4.

Ýòîò ðåçóëüòàò äà¼ò âîçìîæíîñòü íåòðèâèàëüíî îöåíèòü â îáùåì ñëó÷àå íåïîëíóþ
ñóììó S(q;N) ïðè ÷èñëå ñëàãàåìûõ

q3/4+ε ≪ N ⩽ q.

Îöåíêà Êëîîñòåðìàíà âïîñëåäñòâèè óòî÷íÿëàñü. Çíàìåíàòåëüíîé âåõîé íà ýòîì ïó-
òè ÿâèëàñü êëàññè÷åñêàÿ ðàáîòà Àíäðå Âåéëÿ (1948), ñëåäñòâèåì êîòîðîé ñòàëà, â
÷àñòíîñòè, íåóëó÷øàåìàÿ îöåíêà ïîëíîé ñóììû∣∣∣∣p−1∑

n=1

exp

(
2πi

p
(an∗ + bn)

)∣∣∣∣ ⩽ 2
√
p.

Îíà äàëà âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü íåïîëíûå ñóììû Êëîîñòåðìàíà ñ ÷èñëîì ñëàãà-
åìûõ N ⩾ q1/2+ε. Îäíàêî ïðè N ⩽

√
q ê îöåíêå íåïîëíîé ñóììû S(q;N) â îáùåì

ñëó÷àå íå áûëî íèêàêèõ ïîäõîäîâ.
Â 1993 ã. À.À. Êàðàöóáà ñîçäàë íîâûé ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëèë óëàâëèâàòü îñ-

öèëëÿöèþ â ñóììàõ ôàíòàñòè÷åñêè ìàëîé äëèíû, à èìåííî óæå ïðè N ≍ qε, ãäå
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ε > 0 - ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ ïîñòîÿííàÿ. Áîëåå òîãî, ðàçâèòèå ìåòîäà Êàðàöóáû ïîç-
âîëèëî ïîëó÷àòü íåòðèâèàëüíûå îöåíêè òàêèõ ñóìì è â ñëó÷àå, êîãäà ε = ε(q) → 0
ïðè âîçðàñòàíèè q, íàïðèìåð, ïðè

N ≍ exp
{
(ln q)α

}
, ãäå 2

3
< α < 1.

Â îñíîâå ìåòîäà Êàðàöóáû ëåæàëî ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷-
íîå ñðàâíåíèå

n∗
1 + n∗

2 + . . .+ n∗
k ≡ n∗

k+1 + n∗
k+2 + . . .+ n∗

2k (mod q),

ãäå ïåðåìåííûå nj ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà (N, 2N ]. Åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç Jq(N) ÷èñëî åãî ðåøåíèé, òî î÷åâèäíû íåðàâåíñòâà

Nk ⩽ Jq(N) ⩽ N2k−1.

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè N äîñòàòî÷íî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ q, cêàæåì, N ⩽ 1
4
q1/(2k−1),

òàêîå ñðàâíåíèå èìååò ¾ìàëî¿ ðåøåíèé:

Jq(N) ⩽ c(k)Nk(lnN)4k
2

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâî

1

q

q∑
a=1

exp

(
2πiam

q

)
=

{
1, åñëè m ≡ 0 (mod q),

0, èíà÷å,

ïîçâîëÿåò çàïèñàòü Jq(N) êàê

1

q

q∑
a=1

∑
N<n1,...,n2k⩽2N

exp

(
2πia

q

(
n∗
1 + . . .− n∗

2k

))
=

1

q

q∑
a=1

∣∣∣∣ ∑
N<n⩽2N

exp

(
2πian∗

q

)∣∣∣∣2k,
ò.å. êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå 2k-é ñòåïåíè ìîäóëÿ êîðîòêîé ñóììû Êëîîñòåðìàíà.

Ïî÷¼òíîå ìåñòî â íàó÷íîì òâîð÷åñòâå Àíàòîëèÿ Àëåêñååâè÷à çàíèìàëà äðóãàÿ
òåîðåìà î ñðåäíåì - òåîðåìà È.Ì. Âèíîãðàäîâà îá îöåíêå Jk,r(P ) ÷èñëà ðåøåíèé
ñèñòåìû äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

xs1 + xs2 + . . .+ xsk = ys1 + ys2 + . . .+ ysk, s = 1, 2, . . . , r, 0 < xj, yj ⩽ P.

Îäíèì èç å¼ ñëåäñòâèé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ò.í. ¾äçåòîâîé ñóììû¿∑
N<n⩽2N

nit

è ñîâðåìåííàÿ ãðàíèöà íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà:

ζ(β + iγ) = 0 ⇒ β ⩽ 1− c

(ln |γ|)2/3+ε
.
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Áëåñòÿùå âëàäåÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåõíèêîé, À.À. Êàðàöóáà âûâåë èç ñâîåé òåîðå-
ìû î ñðåäíåì îöåíêó ∣∣∣∣∑

n⩽N

exp

(
2πi

p
(an∗ + bn)

)∣∣∣∣ ≪ N

(ln p)c
,

ñïðàâåäëèâóþ óæå ïðè N ≍ pε. Ïîñòîÿííàÿ c èçíà÷àëüíî çàâèñåëà îò ε è áûëà
î÷åíü ìàëåíüêîé. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä Êàðàöóáû â ïðèíöèïå íå ìîæåò äàòü â òà-
êîé çàäà÷å ïîíèæåíèÿ ëó÷øåãî, ÷åì (ln p)−1. Òåì íå ìåíåå, ýòîò ìåòîä ñðàçó íàø¼ë
øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Â èõ ÷èñ-
ëå - ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí an∗ + bn â ïîëíîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ q, êî-
ãäà n ïðîáåãàåò êîðîòêèé ïðîìåæóòîê, óòî÷íåíèå íåðàâåíñòâà Áðóíà-Òèò÷ìàðøà,
ðàñïðåäåëåíèå áåñêâàäðàòíûõ ÷èñåë â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ, ðàñïðåäåëåíèå
ïðîñòûõ â ¾ðåäêèõ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ è ïð.

§4. Òåîðåìû Âîðîíèíà î äèôôåðåíöèàëüíîé íåçàâèñèìîñòè è óíèâåð-

ñàëüíîñòè äçåòà-ôóíêöèè

Óïîìÿíóòóþ âûøå ãèïîòåçó Ðèìàíà î íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè ìîæíî ðàññìîòðåòü
â íåñêîëüêî èíîì, áîëåå îáùåì êîíòåêñòå, à èìåííî: êàê ðàñïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ζ(s)
ïðè èçìåíåíèè ïåðåìåííîé s = σ + it â íåêîòîðîé îáëàñòè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè? Ïåðâûì, êòî ñòàë ðàññìàòðèâàòü ïîäîáíûå çàäà÷è, áûë, ïî-âèäèìîìó, äàòñêèé
ìàòåìàòèê è ôóòáîëèñò Õàðàëüä Áîð, áðàò èçâåñòíîãî ôèçèêà. Åìó ïðèíàäëåæèò,
â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (1914): ïóñòü 1

2
< σ ⩽ 1 - ïðîèçâîëüíîå ôèê-

ñèðîâàííîå ÷èñëî. Òîãäà êðèâàÿ γ(t) = ζ(σ + it), t ∈ (−∞,+∞) âñþäó ïëîòíà â
C.

Ñ.Ì. Âîðîíèí â ñâîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè, çàùèù¼ííîé â ÌÈÀÍ â 1972
ã., äîêàçàë ãîðàçäî áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò: ïðè ëþáîì n ⩾ 2 êðèâàÿ

V (t) =
(
ζ(σ + it), ζ ′(σ + it), ζ ′′(σ + it), . . . , ζ(n−1)(σ + it))

)
, −∞ < t < +∞

âñþäó ïëîòíà â Cn. Åãî ñëåäñòâèåì ÿâèëàñü çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà î äèôôåðåíöè-
àëüíîé íåçàâèñèìîñòè äçåòà-ôóíêöèè. Èìåííî, ζ(s) íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü íèêà-
êîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà

smFm(y, y
′, . . . , y(n−1)) + . . .+ F0(y, y

′, . . . , y(n−1)) = 0, y = y(s),

ãäå F0, . . . , Fm - íåïðåðûâíûå íà Cn ôóíêöèè, íå âñå òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ.
Äðóãîé âåðøèíîé òâîð÷åñòâà Ñåðãåÿ Ìèõàéëîâè÷à ñòàëî îòêðûòèå èì ¾ñâîéñòâà

óíèâåðñàëüíîñòè¿. Îíî âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èç
äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ìîæíî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïðèáëèçèòü ¾âåð-
òèêàëüíûìè ñäâèãàìè¿ ζ(s). Ñòðîãàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Âîðîíèíà òàêîâà:

Ïóñòü F (s) - ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè |s| < r < 1
4
. Åñëè

F (s) íåïðåðûâíà âïëîòü äî ãðàíèöû êðóãà |s| ⩽ r è íå èìååò âíóòðè êðóãà íóëåé,
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òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ t > 0 òàêîå, ÷òî

max
|s|⩽r

∣∣F (s)− ζ
(
s+ 3

4
+ it

)∣∣ < ε.

Ýòîò ðåçóëüòàò âîø¼ë â äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ Ñåðãåÿ Ìèõàéëîâè÷à ¾Àíàëèòè-
÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé Äèðèõëå àðèôìåòè÷åñêèõ îáúåêòîâ¿, êîòî-
ðóþ îí çàùèòèë â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå 20 îêòÿáðÿ 1977 ãîäà. Îáà óòâåðæäå-
íèÿ áûëè ïåðåíåñåíû Ñ.Ì. Âîðîíèíûì è åãî ìíîãî÷èñëåííûìè ïîñëåäîâàòåëÿìè
íà øèðîêèå êëàññû ôóíêöèé è îáîáùåíû â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ýòè òåîðåìû
ïîëó÷èëè øèðîêèé ðåçîíàíñ è ñòàëè îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ öåëîé ñåðèè ðàáîò. Èñ-
ñëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ óíèâåðñàëüíîñòüþ äçåòà-ôóíêöèè è å¼ ìíîãî÷èñëåííûõ
îáîáùåíèé, àêòèâíî ïðîäîëæàþòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.
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