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�1. Òåîðåìà Ðîòà äëÿ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü N ⩾ k ≥ 3� íàòóðàëüíûå ÷èñëà. ×åðåç αk(N) îáîçíà÷èì ìàê-
ñèìóì îòíîøåíèÿ |A|/N , ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ìíîæåñòâàì A ⊂
{1, . . . , N}, íå ñîäåðæàùèì íåïîñòîÿííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé
äëèíû k. Erd�os è Turan ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì k ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
N→∞

αk(N) = 0.

Ïåðâûé ïðîðûâ ñäåëàë Roth, äîêàçàâøèé ãèïîòåçó äëÿ k = 3. Îí óñòà-
íîâèë, ÷òî

α3(N) = O(1/ log logN).

Behrend ïî÷òè 80 ëåò íàçàä ïîëó÷èë íèæíþþ îöåíêó äëÿ α3(N):

α3(N) ⩾ exp(−c
√

logN). (1)

Ñ òåõ ïîð îíà ïî ñóùåñòâó íå óëó÷øàëàñü è, ñêîðåå âñåãî, ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíîé. Ïîëó÷åíèåì îöåíîê ñâåðõó çàíèìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòè-
êè, âêëþ÷àÿ òàêèõ âûäàþùèõñÿ, êàê Heath-Brown, Szemer�edi, Bourgain.
Äî íåäàâíåãî âðåìåíè áûëè èçâåñòíû ëîãàðèôìè÷åñêèå îöåíêè òèïà

α3(N) ⩽ (logN)−c+o(1).

Ïðè ýòîì çíà÷åíèå âåëè÷èíû c íåîäíîêðàòíî óëó÷øàëîñü. Íî ëîãàðèô-
ìè÷åñêèå îöåíêè áûëè î÷åíü äàëåêè îò íèæíåé îöåíêè (1).

Â ðàáîòå È.Ä. Øêðåäîâà [Shk2] (ñîàâòîð� Schoen) óêàçàí íîâûé ðó-
áåæ, ñ êîòîðîãî ìîæíî àòàêîâàòü ïðîáëåìó ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê
äëÿ α3(N), ïðèáëèæàþùèõñÿ ê (1). Âåëè÷èíó α3(N) ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ |A|/N , ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ìíîæå-
ñòâàì A ⊂ {1, . . . , N}, íå ñîäåðæàùèõ òðîåê ðàçëè÷íûõ ÷èñåë x1, x2, y
òàêèõ, ÷òî x1 + x2 = 2y. Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî k ⩾ 2 ìîæíî îïðå-
äåëèòü γk(N) êàê ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ |A|/N , ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì ìíîæåñòâàì A ⊂ {1, . . . , N}, íå ñîäåðæàùèõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë
x1, . . . , xk, y òàêèõ, ÷òî x1+ · · ·+xk = ky. Òàêèì îáðàçîì, γ2(N) = α3(N).
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Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ëþáîãî k ⩾ 2 è äëÿ áîëüøèõ N âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî αk+1(N) ⩽ αk(N). Òåì íå ìåíåå äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k
âûïîëíåí àíàëîã íåðàâåíñòâà (1) ñ çàìåíîé α3 íà γk. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà
c > 0 çàâèñèò îò k.

Â [Shk2] àâòîðû óñòàíàâëèâàþò îöåíêó ñóáñòåïåííîãî òèïà, ïðèáëè-
æàþùóþñÿ ê íèæíåé îöåíêå òèïà (1) äëÿ γk(N). Îíè ïîêàçàëè, ÷òî

γ5(N) ⩽ exp(−c(logN/ log logN)1/6) (N ≥ 3).

Òðóäíàÿ ìíîãîëåòíÿÿ ðàáîòà ïî óëó÷øåíèþ âåðõíèõ îöåíîê âåëè÷è-
íû α3(N) ïðèâåëà ê óñïåõó: Kelly è Meka óñòàíîâèëè ñóáñòåïåííóþ îöåí-
êó! Íàèëó÷øèé èçâåñòíûé äîêëàä÷èêó ðåçóëüòàò

α3(N) ⩽ exp(−c(logN)1/9)

ïîëó÷èëè Bloom è Sisask.

�2. Óäâîåíèå è ýíåðãèÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü A,B� ïîäìíîæåñòâà àáåëåâîé ãðóïïû. Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
èõ ñóììó è ðàçíîñòü:

A±B = {a± b :] a ∈ A, b ∈ B}.

Ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû àáåëåâîé ãðóïïû ìîæíî îïðå-
äåëÿòü è äðóãèå îïåðàöèè. Òàê, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, òî ìîæíî
îïðåäåëèòü è ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ AB. Â äàííîé ñåêöèè íàñ áóäåò
èíòåðåñîâàòü AA, ãäå A ⊂ R, 0 < |A| < ∞. Ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêè

2|A| − 1 ⩽ |A+ A| ⩽ |A|(|A|+ 1)/2. (2)

Îáà íåðàâåíñòâà òî÷íûå, ïðè÷åì ëåâîå äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà A îáðàçóåò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A îïðåäåëèì åãî ýíåðãèþ

E(A) = |{(a1, a2, a3, a4) ∈ A : a1 + a2 = a3 + a4 }|.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
2|A|2 − |A| ⩽ E(A) ⩽ |A|3.

Îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû. Äëÿ ïîäìíîæåñòâ A ⊂
R âåðõíþþ îöåíêó ìîæíî óòî÷íèòü, íî ïîðÿäîê |A|3 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëü-
íûì.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî |A+ A| è E(A) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

|A+ A| ⩾ |A|4/E(A).

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ E(A) âëå÷åò íåòðè-
âèàëüíóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ |A+ A|.

Ìíîæåñòâî A = {a1 < · · · < aN} íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè
ai+1 − ai > ai − ai−1, i = 2, . . . , N − 1. Òàêèå ìíîæåñòâà î÷åíü íåïîõîæè
íà àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè, òàê ÷òî åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
äëÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ A ýíåðãèÿ íàìíîãî ìåíüøå |A|3 è, ñëåäîâàòåëü-
íî, |A + A| íàìíîãî áîëüøå |A|. Òàê îíî è îêàçàëîñü. Ãàðàåâ è äîêëàä-
÷èê íåçàâèñèìî ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

E(A) ⩽ C|A|5/2.
Ñëåäîâàòåëüíî,

|A+ A| ⩾ c|A|3/2 (c > 0). (3)

Íåðàâåíñòâî (3) äîâîëüíî ïðîñòîå, åãî ìîæíî äîêàçûâàòü ðàçëè÷íû-
ìè ñïîñîáàìè. Íî óëó÷øèòü åãî î÷åíü òðóäíî, äëÿ ýòîãî òðåáóþòñÿ íîâûå
èäåè. Òàêîå óëó÷øåíèå ñäåëàëè Schoen è Øêðåäîâ [Shk3]. Îíè äîêàçàëè,
÷òî

|A+ A| ⩾ c|A|14/9(log−2/3 |A|) (|A| ⩾ 2).

Ðàáîòà [Shk3] õàðàêòåðíà äëÿ È. Ä. Øêðåäîâà. Îí ðàññìàòðèâàåò
çàäà÷è, â êîòîðûõ èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ îöåíêà, êîòîðóþ òðóäíî óëó÷-
øèòü. È ÷àñòî íàõîäèò ïóòü äëÿ óëó÷øåíèÿ! Òàêèå ðàáîòû È. Ä. Øêðå-
äîâà îáû÷íî âûçûâàþò âîçðîæäåíèå èëè ðîñò èíòåðåñà êîëëåã ê ýòèì
çàäà÷àì.

Êîíå÷íî, çàäà÷è îá îöåíêàõ ýíåðãèè èëè ìîùíîñòè óäâîåíèÿ âûïóê-
ëîãî ìíîæåñòâà îòíîñÿòñÿ ê àääèòèâíîé êîìáèíàòîðèêå. Â òî æå âðåìÿ
îíè ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè îá îöåíêå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì è íîðì òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Íå óäèâèòåëüíî, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷ âîç-
íèêëà èç ðàáîò Àíàòîëèÿ Àëåêñååâè÷à Êàðàöóáû è Ñåðãåÿ Âèêòîðîâè÷à
Áî÷êàðåâà.

�3. Ïðîáëåìà ñóìì è ïðîèçâåäåíèé â ïîëÿõ ïðîñòîãî ïîðÿä-

êà.

Íàïîìíèì, ÷òî Erd�os è Szemer�edi ïîñòàâèëè ñòàâøóþ çíàìåíèòîé
ïðîáëåìó î ñóììàõ è ïðîèçâåäåíèÿõ. Ïóñòü A ⊂ R� êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî è ε > 0. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

max(|A+ A|, |AA|) ⩾ C(ε)|A|2−ε.
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Ïðîáëåìà îñòàåòñÿ äàëåêîé îò ñâîåãî ðåøåíèÿ. Â ðÿäå ðàáîò ïîëó÷åíû
îöåíêè âèäà

max(|A+ A|, |AA|) ⩾ c(γ)|A|1+γ (4)

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé γ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ (4) äîêàçàíî äëÿ íåêîòî-
ðîãî γ > 1/3.

Ïðîáëåìà ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå òðóäíîé, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîäìíî-
æåñòâà A ïîëÿ Fp, ãäå p� ïðîñòîå ÷èñëî. Îòìåòèì, ÷òî ñàìà ïîñòàíîâêà
çàäà÷è òðåáóåò îïðåäåëåííîé êîððåêöèè. Åñëè |A| áëèçêî ê p, òî ìîùíî-
ñòè ìíîæåñòâ A+A è AA íå ìîãóò áûòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå |A|. Ïîýòîìó
âîïðîñ äîëæåí ñòàâèòüñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî |A| íàìíîãî ìåíüøå p.
Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé áûë íàéäåí ðÿä ðàçëè÷íûõ äîêàçà-
òåëüñòâ íåðàâåíñòâ âèäà (4) äëÿ ìíîæåñòâ A ⊂ R, íî íè îäíî èç íèõ
íå ïåðåíîñèëîñü íà ïîäìíîæåñòâà ïîëÿ Fp. Ïðîðûâ ñîâåðøèëè Bourgain,
Katz, Tao. Îíè äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1/2) ñóùåñòâóþò γ > 0
è c(ε) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Fp, óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèþ

pε ⩽ |A| ⩽ p1−ε,

âûïîëíåíî (4) ñ çàìåíîé c(γ) íà c(ε).
Ýòà ðàáîòà ñòàëà íà÷àëîì íîâîãî ïëîäîòâîðíîãî íàïðàâëåíèÿ òåîðèè

÷èñåë, ðàçâèâàåìîãî Bourgain'îì è äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè. Çà ýòè ðàáî-
òû Bourgain áûë óäîñòîåí Shaw Prize.

Bourgain, Ãëèáè÷óê, Êîíÿãèí, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ñ.À. Ñòåïàíîâà, äîêà-
çàëè ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò î ñóììàõ è ïðîèçâåäåíèÿõ áåç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ pε ⩽ |A|. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò àáñîëþòíûå ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû γ è c òàêèå, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ Fp, |A| <

√
p, âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (4) ñ c(γ) = c. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ ýôôåêòèâíî, òàê
÷òî îíî â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò íàéòè ÿâíîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû γ. Ìû
ýòîãî íå ïûòàëèñü äåëàòü, òàê êàê ýòî çíà÷åíèå ïîëó÷èëîñü áû ñëèøêîì
ìàëûì.

Èñïîëüçîâàâ ðÿä èíòåðåñíûõ ñîîáðàæåíèé, M. Z. Garaev ïîêàçàë, ÷òî
â êà÷åñòâå γ ìîæíî âçÿòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå 1/14.
Ðàçâèâàÿ èäåè Ãàðàåâà, àâòîðû ðÿäà ðàáîò ïîíåìíîãó óëó÷øàëè ÷èñëåí-
íîå çíà÷åíèå γ. Bourgain î÷åíü öåíèë ýòó äåÿòåëüíîñòü è ãîâîðèë, ÷òî
ëþáîå óëó÷øåíèå âåëè÷èíû γ áóäåò çíà÷èìûì ðåçóëüòàòîì.

È âäðóã ïðîèçîøëî íå÷òî ñîâåðøåííî íåïðåäâèäåííîå: çíà÷åíèå γ áû-
ëî óâåëè÷åíî ñðàçó â äâà ðàçà! Ýòî ñäåëàëè O.Roche�Newton, M. Rudnev
è È.Ä. Øêðåäîâ [Shk4]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ìîæíî âçÿòü γ = 1/5. ßñíî,
÷òî òàêîå çíà÷èòåëüíîå ïðîäâèæåíèå ïîòðåáîâàëî ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ
èäåé.
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Ìíîãèå ðåçóëüòàòû àääèòèâíîé êîìáèíàòîðèêè ïîëó÷åíû ñ èñïîëü-
çîâàíèåì òåîðåìû Ñåìåðåäè� Òðîòòåðà îá îöåíêå ÷èñëà èíöèäåíòíîñòè
êîíå÷íûõ ñèñòåì òî÷åê è ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ïðàâèëüíàÿ
îöåíêà â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà òî÷åê è êîëè÷åñòâà ïðÿìûõ õîðîøî
èçâåñòíà. Áåäà ëèøü â òîì, ÷òî îíà èçâåñòíà äëÿ ïëîñêîñòè íàä ïîëåì R.
Äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé ïîíèìàíèÿ ñèòóàöèè íåò, à èçâåñòíûå îöåíêè äëÿ
÷èñëà èíöèäåíòíîñòè, ñêîðåå âñåãî, ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè è íàìíîãî õóæå
ïðàâèëüíûõ.

Ì. Ðóäíåâ íàøåë õîðîøèå âåðõíèå îöåíêè íà êîëè÷åñòâî èíöèäåíòíî-
ñòè òî÷åê è äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè íàëè-
÷èè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèé íà òî÷êè è ïëîñêîñòè. Ïðåèìóùåñòâî
òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî
â äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, íî è â ïðîñòðàíñòâàõ íàä êîíå÷íûìè
ïîëÿìè. Ýòè îöåíêè îêàçàëèñü î÷åíü ýôôåêòèâíû äëÿ ïðèëîæåíèé ê çà-
äà÷àì àääèòèâíîé êîìáèíàòîðèêè. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü
âûøåóêàçàííûå îöåíêè â ïðîáëåìå ñóìì�ïðîèçâåäåíèé â Fp. È.Ä. Øêðå-
äîâ ñ ñîàâòîðàìè èñïîëüçîâàë èíöèäåíòíîñòü òî÷åê è ïëîñêîñòåé â ðÿäå
äðóãèõ çàäà÷ àääèòèâíîé êîìáèíàòîðèêè.

�4. Ïðîáëåìà Çàðåìáû.

Â 1972 ãîäó Zaremba âûñêàçàë ñòàâøóþ çíàìåíèòîé ãèïîòåçó î òîì,
÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q > 1 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî
a < q, âçàèìíî ïðîñòîå ñ q, òàêîå, ÷òî íåïîëíûå ÷àñòíûå â ðàçëîæåíèè
÷èñëà a/q îãðàíè÷åíû àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé (âîçìîæíî, íå ïðåâîñõî-
äÿò 5). Ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ ïîñòðîåíèåì ñåòêè Êîðîáîâà ðàçìåðà q íà
êâàäðàòå [0, 1)× [0, 1), òî åñòü ìíîæåñòâà âèäà{({j

q

}
,
{aj

q

})
, j = 0, 1, . . . , q − 1

}
,

ãäå {u} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà u, ñ ìèíèìàëüíûì ïî ïîðÿä-
êó äèñêðåïàíñîì (ñðåäè âñåõ ìíîæåñòâ ìîùíîñòè q, à íå òîëüêî ñåòîê
Êîðîáîâà). ßâíîå óêàçàíèå ìíîæåñòâ ñ ìàëûì äèñêðåïàíñîì âàæíî äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.

Åùå äî ïóáëèêàöèè ïðîáëåìû Í.Ì. Êîðîáîâ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q > 1 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî a < q, âçàèìíî
ïðîñòîå ñ q, òàêîå, ÷òî íåïîëíûå ÷àñòíûå â ðàçëîæåíèè ÷èñëà a/q îãðà-
íè÷åíû ÷èñëîì C log q. Áîëåå ïîëóâåêà ýòîò ðåçóëüòàò íå óëó÷øàëñÿ, â
òîì ÷èñëå è ïðè ïðåäïîëîæåíèè ïðîñòîòû ÷èñëà q.

Íåäàâíî ïðîáëåìà áûëà ñäâèíóòà ñ ¾ìåðòâîé òî÷êè¿. Í.Ã. Ìîùåâè-
òèí, B. Murphy è È.Ä. Øêðåäîâ [Shk5] äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâîáîä-
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íîãî îò êâàäðàòîâ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q > 2 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî
a < q, âçàèìíî ïðîñòîå ñ q, òàêîå, ÷òî íåïîëíûå ÷àñòíûå â ðàçëîæåíèè
÷èñëà a/q îãðàíè÷åíû ÷èñëîì C log q/ log log q. Â òîé æå ðàáîòå àâòîðû
ïîëó÷èëè àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò è äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ êëàññîâ ÷èñåë
q.
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