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В прошлой серии...

Гильбертово пространство

ℒ2(R)⊗ F𝑏(ℒ2(R))

Коммутационные соотношения

[𝑥,𝑝] = 𝑖, [𝑏𝑘, 𝑏
†
𝑘′ ] = 𝛿(𝑘 − 𝑘′)

Гамилтониан
𝐻 = 𝐻𝑆 +𝐻𝐵 +𝐻𝐼

𝐻𝑆 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 (𝑥), 𝐻𝐵 =

∫︁
𝑑𝑘𝜔𝑘𝑏

†
𝑘𝑏𝑘,

𝐻𝐼 = −𝑥𝐵, 𝐵 =

∫︁
𝑑𝑘𝑔𝑘(𝑏𝑘 + 𝑏†𝑘), 𝑔𝑘 ∈ R
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Уравнение Ху-Паза-Занга

В случае факторизованных начальных состояний можно
получить точные уравнения

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡) =− 𝑖

[︂
𝑝2

2𝑚
+

1

2
(𝑚𝜔2

0 +Δ(𝑡))𝑥2, 𝜌𝑆(𝑡)

]︂
−

− 𝑖𝛾(𝑡)[𝑥, {𝑝, 𝜌𝑆(𝑡)}]−𝐷𝑝𝑝(𝑡)[𝑥, [𝑥, 𝜌𝑆(𝑡)]]+

+ 2𝐷𝑥𝑝(𝑡)[𝑥, [𝑝, 𝜌𝑆(𝑡)]]
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Уравнение Ху-Паза-Занга

Уравнения второго порядка

Δ(2)(𝑡) = −
∫︁ 𝑡

0
𝐷(𝑠) cos(𝜔0𝑠)𝑑𝑠

𝛾(2)(𝑡) =
1

2𝑚𝜔0

∫︁ 𝑡

0
𝐷(𝑠) sin(𝜔0𝑠)𝑑𝑠

𝐷(2)
𝑝𝑝 (𝑡) =

1

2

∫︁ 𝑡

0
𝐷th(𝑠) cos(𝜔0𝑠)𝑑𝑠

𝐷(2)
𝑥𝑝 (𝑡) =

1

4𝜔0

∫︁ 𝑡

0
𝐷th(𝑠) sin(𝜔0𝑠)𝑑𝑠

(Лэмбовский сдвиг и коэффициент затухания не зависят от
температуры).
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Модель спин-бозона (без RWA)

Гильбертово пространство

C2 ⊗ F𝑏(ℒ2(R))

Коммутационные соотношения

[𝑏𝑘, 𝑏
†
𝑘′ ] = 𝛿(𝑘 − 𝑘′)

Гамилтониан
𝐻 = 𝐻𝑆 +𝐻𝐵 +𝐻𝐼

𝐻𝑆 =
1

2
𝜔0𝜎𝑧, 𝐻𝐵 =

∫︁
𝑑𝑘𝜔𝑘𝑏

†
𝑘𝑏𝑘,

𝐻𝐼 = −1

2
𝜎𝑥𝐵, 𝐵 =

∫︁
𝑑𝑘𝑔𝑘(𝑏𝑘 + 𝑏†𝑘), 𝑔𝑘 ∈ R
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Модель спин-бозона (без RWA)

Уравнение Блоха в представлении Шредингера

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = 𝐺(𝑡)𝑣⃗ + 𝑏⃗

𝐺(𝑡) =

⎛⎝ 0 −𝜔0 0
𝜔0 + 𝑔𝑦𝑥(𝑡) 𝑔(𝑡) 0

0 0 𝑔(𝑡)

⎞⎠ , 𝑏⃗ =

⎛⎝ 0
0

𝑏𝑧(𝑡)

⎞⎠

𝑔𝑦𝑥(𝑡) =
1

2

∫︁ 𝑡

0
𝐷th(𝑠) sin(𝜔0𝑠)𝑑𝑠

𝑔(𝑡) = −1

2

∫︁ 𝑡

0
𝐷th(𝑠) cos(𝜔0𝑠)𝑑𝑠

𝑏𝑧(𝑡) = −1

2

∫︁ 𝑡

0
𝐷(𝑠) sin(𝜔0𝑠)𝑑𝑠
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Зависящий от времени гамильтониан

𝐻 = 𝐻𝑆+𝐻𝐵+𝜆𝐻𝐼 , 𝐻𝐼 =
∑︁
𝑗

𝑆𝑗⊗𝐵𝑗 , 𝐵𝑗 = 𝐵†
𝑗 , 𝑆𝑗 = 𝑆†

𝑗

Положим
⟨𝐵𝑗(𝑡)⟩ = 0, ⟨ · ⟩ ≡ Tr𝐵( · 𝜌𝐵)

В случае, если изначально переопределим

𝐵′
𝑗 = 𝐵𝑗 − ⟨𝐵𝑗(𝑡)⟩, 𝐻 ′

𝑆(𝑡) = 𝐻𝑆 + 𝜆
∑︁
𝑗

𝑆𝑗⟨𝐵𝑗(𝑡)⟩

В случае ⟨𝐵𝑗(𝑡)⟩ = const это сведёт задачу к ⟨𝐵𝑗(𝑡)⟩ = 0, а в
общем случае, это как раз приводит к появлению зависимости
от времени в гамильтониане.
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Зависящий от времени гамильтониан

Введём преобразование Фурье корреляционных функций
резервуара

𝛾𝑖𝑗(𝜔, 𝑡) ≡
∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑠𝑒𝑖𝜔𝑠⟨𝐵𝑖(𝑡)𝐵𝑗(𝑡− 𝑠)⟩

и

𝜂𝑖𝑗(𝜔, 𝑡) ≡ p.v.

∫︁ +∞

−∞

𝛾𝑖𝑗(𝜔
′, 𝑡)

𝜔′ − 𝜔

𝑑𝜔′

2𝜋
.

Кроме того, разложим

𝑆𝑗 =
∑︁

𝜔∈spec[𝐻𝑆 , · ]

𝑆𝑗,𝑚(𝜔), [𝐻𝑆 , 𝑆𝑗(𝜔)] = 𝜔𝑆𝑗(𝜔).
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Зависящий от времени гамильтониан

Утверждение 1

При 𝜆 → 0 и 𝑡 = 𝑂(𝜆−2),

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡) = −𝑖[𝐻𝑆 + 𝜆2𝐻𝐿𝑆(𝑡), 𝜌𝑆(𝑡)] + 𝜆2𝒟𝑡(𝜌𝑆(𝑡)) + 𝑜(𝜆2),

где
𝐻𝐿𝑆(𝑡) =

∑︁
𝑖𝑗

∑︁
𝜔∈spec[𝐻𝐹 , · ]

𝜂𝑖𝑗(𝜔, 𝑡)𝑆
†
𝑖 (𝜔)𝑆𝑗(𝜔)

— гамильтониан лэмбовского сдвига, а

𝒟𝑡(𝜌𝑆) =
∑︁
𝑖𝑗

∑︁
𝜔∈spec[𝐻𝑆 , · ]

𝛾𝑖𝑗 (𝜔, 𝑡)

(︂
𝑆𝑗(𝜔)𝜌𝑆𝑆

†
𝑖 (𝜔)−

1

2

{︁
𝑆†
𝑖 (𝜔)𝑆𝑗(𝜔), 𝜌𝑆

}︁)︂
— дисспатор.
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Зависящий от времени гамильтониан

Чтобы зависимость от времени ”выжила” необходимо
вводить малый параметр в корреляционные функции вида
𝛾𝑖𝑗 (𝜔, 𝑡) = 𝛾𝑖𝑗

(︀
𝜔, 𝜆2𝑡

)︀
, 𝜂𝑖𝑗 (𝜔, 𝑡) = 𝜂𝑖𝑗

(︀
𝜔, 𝜆2𝑡

)︀
.

Переопределение

𝐻 ′
𝑆(𝑡) = 𝐻𝑆 + 𝜆

∑︁
𝑗

𝑆𝑗⟨𝐵𝑗(𝑡)⟩

можно сделать и в ситуации когда 𝜆⟨𝐵𝑗(𝑡) не мало (можно
считать, что ⟨𝐵𝑗(𝑡)⟩ ∼ 𝜆−1), но 𝜆2⟨𝐵′

𝑖(𝑡)𝐵
′
𝑗(𝑡− 𝑠)⟩ — мало.

Это и приводит к зависящим от времени гамильтонианам
общего вида.
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Зависящий от времени гамильтониан

Поэтому рассмотрим постановку:

𝐻(𝑡) = 𝐻𝑆(𝑡) +𝐻𝐵 + 𝜆𝐻𝐼(𝑡), 𝐻𝐼 =
∑︁
𝑗

𝑆𝑗(𝑡)⊗𝐵𝑗

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[𝐻(𝑡), 𝜌(𝑡)], 𝜌(0) = 𝜌𝑆(0)⊗ 𝜌𝐵(0)

Причём гамильтониан периодичен с периодом 𝑇

𝐻𝑆(𝑡) = 𝐻𝑆(𝑡+ 𝑇 )

Кроме того,
𝑆𝑗(𝑡) = 𝑆𝑗(𝑡+ 𝑇 )
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Зависящий от времени гамильтониан

Пусть

𝑑

𝑑𝑡
𝑈𝑆(𝑡, 𝑡0) = −𝑖𝐻𝑆(𝑡)𝑈𝑆(𝑡, 𝑡0), 𝑈𝑆(𝑡0, 𝑡0) = 𝐼

то есть

𝑈𝑆(𝑡,𝑡0) = 𝒯 exp

(︂
−𝑖

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐻𝑆(𝑠)𝑑𝑠

)︂

Теорема 1 (Флоке)

𝑈𝑆(𝑡,𝑡0) = 𝑒−𝑖𝐾(𝑡)𝑒−𝑖𝐻𝐹 (𝑡−𝑡0)𝑒𝑖𝐾(𝑡0),

где 𝐾(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐾(𝑡) — ударный (kick) оператор, 𝐻𝐹 —
гамильтониан Флоке
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Зависящий от времени гамильтониан

Можно выбрать и 𝐻𝐹 и 𝐾(𝑡) их так, что 𝑒𝑖𝐾(𝑡0) = 𝐼, тогда 𝐻𝐹

может быть определён из уравнения

𝑈𝑆(𝑇 + 𝑡0,𝑡0) = 𝑒−𝑖𝐻𝐹𝑇

Собственные числа 𝐻𝐹 называют квази-энергиями. Они
определены с точностью до 2𝜋

𝑇 , однако их принято выбирать в
”первой зоне Бриллюэна” так что spec𝐻𝐹 ∈

[︀
− 𝜋

𝑇 ,
𝜋
𝑇

)︀
.
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Зависящий от времени гамильтониан

Разложим 𝑇 -периодическую функцию в ряд Фурье

𝑒𝑖𝐾(𝑡)𝑆𝑗(𝑡)𝑒
−𝑖𝐾(𝑡) =

∑︁
𝑚∈Z

𝑆𝑗,𝑚𝑒𝑖𝜈𝑚𝑡, 𝜈 =
2𝜋

𝑇

Кроме того, разложим

𝑆𝑗,𝑚 =
∑︁

𝜔∈spec[𝐻𝐹 , · ]

𝑆𝑗,𝑚(𝜔), [𝐻𝐹 , 𝑆𝑗,𝑚(𝜔)] = 𝜔𝑆𝑗,𝑚(𝜔)

Тогда

𝑈 †
𝑆(𝑡,0)𝑆𝑗(𝑡)𝑈𝑆(𝑡,0) =

∑︁
𝑚∈Z

∑︁
𝜔∈spec[𝐻𝐹 , · ]

𝑒𝑖(𝜔+𝜈𝑚)𝑡𝑆𝑗,𝑚(𝜔).
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Зависящий от времени гамильтониан

Разложим 𝑇 -периодическую функцию в ряд Фурье

𝑒𝑖𝐾(𝑡)𝑆𝑗(𝑡)𝑒
−𝑖𝐾(𝑡) =

∑︁
𝑚∈Z

𝑆𝑗,𝑚𝑒𝑖𝜈𝑚𝑡, 𝜈 =
2𝜋

𝑇

Кроме того, разложим

𝑆𝑗,𝑚 =
∑︁

𝜔∈spec[𝐻𝐹 , · ]

𝑆𝑗,𝑚(𝜔), [𝐻𝐹 , 𝑆𝑗,𝑚(𝜔)] = 𝜔𝑆𝑗,𝑚(𝜔)

Тогда

𝑈 †
𝑆(𝑡,0)𝑆𝑗(𝑡)𝑈𝑆(𝑡,0) =

∑︁
𝑚∈Z

∑︁
𝜔∈spec[𝐻𝐹 , · ]

𝑒𝑖(𝜔+𝜈𝑚)𝑡𝑆𝑗,𝑚(𝜔).

Чтобы перейти обратно в представление Шрёдингера
определим

𝑆𝑗,𝑚(𝜔; 𝑡) = 𝑒−𝑖𝐾(𝑡)𝑆𝑗,𝑚(𝜔)𝑒𝑖𝐾(𝑡)
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Зависящий от времени гамильтониан

𝐵𝑗(𝑡) ≡ 𝑒𝑖𝐻𝐵𝑡𝐵𝑗𝑒
−𝑖𝐻𝐵𝑡

Пусть
[𝐻𝐵, 𝜌𝐵(0)] = 0

⟨𝐵𝑗(𝑡)⟩ = 0, ⟨ · ⟩ ≡ Tr𝐵( · 𝜌𝐵)
Введём преобразование Фурье корреляционных функций
резервуара

𝛾𝑖𝑗(𝜔, 𝑡) ≡
∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑠𝑒𝑖𝜔𝑠⟨𝐵𝑖(𝑡)𝐵𝑗(𝑡− 𝑠)⟩

и разложим

𝜂𝑖𝑗(𝜔, 𝑡) ≡ p.v.

∫︁ +∞

−∞

𝛾𝑖𝑗(𝜔
′, 𝑡)

𝜔′ − 𝜔

𝑑𝜔′

2𝜋
.
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Зависящий от времени гамильтониан

Теорема 2

При 𝜆 → +0 и 𝑡 = 𝑂(𝜆−2),

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡) = −𝑖[𝐻𝑆(𝑡) + 𝜆2𝐻𝐿𝑆(𝑡), 𝜌𝑆(𝑡)] + 𝜆2𝒟𝑡(𝜌𝑆(𝑡)),

где

𝐻𝐿𝑆(𝑡) =
∑︁
𝑖𝑗

∑︁
𝑚∈Z

∑︁
𝜔∈spec[𝐻𝐹 , · ]

𝜂𝑖𝑗 (𝜔 + 𝜈𝑚, 𝑡)𝑆†
𝑖,𝑚(𝜔; 𝑡)𝑆𝑗,𝑚(𝜔; 𝑡)

𝒟𝑡(𝜌𝑆) =
∑︁
𝑖𝑗

∑︁
𝑚∈Z

∑︁
𝜔∈spec[𝐻𝐹 , · ]

𝛾𝑖𝑗 (𝜔 + 𝜈𝑚, 𝑡)

(︂
𝑆𝑗,𝑚(𝜔; 𝑡)𝜌𝑆𝑆

†
𝑖,𝑚(𝜔; 𝑡)

− 1

2

{︁
𝑆†
𝑖,𝑚(𝜔; 𝑡)𝑆𝑗,𝑚(𝜔; 𝑡), 𝜌𝑆

}︁)︂
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Случай двухуровневой системы

𝐻(𝑡) =
1

2
𝜔0𝜎𝑧 +

Ω

2

(︀
𝜎−𝑒

𝑖𝜈𝑡 + 𝜎+𝑒
−𝑖𝜈𝑡

)︀
𝐻𝐼 = 𝜎𝑥 ⊗𝐵

𝐻𝐹 =
1

2
(𝜔0 − 𝜈)𝜎𝑧 +

Ω

2
𝜎𝑥

Δ = 𝜔0 − 𝜈
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Случай двухуровневой системы

𝑆
(︁
𝜈 −

√︀
Δ2 + Ω2; 𝑡

)︁
=

1

4
(︀
Δ2 + Ω2

)︀
⎛⎝ Ω

(︁√︀
Δ2 + Ω2 − Δ

)︁
−Ω2𝑒−𝑖𝜈𝑡(︁√︀

Δ2 + Ω2 − Δ
)︁2

𝑒𝑖𝜈𝑡 −Ω
(︁√︀

Δ2 + Ω2 − Δ
)︁
⎞⎠

𝑆
(︁
𝜈 +

√︀
Δ2 + 4Ω2; 𝑡

)︁
=

1

4
(︀
Δ2 + Ω2

)︀
⎛⎝ −Ω

(︁√︀
Δ2 + Ω2 + Δ

)︁
−Ω2𝑒−𝑖𝜈𝑡(︁√︀

Δ2 + Ω2 + Δ
)︁2

𝑒𝑖𝜈𝑡 Ω
(︁√︀

Δ2 + Ω2 + Δ
)︁
⎞⎠

𝑆 (𝜈; 𝑡) =
Ω

2 (Δ2 +Ω2)

(︂
Δ Ω𝑒−𝑖𝜈𝑡

Ω𝑒𝑖𝜈𝑡 −Δ

)︂
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