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Îæèäàåìûå ðåçóëüòàòû.

Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà è Áåñîâà.

Ïóñòü n ∈ N, Ω− îáëàñòü â Rn. Îáîçíà÷èì M(Ω) êëàññ âñåõ ôóíêöèé íà Ω, èçìåðèìûõ ïî

Ëåáåãó. Äëÿ 0 < p ≤ ∞ çàäàäèì ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà:

Lp(Ω) :=

{
f ∈ M(Ω) : ∥f∥Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|f |p
)1/p

< ∞

}
.

Äëÿ 1 ≤ p ≤ ∞,m ∈ N ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Wm
p (Ω) èìåþò âèä

Wm
p (Ω) :=

f ∈ M(Ω) : ∥f∥Wm
p (Ω) :=

∑
|α|≤m

∥Dαf∥Lp(Ω) < ∞

 ,

ãäå α = (α1, ..., αn) ∈ Nn− ìóëüòèèíäåêñ, |α| :=
∑n

1 |αi|.
Ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà èìååò íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé. Ïóñòü h ∈ Rn, ∥f∥p :=

∥f∥Lp(Ω),

∆hf (x) = f (x + h)− f (x), ∆k+1
h f (x) = ∆h(∆

k
hf (x), k = 1, 2...,

Lp−ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ∈ Lp,:

ωk(f, t)p = sup
|h|≤t

∥∆k
hf∥p, t > 0.

Äëÿ s > 0, 1 ≤ p, q ≤ ∞ íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Áåñîâà Bs
pq:

∥f∥Bs
pq
:= ∥f∥p +

(∫ ∞

0

[
t−sωk(f, t)p

]q dt
t

)1/q

,



ãäå k > s. Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå

∥f∥Bs
p,q

= ∥f∥Lp +

∫
Rn

(
∥∆k

hf∥Lp

|h|s

)q
dh

|h|n

1/q

.

Ïðè q = ∞ ýòà íîðìà ñîâïàäàåò ñ íîðìîé ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî Hs
p

∥f∥Hs
p
:= ∥f∥p + sup

0<t<∞
t−sωk(f, t)p,

∥f∥Hs
p
= ∥f∥p + sup

h∈Rn,h̸=0

∥∆k
hf∥Lp

|h|s
.

Îòìåòèì èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè W,B,H

Bs
p1 ↪→ Bs

pq ↪→ Bs
pq′ ↪→ Bs

p∞ ↪→ Hs
p , 1 ≤ q < q′ ≤ ∞,

W k
p ↪→ Hk

p , k = 1, 2, ...,

Hs+ε
p ↪→ Bs

pq ↪→ Hs
p , ε > 0,

Hs+ε
p ↪→ W [s]

p ;Bs+ε
pq ↪→ Bs

pq, ε > 0,

W k
2 = Bk

22;W
k
p ̸= Bk

pq, p ̸= 2



Âîçíèêàþò ñëåäóþùèå çàäà÷è:

(à) âëîæåíèÿ ðàçíûõ ìåòðèê ìåæäó êëàññàìè Lr,W
m
p (Ω), Bs

pq(Ω),

(b) âëîæåíèÿ ðàçíûõ èçìåðåíèé (ðàçìåðíîñòåé) ìåæäó Wm
p (Rn), Bs

pq(Rn) è Wm
p (Rm), Bs

pq(Rm),

ãäå 1 ≤ m < n (Òåîðåìû î ñëåäàõ).

Õàðàêòåðíûìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1 (Ñ.Ë.Ñîáîëåâ, 1938). Ïóñòü Ω ⊂ Rn - îáëàñòü c óñëîâèåì êîíóñà. Òîãäà, åñëè 1 ≤
k < n, 1 ≤ p < q < ∞, k ≥ n

p −
n
q , òî

W k
p (Ω) ↪→ Lq(Ω).

Òåîðåìà 2 (Î.Â.Áåñîâ, 1961). Ïóñòü 1 ≤ m < n, 1 ≤ p, q ≤ ∞, ρ = s− n−m
p . Òîãäà

Bs
pq(Rn) ↪→ Bρ

pq(Rm).

Â ÷àñòíîñòè,

trRmW k
p (Rn) = B

k−n−m
p

pp (Rm).

Çàäà÷à (à) ðàññìàòðèâàëàñü â ñåðèè ðàáîò Î.Â.Áåñîâà äëÿ îáëàñòåé ñ óñëîæíåíèåì óñëîâèÿ êîíóñà.

Â ÷àñòíîñòè, â ïîñëåäíåé ðàáîòå "Âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ïîëîæèòåëüíîé ãëàäêîñòè íà

ã¼ëüäåðîâîé îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâà ËåáåãàÌàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 2023, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 3 Ïóñòü G � σ-ã¼ëüäåðîâà îáëàñòü, s ∈ N, 1 < p < q < ∞ èëè 1 = p < q = ∞ è

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

s− [σ(n− 1) + 1](1/p− 1/q) ≥ 0.

Òîãäà

W s
p (G) ↪→ Lq(G). (1)



Íàïîìíèì, ÷òî âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êîìïàêòíîñòè (ëèáî ìåðû íåêîìïàêòíîñòè) ëèíåéíîãî

îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà T : E → F, äåéñòâóþùåãî èç (êâàçè) áàíàõîâîãî ïðîñòðàíñòâà E â

(êâàçè) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî F, ÿâëÿþòñÿ åãî àïïðîêñèìàòèâíûå è ýíòðîïèéíûå ÷èñëà, an(T ) è

en(T ), ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

an(T ) := inf{∥T − S∥E→F : S : E → F, rankS ≤ n− 1}, n ∈ N,

en(T ) := inf
{
ε > 0 : T (BE) ⊆

2n−1⋃
j=1

BF (Txj; ε), x1, ...x2n−1 ∈ BE

}
, n ∈ N,

ãäå

BE := {x∈E : ∥x∥E ≤1} − åäèíè÷íûé øàð â E,

BF (y, ε) :={x ∈F :∥x− y∥F <ε}.
Íîâîé çàäà÷åé â çàÿâëåííîì ãðàíòå ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë îïåðàòîðà âëîæåíèÿ

(1). Ðàíåå äëÿ îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ èññëåäîâàëèñü çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè àïïðîê-

ñèìàòèâíûõ ÷èñåë è ïîïåðå÷íèêîâ Êîëìîãîðîâà.

Âàæíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå Òåîðåì 1 è 3 íà àíèçîòðîïíûé ñëó÷àé,

ò.å. êîãäà ïîêàçàòåëè ñóììèðóåìîñòè è ãëàäêîñòè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ âåëèñü

À.Þ.Ãîëîâêî, �Àääèòèâíûå è ìóëüòèïëèêàòèâíûå àíèçîòðîïíûå îöåíêè èíòåãðàëüíûõ íîðì äèô-

ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà íåðåãóëÿðíûõ îáëàñòÿõ�, Òð. ÌÈÀÍ, 290, 2015, 293�303; ïîäãîòîâ-

ëåíà è çàùèùåíà êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ. Èññëåäîâàíèÿ áóäóò ïðîäîëæåíû äëÿ ïðîñòðàíñòâ

Ñîáîëåâà äëÿ íîâûõ ñëó÷àåâ íåðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé.



Çàäà÷à (b) ðàññìàòðèâàëàñü â ñåðèè ðàáîò À.È.Òþëåíåâà. Â ÷àñòíîñòè, î ñëåäàõ ïðîñòðàíñòâà

W l
1(Rn+1, γ), l ∈ N, ãäå γ ∈ A1

loc(Rn+1) âåñ èç êëàññà Ìóêåíõîóïòà.

(Ò) Tyulenev, A. I. Traces of weighted Sobolev spaces with Muckenhoupt weight. The case p=1.

Nonlinear Anal. 128 (2015), 248�272.

Èñòîðèÿ íà÷àëàñü ñ ðàáîòû

E. Gagliardo, Caratterizzazione delle trace sulla frontiera relative ad alcune classi di funzioni in n

variabili, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 27 (1957) 284�305,

ãäå áûë ðàññìîòðåí áåçâåñîâîé ñëó÷àé è ïîêàçàíî, ÷òî trRnW l
1(Rn+1) = L1(Rn). Îäíàêî, îáðàò-

íîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðîäîæåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Â ðàáîòå

J. Peetre, A counterexample connected with Gagliardo's trace theorem, Comment. Math. (1979)

277�282 (special issue)

óòî÷íÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ, ãäå òàêîé îáðàòíûé ñóùåñòâóåò. Åñëè âåñ γ çàâèñèò òîëüêî îò

xn+1, çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå

À. Ñ. Ãèíçáóðã, Î ñëåäàõ ôóíêöèé èç âåñîâûõ êëàññîâ, Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì., 1984, íîìåð 4, 61�64

Â ïðåäñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ïðåäëàãàåòñÿ óïðîñòèòü îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ èç ðàáîòû (Ò) è

íàéòè êðèòåðèè åãî ëèíåéíîñòè èëè íåëèíåéíîñòè.



Ó÷àñòíèêàìè ïðîåêòà èç ÐÓÄÍ ïëàíèðóåòñÿ èññëåäîâàíèå ïî øèðîêîìó ñïåêòðó ôóíêöèîíàëü-

íûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ. Áóäóò èçó÷åíû ñâîéñòâà êâàçèíîðìèðîâàííûõ îáîáùåííûõ èäå-

àëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, óñòàíîâëåíû êðèòåðèè èõ ïîëíîòû è âçàèìíûõ âëîæåíèé, îïèñàíû ñïîñîáû

ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ êâàçèíîðìàìè, ñîãëàñîâàííûìè ñ èíòåãðàëüíûìè îöåíêàìè âõî-

äÿùèõ â íèõ ôóíêöèé. Áóäóò ïîëó÷åíû êðèòåðèè âëîæåíèé è íàêðûâàíèé (ïîòî÷å÷íûõ è èíòå-

ãðàëüíûõ) äëÿ êîíóñîâ íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñî ñâîéñòâàìè ìîíîòîííîñòè. Áóäóò

óñòàíîâëåíû íîâûå îöåíêè ïîòî÷å÷íûõ è èíòåãðàëüíûõ ìàæîðàíò äëÿ òàêèõ êîíóñîâ, à òàêæå ïî-

ëó÷åíû óñëîâèÿ èõ âëîæåíèé â îáîáùåííûå èäåàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Áóäóò óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ

íà ÿäðà äëÿ îáîáùåííûõ ïîòåíöèàëîâ Áåññåëÿ-Ðèññà, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðàâ-

íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïîòåíöèàëîâ ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ýòè çàäà÷è íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è àêòóàëü-

íûìè, èõ ðåøåíèå äàñò ðàçâèòèå è îáîáùåíèå ðÿäà êîíêðåòíûõ çàäà÷ òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ

ïðîñòðàíñòâ, êîíóñîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è ñïåêòðàëüíîé òåîðèè.

Ïðîñòðàíñòâà Ìîððè Mλ
p (Rn). Ïóñòü 0 < p ≤ ∞, 0 ≤ λ ≤ n/p. Òîãäà f ∈ Mλ

p (Rn), åñëè

f ∈ Lloc
p (Rn) è

∥f∥Mλ
p (Rn) = sup

x∈Rn
sup
r>0

r−λ∥f∥Lp(B(x,r)) < ∞

Îòìåòèì, ÷òî

∥f∥M0
p (Rn) = ∥f∥Lp(Rn), ∥f∥

M
n
p
p (Rn)

= v
n
p
n .

Ïðè λ < 0 èëè λ > n
p ïðîñòðàíñòâî Mλ

p (Rn) = {0}.
Â ðàçâèòèå ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè áóäóò èññëåäîâàíû íîâûå

èíòåðïîëÿöèîííûå òåîðåìû äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè ïîòåíöèàëîâ

Ðèññà, íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà è Íèêîëüñêîãî äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ îáùèõ

ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ ïðîñòðàíñòâà òèïà Ìîððè.



Â ñåðèè ðàáîò

Å. Ï. Óøàêîâà, Íåðàâåíñòâà äëÿ íîðì ñ äðîáíûìè èíòåãðàëàìè, Àëãåáðà è àíàëèç, 35:3 (2023),

185�219.

E. P. Ushakova, Boundedness of the Hilbert transform in Besov spaces, Anal. Math., 49:4 (2023),

1137�1174.

Å. Ï. Óøàêîâà, Ðàçëîæåíèå ïî âñïëåñêàì òèïà ñïëàéíîâ â âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ, Òðóäû ÌÈÀÍ, 312, ÌÈÀÍ, Ì., 2021, 313�337.

E. P. Ushakova, Spline wavelet bases in function spaces with Muckenhoupt weights, Rev. Mat.

Complut., 33 (2020), 125-160.

áûë ïðîèçâåäåí àíàëèç â òåðìèíàõ ñïëàéíîâûõ âñïëåñêîâ âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ,

âêëþ÷àÿ ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïëàíèðóåòñÿ ïîëó÷åíèå íîâûõ õàðàêòåðèñòèê îãðà-

íè÷åííîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òèïà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, äåé-

ñòâóþùèõ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êëàññ âåñîâûõ ôóíêöèé

Ìóêåíõîóïòà áóäåò óïðîùåí äî ïîäêëàññîâ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ, îäíîðîäíûõ è ò.ä. ôóíêöèé.

Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèò óñîâåðøåíñòâîâàòü ðàíåå ïîëó÷åííûå â ýòîé îáëàñòè ðåçóëüòàòû ñ öåëüþ

èõ äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ ê ðåøåíèþ ñìåæíûõ çàäà÷.



Â çàêëþ÷åíèå îñòàíîâèìñÿ íà ðåçóëüòàòàõ îá àññîöèèðîâàííîé äâîéñòâåííîñòè è ðåôëåêñèâ-

íîñòè, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ïðåäûäóùèõ ïðîåêòîâ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê âåñîâûì

ïðîñòðàíñòâàì Ñîáîëåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.

1. Ä. Â. Ïðîõîðîâ, Â. Ä. Ñòåïàíîâ, Å. Ï. Óøàêîâà, Õàðàêòåðèçàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ âåñîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà íà äåéñòâè-

òåëüíîé îñè, Óñïåõè ìàòåì. íàóê, 74, � 6, (2019) 119-158.

2. Ñòåïàíîâ Â.Ä., Îá àññîöèèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ê âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì ×åçàðî è Êîï-

ñîíà, Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, ò. 111, No 3, 2022, 443-450.

3. Stepanov V.D., On Ces�aro and Copson type function spaces. Reflexivity. J. Math. Anal. Appl.,

507:1, 2022, 18 pp.

4. Â. Ä. Ñòåïàíîâ, Å. Ï. Óøàêîâà, Î ñèëüíîé è ñëàáîé àññîöèèðîâàííîñòè âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Ñîáîëåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà, Óñïåõè ìàòåì. íàóê, 78, � 1, (2023) 167�204.

Ïóñòü (X, ∥ · ∥X) íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà I, X∗− äâîéñòâåííîå

(ñîïðÿæåííîå) ê X ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Êëàññè÷åñêîé çà-

äà÷åé ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåíòîâ X∗ â êîíêðåòíîé

ôîðìå, ýòîìó ïîñâÿùåíû òåîðåìû Ô. Ðèññà. Åñëè X∗∗ � âòîðîå ñîïðÿæåííîå, òî X ⊂ X∗∗. Åñëè

X = X∗∗ (èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì), òî X íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áà-

íàõà êðèòåðèåì ðåôëåêñèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëàáàÿ ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü çàìêíóòîãî øàðà

â X.



X íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì, åñëè èç óñëîâèÿ |f | ≤ |g| ï.â. íà I è g ∈ X ñëåäóåò f ∈ X è ∥f∥ ≤ ∥g∥.
Ïóñòü

DX :=

{
g ∈ M(I) :

∫
I

|fg| < ∞ äëÿ âñåõ f ∈ X

}
. (2)

∀ g ∈ DX îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû

JX(g) := sup
f∈X

∫
I |fg|
∥f∥X

è JX(g) := sup
f∈X

|
∫
I fg|

∥f∥X
è àññîöèèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

X ′
s := {g ∈ M(I) : ∥g∥X ′

s
:= JX(g) < ∞},

X ′
w := {g ∈ M(I) : ∥g∥X ′

w
:= JX(g) < ∞},

êîòîðûå ìû íàçûâàåì �ñèëüíûìè� è �ñëàáûìè� àññîöèèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñâîéñòâîì Ôàòó: 0 ≤ fn ↑ f ⇒ ∥fn∥X ↑ ∥f∥X äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

X è X ′
s ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà è èìååò ìåñòî àññîöèèðîâàííàÿ ðåôëåêñèâíîñòü

(X ′
s)

′
s = X, (3)

à òàêæå X ′
s = X∗, åñëè íîðìà â X àáñîëþòíî íåïðåðûâíà (AC-íîðìà). Òàêèì îáðàçîì, X∗∗ = X

òîëüêî åñëè X è X ′
s èìåþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå íîðìû. Ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé äëÿ èäåàëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà (X, ∥ · ∥X) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ åãî �ñèëüíîãî� àññîöèèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

(= äâîéñòâåííîãî ïî Ê¼òý).

Îòìåòèì, ÷òî JX(g) = JX(g) äëÿ èäåàëüíîãî X , â ýòîì ñëó÷àå X ′
s = X ′

w. Äëÿ íåèäåàëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà X ôóíêöèîíàëû JX(g) è JX(g), à, ñëåäîâàòåëüíî, X
′
s è X ′

w è èõ õàðàêòåðèçàöèè

ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Ïðèìåðû ïðèâåäåíû â [1].



Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ "äâàæäû àññîöèèðîâàííûõ" ïðîñòðàíñòâ:

[X ′
s]
′
s, [X ′

s]
′
w, [X ′

w]
′
s, [X ′

w]
′
w

è èõ ñîâïàäåíèÿ ñ èñõîäíûì ïðîñòðàíñòâîì X , ò.å. íàëè÷èÿ "àññîöèèðîâàííîé ðåôëåêñèâíîñòè".

Ïîñêîëüêó X ′
s èäåàëüíî, òî [X ′

s]
′
s = [X ′

s]
′
w, ò.å. â õàðàêòåðèçàöèè íóæäàåòñÿ òîëüêî òðè ïðîñòðàí-

ñòâà. Åñëè X èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñâîéñòâîì Ôàòó, òî âñå äâàæäû àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè

ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó îñîáûé èíòåðåñ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íåèäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ýòó çàäà÷ó ìû ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ïî-

ëóîñè, ïðîñòðàíñòâ ×åçàðî è Êîïñîíà.

Ïóñòü v0, v1 ∈ M+(I), v1 < ∞ ï.â. íà I , 1
v1

∈ Lp′

loc
(I), v0, v1 ∈ Lp

loc
(I), ∥v0∥L1(I) > 0 =: v0, v1 ∈

Vp(0,∞). Òîãäà

W 1
p (I) := {u ∈ W 1

1,loc(I) : ∥u∥W 1
p (I)

< ∞},
ãäå

∥u∥W 1
p (I)

:= ∥v0u∥Lp(I) + ∥v1Du∥Lp(I).

Íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà
◦◦
W 1

p (I) ⊂
◦
W 1

p (I) ⊂ W 1
p (I), ãäå âòîðîå ÿâëÿåòñÿ çàìûêà-

íèåì â W 1
p (I) ïåðâîãî

◦◦
W 1

p (I) :={f ∈ AC(I) : lim sup
t→0

|f (t)| = 0, supp f êîìïàêòåí â [0,∞),

∥v0f∥Lp(I) + ∥v1f ′∥Lp(I) < ∞}.

Â ðàáîòå [1] âñå àññîöèèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà X ′
s è X ′

w äëÿ

X = {
◦◦
W 1

p (I),
◦
W 1

p (I),W
1
p (I)} áûëè îõàðàêòåðèçîâàíû ñ óêàçàíèåì òî÷íûõ ôîðìóë äëÿ àññîöèèðî-

âàííûõ íîðì.



Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò c ∈ I òàêîå, ÷òî

∥v−1
1 ∥Lp′(0,c)∥v0∥Lp(0,c) = ∥v−1

1 ∥Lp′(c,∞)∥v0∥Lp(c,∞) = ∞. (4)

Òîãäà
◦
W 1

p (I) = W 1
p (I) è ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè Îéíàðîâà-Îòåëáàåâà íàéäóòñÿ ñòðîãî âîçðàñòà-

þùèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè a(t) è b(t) òàêèå, ÷òî

lim
t→0

a(t) = lim
t→0

b(t) = 0, lim
t→∞

a(t) = lim
t→∞

b(t) = ∞,

a(t) < t < b(t), t > 0,∫ t

a(t)

v−p′

1 =

∫ b(t)

t

v−p′

1 , t > 0, (5)

è (∫ b(t)

a(t)

v−p′

1

)1/p′(∫ b(t)

a(t)

vp0

)1/p

= 1, t > 0. (6)

Ïóñòü

V1(t) :=

∫
∆(t)

v−p′

1 , ∆(t) := (a(t), b(t)).

è a−1(t) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê a(t). Ïîëîæèì

G(g) :=

(∫ ∞

0

v−p′

1 (t)

∣∣∣∣∫ a−1(t)

t

g(x)

V1(x)

(∫ t

a(x)

v−p′

1

)
dx

∣∣∣∣p′ dt)1/p′

,

G(g) :=
(∫ ∞

0

v−p′

1 (t)V p′

1 (t)

∣∣∣∣∫ a−1(t)

t

g(x)

V1(x)
dx

∣∣∣∣p′ dt)1/p′

,

G(g) :=

(∫ ∞

0

(∫ a−1(t)

t

|g(x)| dx
)p′

v−p′

1 (t) dt

)1/p′

.



Òåîðåìà 4 Ïóñòü 1 < p < ∞, v0, v1 ∈ Vp(0,∞) è óñëîâèå (4) âûïîëíÿåòñÿ.

(1) Tîãäà äëÿ g ∈ L1
loc
(0,∞), åñëè X = W 1

p (I) èëè X =
◦◦
W 1

p (I),

JX(g) = ∥g∥X ′
s
≈ G(g).

(2) Åñëè æå X =
◦◦
W 1

p (I), òî

JX(g) = ∥g∥X ′
w
≈ G(g) + G(g), (7)

(3) Òàêæå, JW 1
p
(g) < ∞, åñëè è òîëüêî åñëè G(g) < ∞ è JW 1

p
(g) ≈ G(g) + G(g).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êëàññû Ñîáîëåâà ñî ñòåïåííûìè âåñàìè.

(1) Ïóñòü 1 < p < ∞, β = α + 1 > 1
p′ è W 1

p,β(I) - ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ âåñàìè

v0(x) = ηpx
α, v1(x) = xβ (8)

(2) Åñëè 1 < p < ∞, γ = σ + 1 < 1
p′ , òî W 1

p,γ(I) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ âåñàìè

v0(x) = θpx
σ, v1(x) = xγ, (9)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (4) äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ âûïîëíåíî, ïîýòîìó

◦
W 1

p,β(I) = W 1
p,β(I),

◦
W 1

p,γ(I) = W 1
p,γ(I).

Äëÿ îïèñàíèÿ àññîöèèðîâàííûõ ê íèì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðîñòðàíñòâà òèïà ×åçàðî è Êîïñîíà.

Ïóñòü p ∈ (1,∞), β > 1
p. Ïðîñòðàíñòâî òèïà ×åçàðî

Cesp,β(I) := {f : ∥f∥Cesp,β(I) :=

(∫ ∞

0

(
1

xβ

∫ x

0

|f |
)p

dx

)1
p

< ∞}.

Ïðè β = 1 ýòî êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ×åçàðî.



Äëÿ L1
loc
([0,∞)) := {f ∈ M(I) :

∫ t

0 |f | < ∞, for all t ∈ I} îïðåäåëèì ñëàáûå ïðîñòðàíñòâà

×åçàðî äëÿ ôóíêöèé èç L1
loc
([0,∞))

Cesp,β(I) := {g : ∥g∥Cesp,β(I) :=

(∫ ∞

0

∣∣∣∣ 1xβ
∫ x

0

g

∣∣∣∣p dx)1
p

< ∞}.

Ïóñòü γ < 1
p. Àíàëîãè÷íî çàäàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Êîïñîíà

Copp,γ(I) := {g : ∥g∥Copp,γ(I) :=

(∫ ∞

0

(
1

xγ

∫ ∞

x

|g|
)p

dx

)1
p

< ∞}

è äëÿ L1
loc
((0,∞]) := {g ∈ M(I) :

∫∞
t |g| < ∞, for all t ∈ I}

Copp,γ(I) := {g : ∥g∥Copp,γ(I) :=

(∫ ∞

0

∣∣∣∣ 1xγ
∫ ∞

x

g

∣∣∣∣p dx)1
p

< ∞}.

Ïðîñòðàíñòâà Cesp,β(I) è Copp,γ(I) ÿâëÿþòñÿ íåïîëíûìè íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïðèìåð 1 Äëÿ ε ∈ (0, 1p) ïîëîæèì fε(x) =
sinx
x1+ε . Òîãäà ∥fε∥Copp,γ(I) < ∞, íî ∥fε∥Copp,γ(I) = ∞, ò.å.

fε ∈ Copp,γ(I) \ Copp,γ(I).

Òåîðåìà 5 [2] Äëÿ íîðì ïðîñòðàíñòâ, àññîöèèðîâàííûõ ê Cesp,β(I)

è Copp,γ(I) èìåþòñÿ äâóñòîðîííèå îöåíêè

∥g∥[Cesp,β(I)]
′
s
≈
(∫ ∞

0

(
xβ−1∥g∥L∞([x,∞))

)p′
dx

) 1
p′

=: ∥g∥Dp′,β(I)
,

∥g∥[Copp,γ(I)]′s ≈
(∫

I

(
xγ−1∥g∥L∞((0,x])

)p′
dx

) 1
p′

=: ∥g∥Dp′,γ(I),

à ñàìè ïðîñòðàíñòâà X ∈ {Cesp,β(I), Copp,γ(I)} ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî àññîöèèðîâàííî ðåôëåêñèâíû-

ìè, ò.å. X = [X ′
s]
′
s.



Ðåçóëüòàòû ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùåé òàáëèöå.

X ∈ {Cesp,β(I), Copp,γ(I)} ⇒ X ′
s = X ′

w ∈ {Dp′,β(I),Dp′,γ(I)}, (X ′
s)

′
s = X.

X ∈ {W 1
p,β(I),

◦◦
W 1

p,β(I);W
1
p,γ(I),

◦◦
W 1

p,γ(I)} ⇒ X ′
s ∈ {Cesp′,β(I), Copp′,γ(I)}

(X ′
s)

′
s ∈ {Dp′,β(I),Dp′,γ(I)} = {[L↓

p,β(I)]
′′
, [L↑

p,γ(I)]
′′}

X ∈ {
◦◦
W 1

p,β(I),
◦◦
W 1

p,γ(I)} ⇒ X ′
w ∈ {Cesp′,β(I),Copp′,γ(I)}, (X ′

w)
′
w = X.

X ∈ {Cesp,β(I),Copp,γ(I)} ⇒ X ′
s = {0}, X ′

w ∈ {
◦◦
W 1

p′,β(I),
◦◦
W 1

p′,γ(I)},
(X ′

w)
′
w = X, (X ′

w)
′
s = {Cesp,β(I), Copp,γ(I)}.

Íàèáîëåå ïðîäâèíóòûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ([4])

Òåîðåìà 6 Ïóñòü 1 < p < ∞, v0, v1 ∈ Vp(0,∞) è óñëîâèå (4) âûïîëíÿåòñÿ. Tîãäà

(
◦◦
W 1

p (I)
′
w)

′
w =

◦◦
W 1

p (I), (
◦◦
W 1

p (I)
′
w)

′
s = {0}. (10)


