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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ

Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû â ñëó÷àéíîé ñðåäå

Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ



Ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü
âîïðîñû âûðîæäåíèÿ è ðîñòà ïîïóëÿöèé, ïîÿâèëèñü â ñåðåäèíå XIX
âåêà â ðàáîòàõ ôðàíöóçñêîãî ó÷åíîãî È. Áüåíýìå è áðèòàíñêèõ
èññëåäîâàòåëåé Ô. Ãàëüòîíà è Õ. Âàòñîíà. Íî ëèøü ïî÷òè ñòîëåòèå
ñïóñòÿ òàêèå ìîäåëè ñòàëè îáúåêòîì ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ
ìàòåìàòèêîâ. Ñðåäè ïåðâûõ äîñòèæåíèé â ýòîé îáëàñòè îñîáîå ìåñòî
çàíèìàåò ñòàòüÿ À. Í. Êîëìîãîðîâà

"Ê ðåøåíèþ îäíîé áèîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìû "

â êîòîðîé áûëî èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè
íåâûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè â çàâèñèìîñòè îò ðåïðîäóêòèâíîñòè
èíäèâèäóóìîâ, åå îáðàçóþùèõ.



Ýòà ðàáîòà Êîëìîãîðîâà ïîñëóæèëà òîë÷êîì ê èññëåäîâàíèþ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ïîïóëÿöèîííûõ ìîäåëåé íà
ñåìèíàðå, îðãàíèçîâàííîì À. Í. Êîëìîãîðîâûì â 1947 ã.
â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå. Îí æå ïðåäëîæèë
èñïîëüçîâàòü äëÿ òàêèõ ìîäåëåé òåðìèí �âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû�.

Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïîñëåäóþùèõ ëåò À. Í. Êîëìîãîðîâûì è åãî
ó÷åíèêàìè Í. À. Äìèòðèåâûì, Á. À. Ñåâàñòüÿíîâûì è
À. Ì. ßãëîìîì áûëî îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî ðàáîò, êîòîðûå, íàðÿäó
ñ ÷óòü áîëåå ïîçäíèìè ðàáîòàìè Ð. Áåëëìàíà è Ò. Å. Õàððèñà, ëåãëè
â îñíîâó ñîâðåìåííîé òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ.

Ñåâàñòüÿíîâ Á.À. �Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû� , Íàóêà (1971).



Âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ Ãàëüòîíà-Âàòñîíà

Âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ Ãàëüòîíà-Âàòñîíà:

Z(0) = 1, Z(1) = ξ, Z(n) =

Z(n−1)∑
j=1

ξ
(n)
j , n ≥ 2.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà ïîòîìêîâ

f(s) := Esξ =

∞∑
k=0

P(ξ = k)sk.

ξ
(n)
j , j = 1, 2, ...; n ≥ 2 íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

ðàñïðåäåëåííûå òàê æå êàê è ξ.



A := Eξ = f ′(1) - ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ïîòîìêîâ ó îäíîé
÷àñòèöû

Âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ Ãàëüòîíà-Âàòñîíà íàçûâàåòñÿ

íàäêðèòè÷åñêèì, åñëè A > 1,

êðèòè÷åñêèì, åñëè A = 1,

äîêðèòè÷åñêèì, åñëè A < 1.

T = min{k : Z(k) = 0} - ìîìåíò âûðîæäåíèÿ ⇒

P(T < ∞) =

 1 åñëè A ≤ 1;

q < 1 åñëè A > 1.



Ïðèìåð

f(s) := Esξ =
q

1− ps
=

∞∑
k=0

qpksk=

∞∑
k=0

P(ξ = k)sk,

ãäå q + p = 1.



Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû Ãàëüòîíà-Âàòñîíà â ìåíÿþùåéñÿ ñðåäå

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ÷èñåë ïîòîìêîâ fn(s) := Esξ
(n)

,
n = 1, 2, ... ìîãóò ìåíÿòüñÿ îò ïîêîëåíèÿ ê ïîêîëåíèþ.

⇒ f ′
n(1) := Eξ(n) ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû;

Z(0) = 1, Z(n) =

Z(n−1)∑
j=1

ξ
(n)
j , n ≥ 1,

ãäå ξ
(n)
j

d
= ξ(n) íåçàâèñèìû.

E
[
Z(n)

∣∣∣f1, f2, . . .] =

n∏
j=1

f ′
j(1).



Ïðèìåð

fn(s) := Esξ
(n)

=
qn

1− pns
=

∞∑
k=0

qnp
k
ns

k=
∞∑

k=0

P(ξ(n) = k)sk,

ãäå qn + pn = 1.



ÂÅÒÂßÙÈÅÑß ÏÐÎÖÅÑÑÛ Â ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÐÅÄÅ

Îäíèì èç íàèáîëåå èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé â
ñîâðåìåííîé òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, ýâîëþöèîíèðóþùèõ â ñëó÷àéíîé ñðåäå
(ÂÏÑÑ).

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â èçó÷åíèè ýòèõ ïðîöåññîâ äîñòèãíóò
ñóùåñòâåííûõ ïðîãðåññ: äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ ÂÏÑÑ íàéäåíà
àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòè íåâûðîæäåíèÿ è îïèñàíà ýâîëþöèÿ
òðàåêòîðèé ðàçìåðîâ ïîïóëÿöèé, â ïðåäïîëîæåíèè î íåçàâèñèìîñòè
êîìïîíåíò ñðåäû.

Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé áûëè ïîäûòîæåíû â êíèãå

G.Kersting, V.Vatutin �Discrete Time Branching Processes in
Random Environment� , Wiley (2017).



Ìû ïëàíèðóåì ïðîäîëæèòü àíàëèç ÂÏÑÑ, ñîñðåäîòî÷èâøèñü íà
îïèñàíèè áîëåå òîíêèõ ñâîéñòâ ýòèõ ïðîöåññîâ:

ñòðóêòóðå äåðåâüåâ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, ýâîëþöèîíèðóþùèõ â
íåáëàãîïðèÿòíîé ñðåäå,

âåðîÿòíîñòÿõ áîëüøèõ óêëîíåíèé ðàçìåðîâ ïîïóëÿöèé,

ïåðåõîäíûõ ÿâëåíèÿõ â ÂÏÑÑ,

à òàêæå èçó÷èòü ñâîéñòâà íîâîãî êëàññà ÂÏÑÑ - âåòâÿùèõñÿ
ïðîöåññîâ â ¾çàìîðîæåííîé¿ ñëó÷àéíîé ñðåäå, êîãäà ñîñòîÿíèå
ñðåäû èçìåíÿåòñÿ â ìîìåíòû íåêîòîðîé äåòåðìèíèðîâàííîé
ðàñòóùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

èññëåäîâàòü ñâîéñòâà òðàåêòîðèé ÂÏÑÑ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ
áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö.



Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû Ãàëüòîíà-Âàòñîíà â ñëó÷àéíîé ñðåäå (ÂÏÑÑ)

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ÷èñåë ïîòîìêîâ fn(s) := Esξ
(n)

â
ïîêîëåíèÿõ n = 1, 2, ... ÑËÓ×ÀÉÍÛ, íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåíû.

⇒ f ′
n(1) := Eξ(n) íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû;

Z(n+ 1) =

Z(n)∑
j=1

ξ
(n)
j



Ïðèìåð

fn(s) := Esξ
(n)

=
qn

1− pns
=

∞∑
k=0

qnp
k
ns

k=

∞∑
k=0

P(ξ(n) = k)sk,

ãäå qn + pn = 1, è, ñêàæåì, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû pn, n = 1, 2, ...

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0,1].



Êëàññèôèêàöèÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà-Âàòñîíà â
ñëó÷àéíîé ñðåäå
Ñîïðîâîæäàþùåå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Xi := log f ′
i(1)

S0 = 0, Sn = log f ′
1(1) + log f ′

2(1) + · · ·+ log f ′
n(1), n ≥ 1.

E
[
Z(n)

∣∣∣f1, f2, . . .] =: Ef

[
Z(n)

]
=

n∏
j=1

f ′
j(1) = eSn

Êëàññèôèêàöèÿ: ÂÏÑÑ íàçûâàåòñÿ

íàäêðèòè÷åñêèì, åñëè limn→∞ Sn = +∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1;

äîêðèòè÷åñêèì, åñëè limn→∞ Sn = −∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1;

êðèòè÷åñêèì, åñëè lim supn→∞ Sn = +∞ è lim infn→∞ Sn = −∞
(îáà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1);



Åñëè EX1 = 0,EX2
1 = σ2 ∈ (0,∞), òî ëþáîãî t ∈ (0, 1] è x ∈ (0,+∞)

lim
n→∞

P

(
logZ(tn)

σ
√
n

≤ x
∣∣∣Z(n) > 0

)
= lim

n→∞
P

(
Stn

σ
√
n
≤ x

∣∣∣Z(n) > 0

)
= P

(
Y +(t) ≤ x

)
,

ãäå Y + = {Y +(t), 0 ≤ t ≤ 1} - áðîóíîâñêàÿ èçâèëèíà - áðîóíîâñêîå
äâèæåíèå, îñòàþùååñÿ ïîëîæèòåëüíûì íà èíòåðâàëå (0, 1].

Sn ≍
√
n

- ÁËÀÃÎÏÐÈßÒÍÀß ÑÐÅÄÀ.
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ÂÇÃËßÄ ÈÇ ÍÀÑÒÎßÙÅÃÎ Â ÏÐÎØËÎÅ

ÐÅÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÏÐÎÖÅÑÑ

Äëÿ ïðîöåññà Z(m),m = 0, 1, 2, ..., ïðè êàæäîì n ñòðîèòñÿ òàê
íàçûâàåìûé ðåäóöèðîâàííûé ïðîöåññ

Z(m,n), 0 ≤ m ≤ n,

ãäå Z(m,n) - ÷èñëî ÷àñòèö â ïðîöåññå â ìîìåíò m, êîòîðûå áóäóò
èìåòü íåïóñòîå ÷èñëî ïîòîìêîâ â ìîìåíò n.







Ðåäóöèðîâàííûå ïðîöåññû äëÿ îáû÷íûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ
âïåðâûå èññëåäîâàë À.Ì.Çóáêîâ. Ïîçäíåå ýòó ìîäåëü àíàëèçèðîâàëè
Ê.Ôëÿéøìàí, Çèãìóíä-Øóëüöå è ðÿä äðóãèõ ó÷åíûõ.

Ðåäóöèðîâàííûå ïðîöåññû äëÿ ÂÏÑÑ èññëåäîâàëè Ê.À.Áîðîâêîâ,
Â.À.Âàòóòèí, Ê.Ôëÿøìàíí. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äëÿ êðèòè÷åñêèõ
ÂÏÑÑ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè EX1 = 0,EX2
1 = σ2 ∈ (0,∞), òî ëþáîãî t ∈ (0, 1] è x ∈ (0,+∞)

lim
n→∞

P

(
logZ(tn, n)

σ
√
n

≤ x
∣∣∣Z(n) > 0

)
= P

(
min
t≤s≤1

Y +(s) ≤ x

)
,

ÁÓÒÛËÎ×ÍÛÅ ÃÎÐËÛØÊÈ!



logZ(nt) ∼ σ
√
nY +(t)

logZ(nt, n) ∼ σ
√
nmint≤s≤1 Y

+(s)
a

--_
,

I

t, 1
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À åñëè íåáëàãîïðèÿòíàÿ ñðåäà - òî åñòü, íàïðìåð, â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå

Sn ≤ φ(n) = o(
√
n)

- êàê áóäåò ðàçâèâàòüñÿ ïîïóëÿöèÿ?

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïðèâîäèò ê ïðèíöèïèàëüíî íîâîìó êðóãó çàäà÷, ðåøåíèå
êîòîðûõ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè äîêàçàòåëüñòâà öåëîãî ðÿäà óñëîâíûõ
ïðåäåëüíûõ òåîðåì, îïèñûâàþùèõ áîëüøèå è ìàëûå óêëîíåíèÿ äëÿ
ñîïðîâîæäàþùèõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, îñòàþùèõñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè
èëè îòðèöàòåëüíûìè íà áåñêîíå÷íûõ èëè êîíå÷íûõ îòðåçêàõ âðåìåíè.



Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè íåäàâíî ïîëó÷åíû
Âàòóòèíûì è Äüÿêîíîâîé.

Íàïðèìåð, íàéäåíà àñèìòîòèêà âåðîÿòíîñòè íåâûðîæäåíèÿ

P(Z(n) > 0, Sn ≤ φ(n)).

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè φ(n) → ∞ ïðè n → ∞ òàê, ÷òî φ(n) = o(
√
n), òî äëÿ

ëþáûõ t ∈ (0, 1) è x ∈ [0,∞)

lim
n→∞

P

(
1

σ
√
n
logZ(nt) ≤ z|Sn ≤ φ(n), Z(n) > 0

)
= P

(
Y ++(t) ≤ z

)
,

ãäå
{
Y ++(t), 0 ≤ t ≤ 1

}
� ýêñêóðñèÿ åäèíè÷íîé äëèíû áðîóíîâñêîãî

äâèæåíèÿ.
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Îäíàêî ñâîéñòâà

ðåäóöèðîâàííûõ ïðîöåññîâ

â ñëó÷àå

íåáëàãîïðèÿòíîé ñðåäû

ïîêà èññëåäîâàòü íå óäàëîñü, õîòÿ ïðèêèäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ÷àñòèö â ðåäóöèðîâàííîì ïðîöåññå

Z(m,n)

ïðè óñëîâèè íåâûðîæäåíèÿ ê ìîìåíòó n áóäåò èìåòü (â ïðåäåëå) 5
ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé, âèä êîòîðûõ çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ïàðàìåòðàìè m,n è ôóíêöèåé φ(n).
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ÂÏÑÑ â "çàìîðîæåííîé ñðåäå": â ýòîé ìîäåëè èìååòñÿ
äåòåðìèíèðîâàííàÿ áûñòðî ðàñòóùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T1, T2, ... è
ñðåäà ñ íîìåðîì i , âûáèðàåìàÿ ñëó÷àéíî, îñòàåòñÿ íåèçìåííîé â
òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè Ti.



ÂÏÑÑ â âîçìóùåííîé ñðåäå - èññëåäîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ
ïåðåõîäíûõ ÿâëåíèé â ÂÏÑÑ - êàê ñåáÿ áóäåò âåñòè àñèìïòîòèêà
âåðîÿòíîñòè íåâûðîæäåíèÿ è ðàçìåð ïîïóëÿöèè, åñëè âìåñòî ÷èñòî
êðèòè÷åñêèõ ÂÏÑÑ ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû, êîòîðûå â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå áëèçêè ê êðèòè÷åñêèì.

Äëÿ îáû÷íûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ âîïðîñû òàêîãî ðîäà
ðàññìàòðèâàëè Á.À.Ñåâàñòüÿíîâ, Ñ.Â.Íàãàåâ, Â.Ï.×èñòÿêîâ è ðÿä
äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé.



Añèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ è ñâîéñòâà
òðàåêòîðèé ÂÏÑÑ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Ýòîé
òåìàòèêå â äåòåðìèíèðîâàííîé ñðåäå ïîñâÿùåíû êëàññè÷åñêèå
ðàáîòû Ôåëëåðà, Ëàìïåðòè, Íåÿ, Ëèíäâàëëà.

Äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, .. çàäàäèì ÂÏÑÑ Z(kn, i), i = 0, 1, 2, ...,
íà÷èíàþùèéñÿ ñ kn ÷àñòèö íóëåâîãî ïîêîëåíèÿ. Ïóñòü T - ìîìåíò
âûðîæäåíèÿ óêàçàííîãî ïðîöåññà. Â êðèòè÷åñêîì è äîêðèòè÷åñêîì
ñëó÷àÿõ ìû íàìåðåíû

ïðîàíàëèçèðîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T
äëÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáðàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè kn;

èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðîöåññîâ Z(kn, [nt]), t > 0.



Áîëüøèå óêëîíåíèÿ íàäêðèòè÷åñêèõ ÂÏÑÑ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è : òèïè÷íûé ðîñò íàäêðèòè÷åñêèõ ÂÏÑÑ
logZ(n) ∼ Cn. À êàêîâà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
logZ(n) > γ1n, γ1 > C èëè - logZ(n) < γ2n, γ2 < C �
êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ â
äåòåðìèíèðîâàííîé ñðåäå.

Äëÿ ÂÏÑÑ åñòåñòâåííî îòâåòèòü íà âîïðîñ, à êàêàÿ ñðåäà
îáåñïå÷èâàåò òàêîé ðîñò.

Ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ÂÏÑÑ ñ
÷àñòèöàìè äâóõ ïîëîâ.



Êàòàëèòè÷åñêèå âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ (ÊÂÑÁ) ïî
ìíîãîìåðíûì ðåøåòêàì.

×àñòèöû ìîãóò ïðîèçâîäèòü ïîòîìêîâ è ãèáíóòü òîëüêî â
ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ ðåøåòêè � öåíòðàõ êàòàëèçà èëè èñòî÷íèêàõ
ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè ÷àñòèö. Ïî îñòàëüíûì òî÷êàì ðåøåòêè
÷àñòèöû ñîâåðøàþò ëèøü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, íå ïîäâåðãàÿñü
èçìåíåíèÿì.

Áèîëîãè÷åñêèå ìîäåëè - ðàçìíîæåíèå ðûá.

Ýêîëîãèÿ - äèàïàçîí çàãðÿçíåíèÿ.



Ðàííèå èññëåäîâàíèÿ ÊÂÑÁ ïî öåëî÷èñëåííûì ðåøåòêàì áûëè
íàïðàâëåíû íà âûÿâëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñðåäíèõ
ëîêàëüíûõ è îáùèõ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö ïðè íåîãðàíè÷åííûì ðîñòå
âðåìåíè.

Â ðàáîòàõ Ñ.À.Ìîë÷àíîâà è Å.Á.ßðîâîé, íà÷èíàÿ ñ 2012 ãîäà, áûëè
ðàññìîòðåíû çàäà÷è ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îáëàêà
÷àñòèö â ÊÂÑÁ ñ ðîñòîì âðåìåíè, â òîì ÷èñëå áûë íàéäåí òàê
íàçûâàåìûé ôðîíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïóëÿöèè è èçó÷åíà ñòðóêòóðà
ïîïóëÿöèè âíóòðè ôðîíòà.

Ïîñêîëüêó èõ èññëåäîâàíèÿ îïèðàëèñü íà òåõíèêó òåîðèè
îïåðàòîðîâ, àâòîðû íàëàãàëè ðÿä îãðàíè÷åíèé íà
èíôèíèòåçèìàëüíóþ ìàòðèöó, îïèñûâàþùóþ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå
÷àñòèö (íàïðèìåð, ïðåäïîëàãàëàñü ñèììåòðè÷íîñòü ýòîé ìàòðèöû).



Â ðàìêàõ ïðîåêòà ïëàíèðóåòñÿ âûÿâèòü ïðè ðàçíîîáðàçíûõ óñëîâèÿõ,
íàëàãàåìûõ íà õàðàêòåðèñòèêè áëóæäàíèÿ è âåòâëåíèÿ, êàêèì
îáðàçîì ïðîèñõîäèò êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö âíóòðè ôðîíòà
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïóëÿöèè â ÊÂÑÁ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì â êðèòè÷åñêîì è
äîêðèòè÷åñêîì ñëó÷àÿõ äëÿ âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ
ïîïóëÿöèåé ÷àñòèö ðàñòóùåé ãðàíèöû ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòà
ãðàíèöà áóäåò êîãäà-ëèáî äîñòèãíóòà.

Èçó÷åíèå ïëîòíîñòè êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö âíóòðè ôðîíòà
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïóëÿöèè äëÿ íàäêðèòè÷åñêîãî
êàòàëèòè÷åñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.



ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!


