
Âêëàä àêàäåìèêà À.Í.Êîëìîãîðîâà â

ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé

À.Â. Áóëèíñêèé

(ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõìàòà
ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà)

ÑÏá ñåìèíàð ïî èñòîðèè ìàòåìàòèêè
îíëàéí, 05 ñåíòÿáðÿ 2024 ãîäà

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



ÏËÀÍ

1 Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé äî

À.Í.Êîëìîãîðîâà

2 Âêëàä À.Í.Êîëìîãîðîâà

3 Çàêëþ÷åíèå

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



1. Áóäó÷è 19-ëåòíèì ñòóäåíòîì
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà, À.Í.Êîëìîãîðîâ ïîñòðîèë ïðèìåð
ïî÷òè âñþäó ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ôóðüå. Ýòà
ðàáîòà ñðàçó ïðèíåñëà åìó ìèðîâóþ ñëàâó.

Çàòåì ïîñëåäîâàëè ôóíäàìåíòàëüíûå òðóäû
ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, à
òàêæå â ôèçèêå, ìåõàíèêå, áèîëîãèè.
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Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ âíåñ âêëàä â ðåøåíèå äâóõ èç
îáùåãî ñïèñêà 23 çíàìåíèòûõ ïðîáëåì,
ñîñòàâëåííîãî Ä.Ãèëüáåðòîì â 1900 ãîäó.

Â 6-é ïðîáëåìå ïðåäëàãàëîñü �àêñèîìàòèçèðîâàòü
òå ôèçè÷åñêèå íàóêè, â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü
èãðàåò ìàòåìàòèêà�. Ê 20-ìó âåêó òåîðèþ
âåðîÿòíîñòåé ñòàëè îòíîñèòü ê ôèçèêå.

Â îòëè÷èå îò ãåîìåòðèè, âîçíèêøåé áîëåå 4000
ëåò òîìó íàçàä, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ
ìîëîäîé íàóêîé. Âåðîÿòíîñòíûå ðàññóæäåíèÿ
(êîìáèíàòîðíîãî õàðàêòåðà) ïîÿâèëèñü ëèøü â
ýïîõó Âîçðîæäåíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè àçàðòíûõ
èãð.
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Îäíèì èç ïåðâûõ, êòî ñòàë àíàëèçèðîâàòü øàíñû
èãðîêîâ áûë Äæ.Êàðäàíî (G.Cardano, 1501-1576).
Åãî ðóêîïèñü �Êíèãà îá àçàðòíûõ èãðàõ� (�Liber de
Ludo Aleae�) îïóáëèêîâàíà ëèøü â 1663 ã.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà÷àëî �èñ÷èñëåíèþ âåðîÿòíîñòåé�
ïîëîæèëà ïåðåïèñêà Á.Ïàñêàëÿ è Ï.Ôåðìà,
îòíîñÿùàÿñÿ ê èçâåñòíîé çàäà÷å êàâàëåðà äå Ìåðå
(de M�er�e), êàê ñïðàâåäëèâî ðàçäåëèòü ñòàâêó â
ïðåðâàííîé èãðå. Â 1657 ã. ïîÿâèëàñü êíèãà
Õ.Ãþéãåíñà �Î ðàñ÷åòàõ â àçàðòíûõ èãðàõ� (�De
Ratiociniis in Ludo Aleae�), â êîòîðîé, íàïðèìåð,
ïðèâîäÿòñÿ ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé.
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Ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü ñûãðàëà êíèãà ß.Áåðíóëëè
�Èñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèé,� èçäàííàÿ â 1713 ãîäó.

Èìåííî â ýòîì òðóäå âïåðâûå ïîÿâèëñÿ �çàêîí
áîëüøèõ ÷èñåë� (â ñëàáîé ôîðìå), çàëîæèâøèé
ïîäõîä ê îáîñíîâàíèþ íàáëþäàåìîé óñòîé÷èâîñòè
÷àñòîò îïðåäåëåííûõ ñîáûòèé â îïûòàõ,
ïðîèçâîäèìûõ â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ òàê, ÷òî èõ
ðåçóëüòàòû íå âëèÿþò äðóã íà äðóãà.
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Íà÷èíàÿ ñ 18-ãî âåêà, óñèëèÿ ìíîãèõ
èññëåäîâàòåëé áûëè íàïðàâëåíû íà èçó÷åíèå
ôëóêòóàöèè ñóìì Sn = X1 + . . .+ Xn, n ∈ N, ãäå
Xk ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè.
Ó íàñ íåò âðåìåíè ïîäðîáíî îñòàíîâèòüñÿ íà
ãëóáîêèõ èññëåäîâàíèÿõ, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü
âïëîòü äî íà÷àëà 20-ãî âåêà. Îòìåòèì ëèøü âêëàä
ñëåäóþùèõ èçâåñòíûõ ó÷åíûõ:
Ä.Áåðíóëëè, À. äå Ìóàâð, Ê.Ãàóññ, Ï.-Ñ.Ëàïëàñ,
Ä.Ïóàññîí, Ï.Ë.×åáûøåâ, À.À.Ìàðêîâ,
À.Ì.Ëÿïóíîâ, À.Ïóàíêàðå, Ë.Áàøåëüå, Ý.Áîðåëü,
Ì.Ôðåøå, Ï.Ëåâè, ß.Ëèíäåáåðã, Ô.Ëóíäáåðã,
Í.Âèíåð, Ñ.Í.Áåðíøòåéí.
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Íàïðèìåð, Ï.-Ñ.Ëàïëàñ äîêàçàë, ÷òî äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åííûõ íåâûðîæäåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1,X2, . . . äëÿ ëþáûõ
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ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíû Z ∼ N(0, 1).
Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ââåäåííî Ê.Ãàóññîì.
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Íûíå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé
èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ
ÿâëåíèé. Êîíå÷íî, â ýòîì âûñêàçûâàíèè èìåþòñÿ
�ïîäâîäíûå êàìíè�. ×òî òàêîå ìîäåëü è ÷òî òàêîå
ñëó÷àéíîå ÿâëåíèå? Îáû÷íî ãîâîðÿò, ÷òî
ðåçóëüòàò ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà íåâîçìîæíî
ïðåäñêàçàòü äî åãî ïðîâåäåíèÿ. Íàïðèìåð, äî
ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû ìû íå çíàåì, êàêîé
ñòîðîíîé îíà óïàäåò. Îñîáåííî òðóäíûì ÿâëÿåòñÿ
âîïðîñ î �ïðèðîäå ñëó÷àéíîñòè�.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Äëÿ ìíîãèõ ïðèâëåêàòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
çðåíèÿ, ÷òî íåâîçìîæíîñòü ïðåäñêàçàíèÿ ñâÿçàíà
ñ íåïîëíîòîé íàøèõ çíàíèé.

Â 1814 ã. â �Ýññå î âåðîÿòíîñòÿõ� Ï.-Ñ.Ëàïëàñ
ïèñàë: �Óì, êîòîðîìó áûëè áû èçâåñòíû äëÿ
êàêîãî-ëèáî äàííîãî ìîìåíòà âñå ñèëû,
îäóøåâëÿþùèå ïðèðîäó, è îòíîñèòåëüíîå
ïîëîæåíèå âñåõ å¼ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé, ... �
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À.Ïóàíêàðå â êíèãå �Calcul des Probabilit�es� (1912)
ïèñàë, ÷òî íåïðåäñêàçóåìîñòü (ñëó÷àéíîñòü)
ñâÿçàíà ñ íåâîçìîæíîñòüþ òî÷íî êîíòðîëèðîâàòü
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòîâ, ìàëåéøåå
èçìåíåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì
ïîñëåäñòâèÿì. Â ýòîé ñâÿçè îí ðàññìàòðèâàë
ïðèìåð íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåðñèÿ êîíóñà,
ïîñòàâëåííîãî íà âåðøèíó.
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Êîíöåïöèÿ äåòåðìèíèçìà ïîøàòíóëàñü ñ
ñîçäàíèåì â ïåðâîé ÷åòâåðòè 20-ãî âåêà êâàíòîâîé
ìåõàíèêè. Â 1927 ã. Â.Ãåéçåíáåðã (W.Heisenberg)
ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ
ìèêðîìèðà, ñîãëàñíî êîòîðîìó �íåâîçìîæíî
îäíîâðåìåííî òî÷íî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû è
ñêîðîñòü (èìïóëüñ) ÷àñòèöû�. Ñîãëàñíî �ïðàâèëó
Áîðíà�, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà) íàçíà÷àåò �àìïëèòóäó� êàæäîìó
ðåçóëüòàòó èçìåðåíèé, è âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü
òàêîé ðåçóëüòàò ðàâíà êâàäðàòó àìïëèòóäû.
Äàæå ñðåäè âûäàþùèõñÿ ôèçèêîâ íå áûëî (è íåò)
åäèíîãî ìíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîñòè.
Íàïðèìåð, À.Ýéíøòåéí ñ÷èòàë, ÷òî �God does not
play the dice.�
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Ð.Áðîóí â 1827 ãîäó îáíàðóæèë ïîä ìèêðîñêîïîì
õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå öâåòî÷íîé ïûëüöû â âîäå.

Ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà ýòîãî çíàìåíèòîãî ÿâëåíèÿ
äîëãèå ãîäû îñòàâàëàñü íåèçâåñòíîé. Ïåðâàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü õàîòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé
òàêîãî ðîäà áûëà ââåäåíà Ë.Áàøåëüå â 1900 ã. ïðè
èçó÷åíèè êîëåáàíèé íà áèðæå êóðñîâ öåííûõ
áóìàã. Â 1905 ã. ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ À.Ýéíøòåéíà è
â 1906 ã. - Ì.Ñìîëóõîâñêîãî, â êîòîðûõ áûëà
çàëîæåíà òåîðèÿ ïðîöåññîâ äèôôóçèè, ñâÿçàííûõ
ñ ìîëåêóëÿðíûì ñòðîåíèåì âåùåñòâà.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ
áûëè ïðåäëîæåíû Í.Âèíåðîì, Ï.Ëåâè,
Ï.Ëàíæåâåíîì è äðóãèìè ó÷åíûìè.

Ìû íå îáñóæäàåì âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè,
ñâÿçàííûå ñ äåìîãðàôè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè,
à òàêæå ñ îáðàáîòêîé äàííûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ
íàáëþäåíèé.

Â 19 âåêå èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ôèçèêà, èñïîëüçîâàâøàÿ ñëó÷àéíûå ìîäåëè.
Äîñòàòî÷íî óïîìÿíóòü èññëåäîâàíèÿ Ð.Êëàóçèóñà,
Ë.Áîëüöìàíà, Äæ.Ìàêñâåëëà, ß.Âàí-äåð-Âààëüñà,
Äæ.Ãèááñà, Ë.Îíçàãåðà. Â 1902 ãîäó áûë
îïóáëèêîâàí ôóíäàìåíòàëüíûé òðóä Äæ.Ãèááñà
�Îñíîâû ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè�.
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Â 1906 ãîäó À.À.Ìàðêîâ ââåë íîâûé êëàññ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îáëàäàþùèõ öåïíîé
çàâèñèìîñòüþ. Äëÿ ýòîãî îí èññëåäîâàë, ñ êàêîé
÷àñòîòîé ïîÿâëÿþòñÿ ãëàñíûå è ñîãëàñíûå áóêâû,
à òàêæå êàê ÷åðåäóþòñÿ ãëàñíûå è ñîãëàñíûå â
ðîìàíå À.Ñ.Ïóøêèíà �Åâãåíèé Îíåãèí�.

Èíòåðåñíûé ïðèìåð ìàðêîâñêîé öåïè ðàññìîòðåëè
â 1907 ãîäó ôèçèêè Ò.Ýðåíôåñò è Ï.Ýðåíôåñò äëÿ
îáúÿñíåíèÿ âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî ê íà÷àëó 20-ãî âåêà îíè
ñòàëè èãðàòü âàæíóþ ðîëü â ôèçèêå è äðóãèõ
îáëàñòÿõ.
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Íàçðåëà íåîáõîäèìîñòü ðàçîáðàòüñÿ ñ îáùèìè
ñâîéñòâàìè ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ ïîíÿòèå
ñëó÷àéíîñòè. Âåäü äàæå íå áûëî ñòðîãîãî
îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Êàê æå ó÷åíûå
çàíèìàëèñü èññëåäîâàíèÿìè äî 20-ãî âåêà? Â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èçó÷àëèñü ïðîñòûå
äèñêðåòíûå ìîäåëè. Ñëîæíûå ñòîõàñòè÷åñêèå
ìîäåëè ïîòðåáîâàëè ïîíèìàíèÿ, êàê ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü îäíîâðåìåííîå ïîâåäåíèå
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïåðâûå
ïîïûòêè àêñèîìàòèçàöèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â
íà÷àëå 20-ãî âåêà ïðåäïðèíÿëè Ý.Áîðåëü, à òàêæå
Ñ.Í.Áåðíøòåéí.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â 1929 ãîäó âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê è ôèëîñîô
Á.Ðàññåë ñêàçàë:

�Probability is the most important concept in modern
science, especially as nobody has the slightest notion
what it means�.
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2. Èìåííî Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ
çàëîæèë ïðî÷íûé ôóíäàìåíò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
â ñâîåé ìîíîãðàôèè �Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé� (ïåðâîå èçäàíèå â 1933 ãîäó).

Ïîñëå ýòîãî îí íà ìíîãèå ãîäû ñòàë ïðèçíàííûì
ëèäåðîì ýòîé íàóêè.
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ÂÊËÀÄ À.Í.ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÀ
Â ÒÅÎÐÈÞ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

1. Ñîçäàíèå ôóíäàìåíòà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
2. Ðåøåíèå ðÿäà êëàññè÷åñêèõ è íîâûõ ïðîáëåì
ýòîé íàóêè.
3. Ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.
4. Ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
5. Èññëåäîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé
â ôèçèêå, áèîëîãèè, ãåîëîãèè è äðóãèõ íàóêàõ.
6. Íîâûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîñòè.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ôóíäàìåíòàëüíûé ïîäõîä À.Í.Êîëìîãîðîâà ê
ïîñòðîåíèþ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé áûë îñíîâàí íà
ïîíÿòèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, îïèñûâà-
þùåãî ðàçíîîáðàçíûå ñëó÷àéíûå ýêñïåðèìåíòû.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Äî åãî êíèãè îòñóòñòâîâàë äàæå îòâåò íà âîïðîñ,
óäàñòñÿ ëè ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ çàäàííûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè. Òåì áîëåå, áûëî íå ÿñíî, êàê
çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåëè÷èí ñ öåïíîé
çàâèñèìîñòüþ, ââåäåííîé À.À.Ìàðêîâûì.

Ôàêòè÷åñêè ðàíåå ìàòåìàòèêè èçó÷àëè ñâîéñòâà
îáúåêòîâ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ íå áûëî ñòðîãî
äîêàçàíî.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Îïðåäåëåíèå

Ìåðà µ íà (S ,B) � ýòî ôóíêöèÿ µ : B → [0,∞],
ÿâëÿþùàÿñÿ ñ÷åòíî àääèòèâíîé, ò.å. äëÿ

B1,B2, . . . ∈ B òàêèõ, ÷òî Bi ∩ Bj = ∅ ïðè i ̸= j
âåðíî ðàâåíñòâî

µ

( ∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞∑
n=1

µ(Bn).

Îïðåäåëåíèå

Âåðîÿòíîñòüþ íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F)
íàçûâàåòñÿ ìåðà P òàêàÿ, ÷òî P(Ω) = 1.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Äëÿ ëþáîãî A ⊂ Ω ïðè ïðîâåäåíèè n ðàç â
îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ (÷òî ÿâëÿåòñÿ
èäåàëèçàöèåé) íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî
ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïîäñ÷èòàòü îòíîñèòåëüíóþ
÷àñòîòó íàñòóïëåíèÿ A. Ñâîéñòâà òàêèõ ÷àñòîò
àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì âåðîÿòíîñòè. Ýòî òîæå
äàëî îïðåäåëåííóþ áàçó äëÿ ãëóáîêèõ îáîáùåíèé.

Ïðè ýòîì íà ïðàêòèêå ñ äàâíèõ ïîð áûëà
ïîäìå÷åíà ñòàáèëèçàöèÿ ïîâåäåíèÿ ÷àñòîò ñ
ðîñòîì êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåíòîâ n. Áûëî
æåëàòåëüíî ïîñòðîèòü òàêóþ òåîðèþ, êîòîðàÿ
îòðàçèëà áû óêàçàííîå ñâîéñòâî â âèäå ñòðîãèõ
ðåçóëüòàòîâ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Íþàíñ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü,
âîîáùå ãîâîðÿ, çàäàåòñÿ íå íà 2Ω, à ëèøü íà
íåêîòîðîé σ-àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S
(âåðîÿòíîñòü çàäàþò íà ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
à íå òîëüêî íà (Ω,F)).
Íàïðèìåð, åñëè ïîëîæèòü µ([a, b]) := b − a, ãäå
[a, b] ⊂ [0, 1], ò.å. îïðåäåëèòü åâêëèäîâó äëèíó
îòðåçêà, òî ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè µ îäíîçíà÷íî
ïðîäîëæàåòñÿ íà σ-àëãåáðó B([0, 1]) áîðåëåâñêèõ
ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà è âîçíèêàåò âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà Ëåáåãà. Îäíàêî ýòó ìåðó íåëüçÿ ïðîäîëæèòü
íà âñå ïîäìíîæåñòâà [0, 1], åñëè ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû ìåðû êîíãðóýíòíûõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàëè
(÷òî èìååò ìåñòî äëÿ µ íà B([0, 1])).

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Äëÿ ñîçäàíèÿ àêñèîìàòè÷åñêîãî ôóíäàìåíòà
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé òðåáîâàëîñü ãëóáîêîå
ïîíèìàíèå òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà,
èíòåíñèâíî ðàçâèâàâøèõñÿ â íà÷àëå 20-ãî âåêà.
Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ áûë íåîáû÷àéíî
ýðóäèðîâàííûì â îáëàñòè ìàòåìàòèêè
(îí ãîâîðèë, ÷òî äî âîéíû ÷èòàë âñå áåç
èñêëþ÷åíèÿ ñîâåòñêèå è çàðóáåæíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå æóðíàëû).

Äàæå â 70-å ãîäû 20-ãî âåêà íà îäíîì èç
çàñåäàíèé Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà àêàäåìèê Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâ ñêàçàë, ÷òî
Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ � åäèíñòâåííûé, êòî
ïîíèìàåò âñþ ñîâðåìåííóþ ìàòåìàòèêó.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ôóíäàìåíòà
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äåëî íå ñâîäèëîñü òîëüêî ê
èñêóñíîìó ïðèìåíåíèþ ãîòîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà. Â ñâîåé ìîíîãðàôèè À.Í.Êîëìîãîðîâ
ââåë âàæíåéøåå ïîíÿòèå óñëîâíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E(X |A), íàøåäøåå
øèðîêîå ïðèìåíåíèå, â ÷àñòíîñòè, â íîâîì
íàïðàâëåíèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîëó÷èâøåì
íàçâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð, ýòî
ïîíÿòèå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â òåîðèè
ìàðòèíãàëîâ.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü òåîðåìó Êîëìîãîðîâà î
ïîñòðîåíèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, èìåþùåãî
ñîãëàñîâàííûå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Èíòåðåñíî ñîïîñòàâèòü ïîäõîä À.Í.Êîëìîãîðîâà ê
àêñèîìàòè÷åñêîìó ïîñòðîåíèþ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé ñ ïîäõîäàìè, ïðåäëîæåííûìè
Ý.Áîðåëåì, Ñ.Í.Áåðíøòåéíîì è Ð. ôîí Ìèçåñîì.

Ýòî � îòäåëüíàÿ òåìà. Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè,
íåäàâíþþ ðàáîòó Ð.Çèãìóíä - Øþëüöå (Reinhard
Siegmund-Schultze) 2023 ãîäà, â êîòîðîé ãîâîðèòñÿ
î âñòðå÷å À.Í. è RvM â Ãåðìàíèè â 1931 ãîäó è
ðàññìàòðèâàåòñÿ 5 ïèñåì êîòîðûìè îáìåíÿëèñü
ýòè ó÷åíûå.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ì. Ôðåøå â 1937 ãîäó â Æåíåâå ïðè îòêðûòèè
êîëëîêâèóìà ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñêàçàë
ñëåäóþùåå: �Íåäîñòàòî÷íî èìåòü âñå èäåè è
âñïîìèíàòü èõ òî òóò, òî òàì; íåîáõîäèìî ÷åòêî
ñâåñòè èõ âîåäèíî, óáåäèòüñÿ, ÷òî âñåãî
äîñòàòî÷íî, è âçÿòü íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà
óòâåðæäåíèå, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè áîëüøå
íè÷åãî íå òðåáóåòñÿ. Ýòî òî, ÷òî ñäåëàë
Êîëìîãîðîâ�.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Êàê îòìå÷åíî â ìîíîãðàôèè À.Í.Êîëìîãîðîâà
1933 ãîäà, èíòåðïðåòàöèÿ âåðîÿòíîñòè P(E )
ñîáûòèÿ E , êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå
ïðîèçîéòè â íåêîòîðîì ýêñïåðèìåíòå C , îñíîâàíà
íà ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèíöèïàõ.

À. Ìîæíî áûòü ïðàêòè÷åñêè óâåðåííûì, ÷òî åñëè
C áóäåò ïîâòîðåí áîëüøîå ÷èñëî ðàç,
îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ E
áóäåò î÷åíü ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò P(E ).

Á. Åñëè P(E ) î÷åíü ìàëî, ìîæíî áûòü
ïðàêòè÷åñêè óâåðåííûì, ÷òî ïðè îäíîêðàòíîé
ðåàëèçàöèè C ñîáûòèå E íå ïðîèçîéäåò.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Àíäðåþ Íèêîëàåâè÷ó ïðèíàäëåæèò öåëûé ðÿä
êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Îí ïîëó÷èë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñõîäèìîñòè ðÿäîâ èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, óñòàíîâèë êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè
óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí
X1,X2, . . ., ò.å.

1

n

n∑
k=1

Xk → a ∈ R ïî÷òè íàâåðíîå ïðè n → ∞

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò EX1 = a.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ äàë ïîëíîå îïèñàíèå
ðàñïðåäåëåíèé áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ âåëè÷èí,
èìåþùèõ êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ. Âåëè÷èíà X
áåçãðàíè÷íî äåëèìà, åñëè äëÿ ëþáîãî n íàéäóòñÿ
íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû
Xn,1, . . . ,Xn,n òàêèå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå X
ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Xn,1 + . . .+ Xn,n.
Îí äîêàçàë, ÷òî X , ó êîòîðîé varX <∞,
áåçãðàíè÷íî äåëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå

φ(t) = exp

{
iγt +

∫
R

e itx − 1− itx

x2
dG (x)

}
, t ∈ R,

ãäå êîíñòàíòà γ ∈ R, G � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ýòî ïîçâîëèëî â äàëüíåéøåì ðàçâèòü îáùóþ
òåîðèþ áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ è óñòîé÷èâûõ
ðàñïðåäåëåíèé. Íàïîìíèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
çíàìåíèòàÿ ôîðìóëà Ëåâè - Õèí÷èíà îïèñûâàåò
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φ(t), t ∈ R, ëþáîé
áåçãðàíè÷íî äåëèìîé âåëè÷èíû (áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè) â âèäå

exp

{
iγt +

∫ ∞

−∞

(
e itu − 1− itu

1+ u2

)(
1+ u2

u2

)
dG (u)

}
,

ãäå γ ∈ R, G : R → R � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.
Ê áåçãðàíè÷íî äåëèìûì ðàñïðåäåëåíèÿì
îòíîñÿòñÿ çàêîíû Êîøè, Ïóàññîíà, Ãàóññà, ãàììà
è äð.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàáîð
{Xn,j , j = 1, . . . , kn}, ãäå kn ∈ N, ñîñòîèò èç
íåçàâèñèìûõ (â äîëæíîì ñìûñëå) �ìàëûõ�
âåëè÷èí, òî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ
ïðåäåëüíûõ (â ñìûñëå ñëàáîé ñõîäèìîñòè)

ðàñïðåäåëåíèé ñóìì
∑kn

j=1
Xn,j ñîâïàäàåò ñ

êëàññîì âñåõ áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ
ðàñïðåäåëåíèé. Â îòëè÷èå îò ïðèâåäåííîé âûøå
�ñõåìû ñåðèé�, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1,X2, . . . ëèíåéíûì îáðàçîì
íîðìèðîâàííûå ÷àñòíûå ñóììû

∑n
k=1

Xk â
êà÷åñòâå ñëàáûõ ïðåäåëîâ èìåþò óñòîé÷èâûå
çàêîíû.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â
ãëàâå 4 êíèãè Â.Â.Ïåòðîâà �Ñóììû íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí�, 2022.
Âàæíîå ðàçâèòèå óïîìÿíóòîé òåîðèè ñîäåðæàò
òàêæå ñëåäóþùèå êíèãè:

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Íîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ â òåîðèè ñóììèðîâàíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áûëà ñôîðìóëèðîâàíà
À.Í.Êîëìîãîðîâûì â 1953 ãîäó.

Îí ïðåäëîæèë âìåñòî àïïðîêñèìàöèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòíûõ ñóìì
èíäèâèäóàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (êàê áûëî ðàíåå,
ãàóññîâñêèì èëè ïóàññîíîâñêèì) èñïîëüçîâàòü
öåëûå ñåìåéñòâà ïðèáëèæàþùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ââåäåì ìåòðèêó Êîëìîãîðîâà íà êëàññå ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèé:

ρ(F ,G ) := sup
u∈R

|F (u)− G (u)|.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â 1955 ãîäó Þ.Â.Ïðîõîðîâ (ó÷åíèê
À.Í.Êîëìîãîðîâà, âïîñëåäñòâèè ñòàâøèé
àêàäåìèêîì ÀÍ ÑÑÑÐ) äîêàçàë, ÷òî äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ G

ρ(G ∗n,D) := inf
D∈D

ρ(G ∗n,D) → 0, n → ∞,

ãäå D � êëàññ âñåõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ çàêîíîâ. À.Í.Êîëìîãîðîâ
óñèëèë ýòîò ðåçóëüòàò, ïîêàçàâ, ÷òî

ψ(n) := sup
G∈G

ρ(G ∗n,D) ≤ Cn−
1

5 ,

ãäå G � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ, C � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ðàçâèòèå òåîðèè â ýòîì íàïðàâëåíèè îòðàæåíî â
ìîíîãðàôèè Ò.Â.Àðàê, À.Þ.Çàéöåâ. Ðàâíîìåðíûå
ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (1986)

è íåäàâíèõ ðàáîòàõ À.Þ.Çàéöåâà è Ô.Ãåòöå 2021
è 2022 ãîäîâ, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ ñóìì
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â ÷àñòíîñòè, áûëî äîêàçàíî, ÷òî òî÷íîé ïî
ïîðÿäêó ñòåïåíè n ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ψ(n) ≤ cn−

2

3 .

Êðîìå òîãî, ñòàëî èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ
íàïðàâëåíèå ñèëüíîé àïïðîêñèìàöèè ñóìì
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîãäà äîáèâàþòñÿ äîëæíîé
áëèçîñòè òðàåêòîðèé ïðîöåññà ÷àñòíûõ ñóìì
èçó÷àåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è
àïïðîêñèìèðóþùåãî ïðîöåññà (íàïðèìåð,
âèíåðîâñêîãî). Â ýòîé ñâÿçè óêàæåì íà ðàáîòû
À.Â.Ñêîðîõîäà, Â.Øòðàññåíà, ß.Êîìëîøà,
Ï.Ìàéîðà, Ã.Òóøíàäè, Ì.×åðãå.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â 1931 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ
À.Í.Êîëìîãîðîâà �Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû â
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,� ïîñâÿùåííàÿ îáùåé òåîðèè
ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Â íåé áûëè âûÿâëåíû
ãëóáîêèå ñâÿçè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (êàê
îáûêíîâåííûõ, òàê è ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè).

Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü óïîìèíàíèåì ïðÿìûõ
(Ôîêêåðà - Ïëàíêà - Êîëìîãîðîâà) è îáðàòíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Íàïîìíèì, ÷òî èìååòñÿ ðÿä îïðåäåëåíèé
ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Ïðîöåññ X = {Xt , t ≥ 0}
ñî çíà÷åíèÿìè ïðè êàæäîì t ≥ 0 â ïðîñòðàíñòâå
E , ñíàáæåííîì σ-àëãåáðîé B, íàçûâàåòñÿ
ìàðêîâñêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ 0 ≤ s < t è êàæäîãî
C ∈ B âåðíî ñîîòíîøåíèå

P(Xt ∈ C |Xu, 0 ≤ u ≤ s) = P(Xt ∈ C |Xs).

Ïîëîæèì

P(Xt ∈ C |Xs) := P(s,Xs , t,C ).

Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
àðãóìåíòîâ ïåðåõîäíîé ôóíêöèè P(s, x , t,C )
âåðíî óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà - ×åïìåíà:

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



P(s, x , t,C ) =

∫
E

P(s, x , u, dy)P(u, y , t,C ),

ãäå s ≤ u ≤ t, C ∈ B. Äëÿ E = R áûëè ââåäåíû
ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè (�êîýôôèöèåíò ñíîñà�
è �êîýôôèöèåíò äèôôóçèè�)

A(t, x) := lim
δ↓0

1

δ

∫
R
(y − x)P(t, x , t + δ, dy),

B2(t, x) := lim
δ↓0

1

2δ

∫
R
(y − x)2P(t, x , t + δ, dy).

Íàëàãàëîñü òàêæå óñëîâèå íà òðåòèé ìîìåíò.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìåðà P(s, x , t, ·) èìååò
äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ïëîòíîñòü f (s, x , t, y),
À.Í.Êîëìîãîðîâ äîêàçàë ñïðàâåäëèâîñòü
�ïðÿìîãî� è �îáðàòíîãî� óðàâíåíèé:

∂f

∂t
= −∂(A(t, y)f )

∂y
+
∂2(B2(t, y)f )

∂2y
,

∂f

∂s
= −A(s, x)

∂f

∂x
− B2(s, x)

∂2f

∂2x
.

Ñïåöèàëüíûå ôîðìû ïðÿìûõ óðàâíåíèé
ïîÿâëÿëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ A.D.Fokker (1914) è
M.Plank (1917).

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â 40-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà (è äàæå ðàíåå) Àíäðåé
Íèêîëàåâè÷ èíèöèèðîâàë íîâîå íàïðàâëåíèå â
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïîëó÷èâøåå
íàçâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì.
Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ñâÿçàíû ñ
äåÿòåëüíîñòüþ Ì.Äîíñêåðà, Þ.Â.Ïðîõîðîâà,
Ä.Äóáà, Ï.Áèëëèíãñëè, À.Í.Øèðÿåâà, Æ.Æàêîäà
è äðóãèõ ó÷åíûõ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Íåóëó÷øàåìûå óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè çàêîíà
ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåçàâèñèìûõ îãðàíè÷åííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
áûëè íàéäåíû À.Í.Êîëìîãîðîâûì.

Òåîðåìà (Êîëìîãîðîâ)

Ïóñòü X1,X2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû òàêèå, ÷òî |Xn| ≤ Mn ï.í., ãäå

Mn = o((Bn/(log logBn))
1/2) è B2

n := varSn → ∞
ïðè n → ∞ (Sn = X1 + . . .+ Xn, n ∈ N). Òîãäà

lim sup
n→∞

Sn√
2Bn log logBn

= 1, ï.í..

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Øèðîêî èçâåñòåí êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà -
Ïåòðîâñêîãî - Ýðäåøà - Ôåëëåðà, îïèñûâàþùèé
âåðõíèå è íèæíèå ôóíêöèè äëÿ áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ W è äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.

Òåîðåìà (Êîëìîãîðîâ - Ïåòðîâñêèé)

Ïóñòü íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ φ : (0,∞) → (0,∞).
Òîãäà P(W (t) > φ(t)

√
t á.÷.) = 0 èëè 1, åñëè è

òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâåííî

I (φ) :=

∫ ∞

1

φ(t)

t
e−

φ(t)2

2 dt <∞ èëè = ∞.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ïîçäíåå ïîÿâèëñÿ çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà
Õàðòìàíà - Âèíòíåðà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí
ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé.

Íîâûé âèòîê îáîáùåíèé áûë ñäåëàí
Â.Øòðàññåíîì â 1964 ã., êîãäà îí äîêàçàë
ôóíêöèîíàëüíûé çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà
êàê äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ W , òàê è äëÿ
ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â ïðîñòðàíñòâå C [0, 1] îïðåäåëèì øàð Øòðàññåíà

K :=

{
x ∈C [0, 1] : x(t)=

∫ t

0

f (s)ds,

∫
1

0

f 2(s)ds≤1

}
.

Òåîðåìà (Øòðàññåí)

Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê â C [0, 1] ïðîöåññîâ

Wn(t) :=
W (nt)√
2n log log n

, t ∈ [0, 1], n = 3, 4, . . . ,

ï.í. ñîâïàäàåò ñ øàðîì K .

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Äîíñêåðà àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëó÷àéíûõ ëîìàíûõ
Un(t), t ∈ [0, 1], ãäå áåðóòñÿ óçëû èíòåðïîëÿöèè
(k/n, Sk/

√
2n log log n), k = 0, . . . , n, n = 3, 4, . . ..

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â.Øòðàññåíîì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à
óñòàíîâëåíèÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó
ôóíêöèîíàëüíûì çàêîíîì ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà
è èíòåãðàëüíûì êðèòåðèåì ÊÏÝÔ äëÿ âåðõíèõ è
íèæíèõ ôóíêöèé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì

fn(t) :=
W (nt)

φ(n)
√
n
, t ∈ [0, 1], n ∈ N,

ãäå íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ φ : (0,∞) → (0,∞).
Â íàøåé ñòàòüå 1978 ã., êîòîðóþ À.Í.Êîëìîãîðîâ
ïðåäñòàâèë â Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, ââåäåí
ôóíêöèîíàë

I (φ, r) :=

∫ ∞

1

φ(t)

t
e−

rφ(t)2

2 dt, r > 0.

Îïðåäåëèì R2(φ) := inf{r > 0 : I (φ, r) <∞}.
À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Òåîðåìà (Áóëèíñêèé)

Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ñåìåéñòâà

{fn, n ∈ N} â ïðîñòðàíñòâå C [0, 1] ï.í. ñîâïàäàåò ñ
øàðîì KR(φ), ãäå K0 ñîñòîèò èç ôóíêöèè, ðàâíîé

íóëþ, KR(φ) = R(φ)K ïðè 0 < R(φ) <∞ è

K∞ = C [0, 1].

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí íàìè äëÿ
ñëó÷àéíûõ ëîìàíûõ gn. Â ñòàòüÿõ K.Grill è
M.Talagrand áûëà íàéäåíà íåóëó÷øàåìàÿ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé Bn è Un ê øàðó
Øòðàññåíà. Â ðàáîòàõ À.Â.Áóëèíñêîãî è
Ì.À.Ëèôøèöà ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ íà ñõîäèìîñòü fn è gn ê øàðó KR(φ).
Îêàçàëîñü, ÷òî ñêîðîñòü ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò φ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â 1933 ãîäó À.Í.Êîëìîãîðîâ è Ì.À.Ëåîíòîâè÷
(ôèçèê, àêàäåìèê ÀÍ ÑÑÑÐ) íàïèñàëè ñòàòüþ �Ê
âû÷èñëåíèþ ñðåäíåé áðîóíîâñêîé ïëîùàäè�,
ïîñâÿùåííóþ ðåøåíèþ çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé èì
Ïðåçèäåíòîì ÀÍ ÑÑÑÐ Ñ.È.Âàâèëîâûì. Ðå÷ü øëà
î âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïëîùàäè F (t, σ),
êîòîðóþ çà âðåìÿ t �çàìåòàåò� äâèãàþùàÿñÿ ïî
ïëîñêîñòè áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà ðàäèóñà σ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Îíè äîêàçàëè, ÷òî

E|F (t, σ)| ∼ 4πDt

log(1, 26Dt/σ2)
, t → ∞,

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÷àñòèöû, | · | �
ìåðà Ëåáåãà â R2. Èíòåðåñíî, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ
÷àñòü ñòàòüè íàïèñàíà À.Í. Êîëìîãîðîâûì, à
ìàòåìàòè÷åñêàÿ - Ì.À. Ëåîíòîâè÷åì.

Ïîçäíåå àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à â ìíîãîìåðíîì
ñëó÷àå ðàññìàòðèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè
(F.Spitzer, J.-F. Le Gall, M. van den Berg,
E.Bolthausen, A.-S.Sznitman è äð.).

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â 35 ëåò â 1939 ã. À.Í.Êîëìîãîðîâ áûë èçáðàí
àêàäåìèêîì (äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì) ÀÍ ÑÑÑÐ.
Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ èìåë î÷åíü âûñîêèé
àâòîðèòåò íå òîëüêî ó ìàòåìàòèêîâ, íî è ó
ôèçèêîâ. Â 1939 îí áûë èçáðàí
àêàäåìèêîì-ñåêðåòàðåì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
îòäåëåíèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ.

Ïåðåä âîéíîé â 1941 ãîäó À.Í.Êîëìîãîðîâ è
À.ß.Õèí÷èí áûëè óäîñòîåíû Ñòàëèíñêîé ïðåìèè
çà èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ïðåäåëüíûõ òåîðåì
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Øèðîêóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èëà ìîíîãðàôèþ
Á.Â.Ãíåäåíêî è À.Í.Êîëìîãîðîâà �Ïðåäåëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí� (1949), îòìå÷åííàÿ ïðåìèåé èìåíè
Ï.Ë.×åáûøåâà.

Ðàíåå íå áûëî îïèñàíèÿ òîãî, êàêèìè ìîãóò áûòü
ïðåäåëüíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñóìì
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ñõåìå ñåðèé,
êîãäà ñëàãàåìûå, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ìàëû.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Äî 20 âåêà óñèëèÿ ó÷åíûõ áûëè, â îñíîâíîì,
íàïðàâëåíû íà äîêàçàòåëüñòâî ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû
(ÖÏÒ). Òàê ïî ïðåäëîæåíèþ Ä.Ïîéà ñ 1920 ãîäà
ñòàëè íàçûâàòü ãðóïïó òåîðåì î ñõîäèìîñòè
íîðìèðîâàííûõ ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê
ãàóññîâñêîìó ïðåäåëüíîìó çàêîíó.
Âî âòîðîé ïîëîâèíå 20-ãî âåêà ïðîôåññîð
Â.Ì.Çîëîòàðåâ, ó÷åíèê À.Í.Êîëìîãîðîâà, íàøåë
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ÖÏÒ áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ ìàëîñòè ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ.
Äàëåå Â.È.Ðîòàðü, ó÷åíèê Þ.Â.Ïðîõîðîâà â ñâîåé
äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè óñòàíîâèë ñëåäóþùèé
áîëåå ïðîñòîé êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè ÖÏÒ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ïóñòü ïðè êàæäîì n ∈ N äàíû íåçàâèñèìûå
âåëè÷èíû Xn,1, . . . ,Xn,kn òàêèå, ÷òî EXn,j = 0,

σ2n,j := varXn,j > 0, j = 1, . . . , kn, è
∑kn

j=1
σ2n,j = 1.

Ïîëîæèì Sn := Xn,1 + . . .+ Xn,kn, n ∈ N. Òîãäà
Sn

d→ Z ∼ N(0, 1) ïðè n → ∞ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0

kn∑
j=1

∫
|x |≥ε

|x |(Fn,j(x)− Φn,j(x))dx → 0, n → ∞,

ãäå Fn,j è Φn,j � ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ Xn,j è Zn,j ∼ N(0, σ2n,j),
j = 1, . . . , kn, n ∈ N.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Òàêèì îáðàçîì (êàê åùå íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå
ïðåäâèäåë Ï.Ëåâè) âûïîëíåíèå ÖÏÒ â ñõåìå
ñåðèé äëÿ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íîé
äèñïåðñèåé îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âåëè÷èíû Xn,j íå
ÿâëÿþòñÿ �àñèìïòîòè÷åñêè ìàëûìè� (â äîëæíîì
ñìûñëå), òî îíè ñàìè �áëèçêè� ãàóññîâñêèì
âåëè÷èíàì.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ
íîðìàëüíîñòü ìîæåò âîçíèêàòü â ïðåäåëå è äëÿ
ñóìì íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, íå îáëàäàþùèõ
êîíå÷íîé äèñïåðñèåé (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 4.17
â ó÷åáíèêå O.Kallenberg �Foundations on Modern
Probability�)

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ îáîãàòèë ðåçóëüòàòàìè è
ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó, êîòîðàÿ ðåøàåò
çàäà÷è, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, îáðàòíûå
çàäà÷àì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Òðåáóåòñÿ ïî
äàííûì íàáëþäåíèé âûÿñíèòü, êàêàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü àäåêâàòíî îïèñûâàåò
èçó÷àåìîå ÿâëåíèå.

Ïóñòü X1, . . . ,Xn � âûáîðêà îáúåìà n, ãäå
X1,X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), x ∈ R. Ýìïèðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) :=
1

n

n∑
k=1

I{Xk ≤ x}, x ∈ R.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ãëèâåíêî - Êàíòåëëè
óòâåðæäàåò, ÷òî

sup
x∈R

|Fn(x)− F (x)| → 0 ï.í., n → ∞.

Îäíàêî ýòà òåîðåìà íå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
äîâåðèòåëüíûå êîðèäîðû äëÿ ôóíêöèè F .

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó êðèòåðèþ ñîãëàñèÿ
Êîëìîãîðîâà (1933), åñëè ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà,
òî ðàâíîìåðíî ïî u ïðè n → ∞ èìååì

P(
√
n sup

x∈R
|Fn(x)− F (x)| ≤ u)→K (u),

ãäå ôóíêöèÿ Êîëìîãîðîâà

K (u) =
∞∑

j=−∞

(−1)je−2j2u2, u ∈ R.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè êðèòåðèé ñîãëàñèÿ
Êîëìîãîðîâà èìååò ïðîçðà÷íûé ñìûñë. Åñëè
X1,X2, . . . � íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [0, 1] (îáùèé ñëó÷àé
ñâîäèòñÿ ê ýòîìó), òî ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ
{Un(t) :=

√
n(Fn(t)− t), t ∈ [0, 1]} ñëàáî ñõîäèòñÿ

â ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà D[0, 1] ê áðîóíîâñêîìó
ìîñòó ïðè n → ∞, ò.å. ïðîöåññó âèäà
W0(t) := W (t)− tW (1), ãäå W � áðîóíîâñêîå
äâèæåíèå, t ∈ [0, 1]. Òîãäà

sup
t∈[0,1]

|Un(t)|
d→ sup

t∈[0,1]
|W0(t)|,

à ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè ìîäóëÿ
áðîóíîâñêîãî ìîñòà åñòü K (u), u ∈ R.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â 1940 ãîäó â Äîêëàäàõ ÀÍ ÑÑÑÐ áûëà
íàïå÷àòàíà ñòàòüÿ À.Í.Êîëìîãîðîâà �Îá îäíîì
íîâîì ïîäòâåðæäåíèè çàêîíîâ Ìåíäåëÿ�, â
êîòîðîé îí ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè
ïðîàíàëèçèðîâàë âûâîäû ñîòðóäíèêîâ àêàäåìèêà
ÀÍ ÑÑÑÐ Ò.Ä.Ëûñåíêî (ïðåçèäåíòà ÂÀÑÕÍÈË),
ïîëó÷åííûõ èìè ïðè àíàëèçå îïûòîâ ïî
ñêðåùèâàíèþ ãîðîõà äëÿ îïðîâåðæåíèÿ òåîðèè
Ìåíäåëÿ. Ò.Ä.Ëûñåíêî îñòàëñÿ íåñîãëàñåí ñ
ìàòåìàòè÷åñêèìè âûâîäàìè À.Í.Êîëìîãîðîâà è,
áîëåå òîãî, çàÿâèë, ÷òî òîò íå ïîíèìàåò áèîëîãèè.
Íà ýòî Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ îòâåòèë, ÷òî ãîòîâ
ñäàòü ýêçàìåí ïî áèîëîãèè, åñëè Ò.Ä.Ëûñåíêî
ñîãëàñèòñÿ ñäàòü ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå.
Ò.Ä.Ëûñåíêî îòêàçàëñÿ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ïðè ýòîì Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ óâàæèòåëüíî
îòçûâàëñÿ î Òðîôèìå Äåíèñîâè÷å è, â ÷àñòíîñòè,
âñïîìèíàë, ÷òî â ãîäû âîéíû âàæíóþ ðîëü
ñûãðàëà èäåÿ Ëûñåíêî ñàæàòü êàðòîôåëü,
ðàçðåçàÿ êëóáíè íà ÷àñòè, ñîäåðæàùèå ãëàçêè.

Äëÿ îáúåêòèâíîñòè íàäî îòìåòèòü ñëåäóþùåå.
Äîëãèå ãîäû ìåõàíèçì íàñëåäñòâåííîñòè íå áûë
èçâåñòåí. Îòêðûòèå ÄÍÊ áûëî ñäåëàíî Ô.Êðèêîì
è Ä.Óîòñîíîì ëèøü â 1953 ãîäó.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Îêàçàëîñü, ÷òî íåêîòîðûå çàêîíû Ìåíäåëÿ íå
äåéñòâóþò. Â ÷àñòíîñòè, îñíîâîïîëîæíèê òåîðèè
íàñëåäñòâåííîñòè íå ìîã çíàòü òîãäà, ÷òî
ñóùåñòâóþò ñöåïëåííûå ãåíû.

Ñàì Ã.Ìåíäåëü â êîíöå æèçíè ðàçî÷àðîâàëñÿ â
ñâîåé íàó÷íîé ðàáîòå è ñîñðåäîòî÷èëñÿ íà
ðåëèãèîçíîé äåÿòåëüíîñòè, ÿâëÿÿñü àááàòîì
Ñòàðîáðíåíñêîãî ìîíàñòûðÿ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ë.Í.Áîëüøåâ (ó÷åíèê À.Í.Êîëìîãîðîâà, ñòàâøèé
÷ëåí.-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ) ïðåäëîæèë ïîïðàâêè ê
ñòàòèñòèêå Dn :=

√
n supx∈R |Fn(x)− F (x)| äëÿ

ïðèìåíåíèé êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ ïðè íåáîëüøèõ n
(ñì. Òàáëèöû Ë.Í.Áîëüøåâà è Í.Â.Ñìèðíîâà
(1983)).

Â ñòàòüå J.Vrbik (2020) ïðè ìàëûõ n ïðåäëàãàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ:

P(Dn ≤ u) ≈ 1+ 2
∞∑
k=1

(−1)k exp

{
−2

(
u +

1

6
√
n
+

u − 1

n

)2

k2

}
.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Âàæíîå ïðîäîëæåíèå êðèòåðèé ñîãëàñèÿ ïîëó÷èë
â ðàáîòàõ ïðîôåññîðà Þ.Í.Òþðèíà, ÿâëÿâøåãîñÿ
ó÷åíèêîì À.Í.Êîëìîãîðîâà. Åñëè íåèçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ïðèíàäëåæèò
ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó, çàâèñÿùåìó îò
íåêîòîðîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, êëàññó
íîðìàëüíûõ çàêîíîâ), òî âîçíèêàåò æåëàíèå
îöåíèòü ïî âûáîðêå X1, . . . ,Xn ýòè ïàðàìåòðû,
ïîäñòàâèòü â F íàéäåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè
ïàðàìåòðîâ, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì
Êîëìîãîðîâà, ñðàâíèâàÿ Fn ñ ýòîé ôóíêöèåé.
Îêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà ïåðåñòàåò
äåéñòâîâàòü ïðè òàêîé ïðîöåäóðå. Òðåáóåòñÿ
ãëóáîêèé àíàëèç âîçíèêàþùåãî ïðåäåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â ÷àñòíîñòè, åñëè F � ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå,
ó êîòîðîãî îáà ïàðàìåòðà íåèçâåñòíû, òî

P(Dn > u) ∼ 2

√
2π

π − 2
exp

{
− 2π

π − 2
u2
}

ïðè n → ∞.

Îòìåòèì òàêæå ñòàòüþ D.S.Dimitrova,
V.K.Kaishev, S.Tan. Computing the Kolmogorov -
Smirnov Distribution When the Underlying CDF is
Purely Discrete, Mixed, or Continuous. J. of
Statistical Sowtware, 2020, v. 95, issue 10, p. 1 - 42.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò ðàññìîòðåíèå
ðàáîò À.Í.Êîëìîãîðîâà â îáëàñòè òåîðèè
ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. Èì áûëî ââåäåíî
ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî è ñèíãóëÿðíîãî ïðîöåññà.
Ðåøåíû çàäà÷è ïðîãíîçà è èíòåðïîëÿöèè
ïðîöåññîâ. Âíåñåí âàæíûé âêëàä â èçó÷åíèå
ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ñòàöèîíàðíûõ
ïðîöåññîâ.

Â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò
àïïàðàò ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ è òåîðèÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Òåïåðü ñòóäåíòû çíàþò, ÷òî öåíòðèðîâàííûé
ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ X = {Xn, n ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f (λ) =
1

2π

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

cke
−ikλ

∣∣∣∣∣
2

,

ãäå λ ∈ [−π, π], (ck)k∈Z+
∈ l2. Èñ÷åðïûâàþùåå

îïèñàíèå òàêèõ ïëîòíîñòåé ïîëó÷èë À.Í.
Òåîðåìà (Êîëìîãîðîâ)

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∫ π

−π

log f (λ)dλ > −∞.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â ãîäû Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû Àíäðåé
Íèêîëàåâè÷ ñ ãðóïïîé ñîòðóäíèêîâ ïî çàäàíèþ
Ãëàâíîãî àðòèëëåðèéñêîãî óïðàâëåíèÿ ÐÊÊÀ
âûïîëíèë âàæíûå ðàáîòû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè
ðàññåèâàíèÿ ñíàðÿäîâ ïðè ñòðåëüáå. Êðîìå òîãî,
îí ðàçðàáîòàë îñíîâû ñòàòèñòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ
êà÷åñòâà âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â ñîâìåñòíîé ñòàòüå À.Í.Êîëìîãîðîâà è åãî
ó÷åíèêà Í.À.Äìèòðèåâà â 1947 ãîäó áûëî ââåäåíî
ïîíÿòèå âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà. Âñêîðå
Í.À.Äìèòðèåâ ïðèíÿë ó÷àñòèå â ðàáîòàõ ïî
ñîçäàíèþ àòîìíîãî îðóæèÿ, ñòàë ëàóðåàòîì
Ñòàëèíñêîé è Ãîñóäàðñòâåííîé ïðåìèé. Ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî çà òåîðèþ íåïîëíîãî àòîìíîãî âçðûâà îí áûë
áû äîñòîèí Íîáåëåâñêîé ïðåìèè.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Âûäàþùèéñÿ âêëàä À.Í.Êîëìîãîðîâ âíåñ â
èçó÷åíèå òóðáóëåíòíîñòè. Ðàññêàçûâàþò, ÷òî â
Ìîñêâå ïðîôåññîð Æ.Àäàìàð (Ôðàíöèÿ), îòâå÷àÿ
íà âîïðîñ, êàêàÿ ïðîáëåìà íå áóäåò ðåøåíà ñ
ïîìîùüþ ìàòåìàòèêè, âçÿë ãðàôèí ñ âîäîé,
âñòðÿõíóë åãî è ñêàçàë, ÷òî íå óäàñòñÿ îïèñàòü
òàêîå äâèæåíèå âîäû.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Îäíàêî Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ ñóìåë ïðîäâèíóòüñÿ è
â ýòîì íàïðàâëåíèè! Åìó ïðèíàäëåæàò ãëóáîêèå
èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ëîêàëüíî-èçîòðîïíîé
òóðáóëåíòíîñòè. Ïðè ýòîì îí ââåë âàæíîå ïîíÿòèå
�ìàñøòàáà òóðáóëåíòíîñòè�. Îêàçàëîñü, ÷òî â
îïðåäåëåííûõ ìàñøòàáàõ (è ïðè íåêîòîðûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ) ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå ðàçíîñòè
ñêîðîñòåé ïîòîêà v(x) è v(y) â òî÷êàõ x è y , ò.å.
ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
Dv(x , y) := ⟨(v(x)− v(y))2⟩ ïðèîáðåòàåò âèä

Dv(x , y) = C (εr)2/3,

ãäå r � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y ,
ε � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé
ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó, C � êîíñòàíòà Êîëìîãîðîâà.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ýòî çàêîí äâóõ òðåòåé Êîëìîãîðîâà.
Ðàñññêàçûâàþò, ÷òî Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò
È.Ð.Ïðèãîæèí íîìèíèðîâàë À.Í.Êîëìîãîðîâà íà
Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ çà ðàáîòû â îáëàñòè
òóðáóëåíòíîñòè. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì
íàïðàâëåíèè ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â
òðóäàõ ó÷åíèêîâ Àíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à
Ì.Ä.Ìèëëèîíùèêîâà, ñòàâøåãî àêàäåìèêîì ÀÍ
ÑÑÑÐ, âèöå-ïðåçèäåíòîì ÀÍ ÑÑÑÐ,
À.Ì.Îáóõîâà (âïîñëåäñòâèè àêàäåìèêà ÀÍ ÑÑÑÐ),
À.Ñ.Ìîíèíà (âïîñëåäñòâèè àêàäåìèêà ÐÀÍ),
À.Ì.ßãëîìà (ñòàâøåãî ïðîôåññîðîì),
Ã.È.Áàðåíáëàòòà (ñòàâøåãî ïðîôåññîðîì).

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Îòìåòèì, ÷òî ó÷åíèê Àíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à
àêàäåìèê ÐÀÍ ß.Ã.Ñèíàé â 2014 ãîäó íàãðàæäåí
ïðåìèåé Àáåëÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
àíàëîãîì Íîáåëåâñêîé ïðåìèè äëÿ ìàòåìàòèêîâ
(çà ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, êàê èçâåñòíî,
ïî ðåøåíèþ À.Íîáåëÿ ó÷ðåæäåííûå èì ïðåìèè íå
ïðèñóæäàþòñÿ).

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ñëåäóåò óïîìÿíóòü ñòàòüþ À.Í.Êîëìîãîðîâà 1937
ãîäà �Ê ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè êðèñòàëëèçàöèè
ìåòàëëîâ�, â êîòîðîé ïðè îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
äàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î ñêîðîñòè òå÷åíèÿ
ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè, à òàêæå ñòàòüþ 1941
ãîäà �Î ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîì çàêîíå
ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö ïðè äðîáëåíèè�.
Îòìåòèì åùå ðàáîòó 1940 ãîäà �Ðåøåíèå îäíîé
çàäà÷è èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñâÿçàííîé ñ
âîïðîñîì î ìåõàíèçìå ñëîåîáðàçîâàíèÿ�. Ýòà
çàäà÷à âîçíèêëà ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì èçó÷åíèè
ìîùíîñòè ñëîåâ â ãåîëîãè÷åñêèõ îòëîæåíèÿõ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Îòäåëüíîãî äîêëàäà çàñëóæèâàþò èññëåäîâàíèÿ
À.Í.Êîëìîãîðîâà â îáëàñòè òåîðèè èíôîðìàöèè,
èíèöèèðîâàííîé ðàáîòàìè Ê.Øåííîíà.
À.Í. ñ÷èòàë, ÷òî ïîíÿòèå âçàèìíîé èíôîðìàöèè
I (X ,Y ) ñëó÷àéíûõ îáúåêòîâ X è Y èãðàåò áîëåå
âàæíóþ ðîëü, ÷åì ïîíÿòèå ýíòðîïèè. Òàê îí
ïðèøåë ê îïðåäåëåíèþ ε-ýíòðîïèè íà îñíîâå
âçàèìíîé èíôîðìàöèè, êîòîðîå ïîÿâëÿëîñü ó
Ê.Øåííîíà êàê �ñêîðîñòü ñîçäàíèÿ ñîîáùåíèé.�
Äðóãîå âàæíîå ïîíÿòèå (àáñîëþòíîé) ε-ýíòðîïèè
áûëî ðàçâèòî â ðàáîòàõ À.Í.Êîëìîãîðîâà è
Â.Ì.Òèõîìèðîâà, ó÷åíèêà À.Í., äëÿ îïèñàíèÿ
ìàññèâíîñòè ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â 60-å ãîäû 20-ãî âåêà À.Í.Êîëìîãîðîâ ïðåäëîæèë
àëãîðèòìè÷åñêîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ
ñëó÷àéíîñòè. Î÷åíü ïðèâëåêàòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ
èäåÿ À.Í. è Ð.Ñîëîìîíîâà (R.Solomono�) ñ÷èòàòü
ñëó÷àéíûì òîò îáúåêò, êîòîðûé ñëîæíî îïèñàòü.
Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷åíû âàæíûå ðåçóëüòàòû.
Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîé �ìèíèìàëüíîé�
ïðîãðàììû îïèñàíèÿ. Äëÿ èçó÷åíèÿ �ñëîæíîñòè
ïî Êîëìîãîðîâó� èëè �àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè
èíôîðìàöèè� ìû ðåêîìåíäóåì îáðàòèòüñÿ ê
ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå, ñì., íàïðèìåð, êíèãó
Í.Ê.Âåðåùàãèí, Â.À.Óñïåíñêèé, À.Øåíü (2013) è
íåäàâíþþ ðàáîòó Í.Ê.Âåðåùàãèí, À.Ë.Ñåìåíîâ,
À.Øåíü (2023).

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



×åì âàæåí òàêîé ïîäõîä? Åñëè âçÿòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç n íóëåé,
ïîëó÷åííûõ â ñõåìå Áåðíóëëè ñ p = 1/2, òî îíà â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èìååò
âåðîÿòíîñòü 2−n, êàê è âñÿêàÿ äðóãàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêîé äëèíû. Îäíàêî òðóäíî
ñîãëàñèòüñÿ, ÷òî (ïðè áîëüøîì n) èñõîä èç îäíèõ
íóëåé îòâå÷àåò ïðåäñòàâëåíèþ î ñëó÷àéíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåãêî
îïèñàòü, ñêàçàâ �âñå íóëè�. È ýòî ãîâîðèò â ïîëüçó
òîãî, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Ïðè ýòîì
ïîä÷åðêíåì, ÷òî âîçìîæíîñòè êëàññè÷åñêîé
àêñèîìàòèêè Êîëìîãîðîâà íå èñ÷åðïàíû.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ ÿâëÿëñÿ ãåíèåì, ïîýòîìó
ñ÷èòàë, ÷òî ñëóøàòåëè ïîíèìàþò ìàòåðèàë ñòîëü
æå áûñòðî è õîðîøî, êàê îí ñàì. Ýòî äàâàëî
ïîâîä øóòèòü, ÷òî åãî ëåêöèè äëÿ ñòóäåíòîâ
ïîíèìàþò àñïèðàíòû, äëÿ àñïèðàíòîâ -
ïðîôåññîðà, à äëÿ ïðîôåññîðîâ - àêàäåìèêè.
Ó÷åíèê Àíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à Á.Â.Ãíåäåíêî
(ñòàâøèé âïîñëåäñòâèè àêàäåìèêîì ÀÍ ÓÑÑÐ) â
ìîëîäîñòè ïîæàëîâàëñÿ ÷ëåí-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ
À.ß.Õèí÷èíó, ÷òî ïîíèìàåò òîëüêî ïîëîâèíó
ñîäåðæàíèÿ íàó÷íûõ äîêëàäîâ À.Í.Êîëìîãîðîâà.
�Ïîëîâèíó?!�, - âîñêëèêíóë À.ß.Õèí÷èí, � �Òàê ýòî
çàìå÷àòåëüíî! ß íå ïîíèìàþ è òðåòè!�

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



À.Í.Êîëìîãîðîâ ñîçäàë â íàøåé ñòðàíå
óíèêàëüíóþ íàó÷íóþ øêîëó, êîòîðóþ ìîæíî
íàçâàòü øêîëîé øêîë, ïîñêîëüêó 13 ó÷åíèêîâ
ñòàëè àêàäåìèêàìè ÀÍ ÑÑÑÐ è ÐÀÍ,
2 - ÷ëåíàìè-êîððåñïîíäåíòàìè ÀÍ ÑÑÑÐ,
îíè ñàìè ñôîðìèðîâàëè âûäàþùèåñÿ íàó÷íûå
øêîëû. Ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ åñòü èçâåñòíûå
çàðóáåæíûå ó÷åíûå: Ì.Àðàòî (M.Arato), Ï.ßãåðñ
(P.Jagers), Ï.Ìàðòèí-Ë¼ô (P.Martin -L�of).
Áëàãîäàðÿ À.Í. êðóïíûå íàó÷íûå øêîëû âîçíèêëè
â Ñèáèðè (â Íîâîñèáèðñêå ðàáîòàåò åãî ó÷åíèê
àêàäåìèê ÀÍ ÑÑÑÐ À.À.Áîðîâêîâ, ñîçäàâøèé
âåðîÿòíîñòíóþ øêîëó, òàì æå ðàáîòàë åãî ó÷åíèê
àêàäåìèê ÀÍ ÑÑÑÐ À.È.Ìàëüöåâ, îñíîâîïîëîæíèê
ñèáèðñêîé øêîëû àëãåáðûè ëîãèêè).

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Ó÷åíèêè À.Í.Êîëìîãîðîâà â îáëàñòè òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, èçáðàííûå â Àêàäåìèè íàóê

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Â ÷åì ñåêðåò ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè
À.Í.Êîëìîãîðîâà, ñóìåâøåãî âîñïèòàòü ìíîãèõ
èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ? Ïî-âèäèìîìó, ãëàâíóþ
ðîëü èãðàë ëè÷íûé ïðèìåð. Ó÷åíèêè âèäåëè
÷åëîâåêà, óâëå÷åííîãî íàóêîé, ïîëó÷àþùåãî
ïðèíöèïèàëüíî âàæíûå ðåçóëüòàòû, èì õîòåëîñü
ïðèîáùèòüñÿ ê ýòîé äåÿòåëüíîñòè. Àíäðåé
Íèêîëàåâè÷ äàâàë ñîâåòû, ÷òî ñëåäóåò èçó÷èòü,
îáñóæäàë ñ ó÷åíèêàìè ïðî÷èòàííûé ìàòåðèàë.
Ãîâîðèë, ÷òî, íà åãî âçãëÿä, èíòåðåñíî. Ó÷åíèêàì
À.Í.Êîëìîãîðîâà âñåãäà õîòåëîñü ïðîäâèíóòüñÿ â
íàó÷íîé ðàáîòå è ðàññêàçàòü îá ýòîì ñâîåìó
Ó÷èòåëþ.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Îáùåíèå ñ Àíäðååì Íèêîëàåâè÷åì ïðîèçâîäèëî
íåèçãëàäèìîå âïå÷àòëåíèå. Îí íå îãðàíè÷èâàëñÿ
òîëüêî áåñåäàìè î íàóêå, ñ ó÷åíèêàìè îí êàòàëñÿ
íà ëûæàõ, ñîâåðøàë äëèòåëüíûå ïðîãóëêè ïî
Ïîäìîñêîâüþ, ãîâîðèë î ëèòåðàòóðå, î ñîáûòèÿõ
êóëüòóðíîé æèçíè. Áîëüøîé ÷åñòüþ áûëî
ïðèãëàøåíèå ïðèåõàòü ê íåìó íà äà÷ó â
Êîìàðîâêó, êîòîðîé Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ âëàäåë
âìåñòå ñî ñâîèì äðóãîì àêàäåìèêîì ÀÍ ÑÑÑÐ
Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâûì. Îáû÷íî òàì áûëè íå òîëüêî
áåñåäû î ìàòåìàòèêå, íî ãîñòåé òàêæå óãîùàëè
âêóñíûì îáåäîì è ïðåäëàãàëè âìåñòå ïîñëóøàòü
êëàññè÷åñêóþ ìóçûêó.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



3. Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ áûë ñâÿçàí ñ
Ìîñêîâñêèì óíèâåðñèòåòîì 67 ëåò ñâîåé æèçíè.
Îí ïðîøåë ïóòü îò ñòóäåíòà äî ïðîôåññîðà,
ïîñëåäîâàòåëüíî çàâåäîâàë òðåìÿ êàôåäðàìè
(â 1935 ãîäó îñíîâàë è âîçãëàâèë êàôåäðó òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé, â 1976 - êàôåäðó ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè, ñ 1980 çàâåäîâàë êàôåäðîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè), áûë äåêàíîì
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
(1954-1958), çàíèìàë äðóãèå ðóêîâîäÿùèå ïîñòû.
À.Í.Êîëìîãîðîâ ïðîæèë ÿðêóþ æèçíü, öåëüþ
êîòîðîé (ïî ñîáñòâåííîìó âûðàæåíèþ) áûë ïîèñê
èñòèíû. Åãî âêëàä â íàóêó ïîðàæàåò
ðàçíîñòîðîííîñòüþ è ãëóáèíîé, ðåçóëüòàòû ñòàëè
êëàññè÷åñêèìè.

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé



Áëàãîäàðÿ óñèëèÿì ðåêòîðà ÌÃÓ àêàäåìèêà ÐÀÍ
Â.À.Ñàäîâíè÷åãî íà óíèâåðñèòåòñêîé òåððèòîðèè
ïîÿâèëàñü óëèöà àêàäåìèêà Êîëìîãîðîâà, ó
ïîäúåçäà êîðïóñà �Ë� Ãëàâíîãî çäàíèÿ ÌÃÓ
óñòàíîâëåíà áðîíçîâàÿ ìåìîðèàëüíàÿ äîñêà.

Ìû ãîðäèìñÿ òåì, ÷òî âåëèêèé ó÷åíûé ïðîñëàâèë
íàøó Ðîäèíó!

À.Â. Áóëèíñêèé Ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé


