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Ñîäåðæàíèåì íàñòîÿùåãî äîêëàäà ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå
îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê íèì
ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè è èõ ñðàâíåíèå.

Çà äâà âåêà, êîòîðûå ïðîøëè ñ ïîñòàíîâêè Ê. Ãàóññîì çàäà÷è

Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (1828 ã.), ýòîìó îïðåäåëåíèþ

è ðàçëè÷íûì å¼ îáîáùåíèÿì ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ

èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ. Èìè ïîëó÷åíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî

èíòåðåñíûõ è âàæíûõ, ñòàâøèõ óæå êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòîâ.

Òåì íå ìåíåå, öåëüþ äàííîãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óáåäèòü

ñëóøàòåëÿ â òîì, ÷òî â ýòîé "îñíîâíîé"çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè äàëåêî íå âñå èçâåñòíî è ÷òî ýòîìó íàïðàâëåíèþ

èññëåäîâàíèé ñëåäóåò óäåëèòü îñîáîå âíèìàíèå.



Îãðàíè÷èìñÿ èçëîæåíèåì ðåçóëüòàòîâ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå � â

ñëó÷àå ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà

Lu ≡
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
= −f(x), x ∈ Q, (1)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Q ⊂ Rn.

Çäåñü (aij(x)) � ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

ìàòðèöà ñ èçìåðèìûìè è îãðàíè÷åííûìè ýëåìåíòàìè.

Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû (aij(x)) óðàâíåíèÿ,
ïðàâóþ ÷àñòü f, îáëàñòü Q è çàäàííóþ íà å¼ ãðàíèöå ∂Q

ôóíêöèþ u0, âõîäÿùóþ â ãðàíè÷íîå óñëîâèå

u|∂Q = u0, (2)

çàâèñÿò îò ðàññìàòðèâàåìîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ.

Áîëüøèíñòâî îáñóæäàåìûõ ðåçóëüòàòîâ ñïðàâåäëèâû è â

ñëó÷àå îáùåãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, íî ðàìêè äîêëàäà

âûíóæäàþò îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî òåìè èç íèõ, êîòîðûå òåñíî

ñâÿçàíû ñ îñíîâíîé íèòüþ èçëîæåíèÿ. Îáçîð îñòàëüíûõ ðàáîò

ìîæíî, íàïðèìåð, íàéòè À.Ê. Ãóùèí, Òð. ÌÈÀÍ, 289, 2015.



Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

Îïðåäåëåíèå. u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ⇔

u ∈ C2(Q) è äëÿ âñåõ x ∈ Q Lu(x) = −f(x),

u ∈ C(
−
Q) è äëÿ âñåõ x ∈ ∂Q u(x) = u0(x).

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ (äëÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è):

u0 ∈ C(∂Q), f ∈ C(
−
Q),ai,j ∈ C(

−
Q).

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ:

u0 ∈ C(∂Q), f ∈ Cα(
−
Q),ai,j ∈ Cα(

−
Q),α > 0.



Åñëè f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, (à ãðàíèöà îáëàñòè

äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ è u0 = 0) òî, êàê äîêàçàíî â 1909 ãîäó

À. Êîðíîì, ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà òàêæå óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, ïðè÷åì ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì.

Â 1907 ãîäó Ëåáåã ïîêàçàë, ÷òî âîîáùå îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ

íà ãðàíèöó íåëüçÿ. Ïåðâîíà÷àëüíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ

(òåîðèÿ ïîòåíöèàëîâ) ⇒ ëÿïóíîâñêàÿ ãðàíèöà; ðåøåíèå

Ïåððîíà � êðèòåðèé Âèíåðà.



Óðàâíåíèå Ëàïëàñà

Íåìíîãî îá èñòîðèè âîïðîñà.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò. Ï. Äèðèõëå (1857 ãîäà, ïî ñëîâàì Ðèìàíà);

ìèíèìóì èíòåãðàëà Äèðèõëå∫
Q

|∇v(x)|2dx.

Íà êàêîì ìíîæåñòâå? Îáîñíîâàíèå äîñòèæèìîñòè ìèíèìóìà

ýòîãî ôóíêöèîíàëà.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñðåäíåì.

Óñëîâèå äëÿ f (äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà) óñòàíîâëåíî â

1882 ãîäó Î. Ã¼ëüäåðîì. Óñëîâèå Ã¼ëüäåðà áëèçêî ê òî÷íîìó;

åãî ìîæíî íåìíîãî îñëàáèòü, çàìåíèâ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè

ïî Äèíè. Íî äëÿ íåïðåðûâíîé f óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Ýòî

ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå.



Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ãðàíè÷íîé
ôóíêöèè u0.

n = 3. Âûïóêëàÿ îáëàñòü.

Ê. Íåéìàí, 1870 ã. Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ. Ðÿä Íåéìàí. Íå

ãàðàíòèðóåò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçàòåëüñòâà äàæå óñëîâèå

íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè u0.

A. Ëÿïóíîâ. 1898.



Íåâûïóêëàÿ îáëàñòü

Ïåðâûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â 1896 ã. À. Ïóàíêàðå. Â
äîêàçàòåëüñòâå èìåëñÿ ïðîáåë.

Â 1899 ãîäó À. Êîðí ëèêâèäèðîâàë ýòîò ïðîáåë â ñëó÷àå

çâåçäíîé îáëàñòè D.

Â 1901 ãîäó Ñ. Çàðåìáà â ðàáîòå äîêàçàë îñëàáëåííûé

âàðèàíò òåîðåìû Ïóàíêàðå.

Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû � ñòðîãîå

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîé

íåïðåðûâíîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè áûëî ïîëó÷åíî

Â.À. Ñòåêëîâûì â íà÷àëå 1900-õ ãîäîâ; îí äîêàçàë è

ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó Ïóàíêàðå êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû î

ðàçðåøèìîñòè. Ñì., â ÷àñòíîñòè, êíèãó Â.À. Ñòåêëîâ
"Îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè âòîðîå èçäàíèå ïîä

ðåäàêöèåé Â.Ñ. Âëàäèìèðîâà, 1983 ã.



Óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Èäåÿ ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè

êîýôôèöèåíòàìè êàê âîçìóùåíèÿ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè ïðèíàäëåæèò À. Êîðíó, 1914.

Å¼ ðåàëèçàöèÿ: äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è îñíîâíûå

ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå áûëè èññëåäîâàíû â 1929 -

1932 ãîäàõ Ã. Æèðî.

Ìåòîä Øàóäåðà. Îñíîâîé ìåòîäà Øàóäåðà (1934, 1935 ãã)

ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûå àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé â C2+α(
−
Q)

è ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â

ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå.



Îñëàáëåíèå òðåáîâàíèé íà ãëàäêîñòü ãðàíèöû.

Ìåòîä Ïåððîíà

Ïðåäëîæåííûé Î. Ïåððîíîì â 1923 ãîäó ìåòîä ïîñòðîåíèÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îòäåëÿåò

çàäà÷ó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ îò èçó÷åíèÿ åãî ãðàíè÷íîãî

ïîâåäåíèÿ. Îí ýëåìåíòàðåí è îïèðàåòñÿ òîëüêî íà ïðèíöèï

ìàêñèìóìà è ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå â øàðå

(Ã. Øâàðö). Èäåÿ ìåòîäà ïðèíàäëåæèò À. Ïóàíêàðå (m�ethode
du balayade) 1889.



Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ â çàìûêàíèè îáëàñòè

Q ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé v, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà ãðàíèöå

íåðàâåíñòâó v ⩽ u0. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

u(x) = sup v(x)

ãàðìîíè÷íà â Q. Îíà íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì Ïåððîíà.

Òî÷êà x0 ∈ ∂Q íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáîé

u0 ∈ C(∂Q) ðåøåíèå Ïåððîíà íåïðåðûâíî â ýòîé òî÷êå è

ïðèíèìàåò â íåé çíà÷åíèå, ðàâíîå u0(x
0).

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ãðàíè÷íîé

òî÷êè áûëî ïîëó÷åíî, â 1924 ãîäó Í. Âèíåðîì. Îíî äàåòñÿ â

òåðìèíàõ åìêîñòè ìíîæåñòâà.



Êðèòåðèé Í. Âèíåðà. Òî÷êà x0 ∈ ∂D ðåãóëÿðíà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=0

cap{x ∈ Q : |x− x0| < λk}λ−k(n−2).

capΩ = inf


∫
Ω

|∇v(x)|2dx : v ∈ C1
0(Rn), v(x) = 1 íàΩ

 .

Î äàëüíåéøåì ðàçâèòèè ýòîé òåìàòèêè ñì. ðàáîòó:

Ì.Â. Êåëäûø, Óñïåõè ìàòåì. íàóê, 1941.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ðåãóëÿðíîñòè ãðàíè÷íîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà L è åå ðåãóëÿðíîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà

Ëàïëàñà, Î.À. Îëåéíèê, 1949.



Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ
Èñòîêè ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ëåæàò åùå â

ïðåäëîæåííîì Ï. Äèðèõëå âàðèàöèîííîì ïîäõîäå ê çàäà÷å

Äèðèõëå (äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà) è â èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà Ä. Ãèëüáåðò (1900) è À. Ëåáåã
(1907).

Ââåäåííûå Ñ.Ë. Ñîáîëåâûì â 1936 � 1938 ãîäàõ ïðîñòðàíñòâà

äèôôåðåíöèðóåìûõ â îáîáùåííîì ñìûñëå ôóíêöèé è

äîêàçàííûå èì òåîðåìû âëîæåíèÿ îêàçàëèñü ìîùíûì

àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïðåæäå âñåãî äëÿ

ãèïåðáîëè÷åñêèõ). Ïðè ýòîì ðåøàþòñÿ ìíîãèå ïðîáëåìû,

âîçíèêàþùèå ïðè ðàáîòå ñ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Çäåñü íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå â âèäå

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
= −f(x). (1 ′)



Îïðåäåëåíèå. u � îáîáùåííîå ðåøåíèå ⇔

u ∈ W1
2(Q) è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî(1 ′),

ñëåäu íà∂Q ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåéu0. (2 ′)

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ. Îíè æå ÿâëÿþòñÿ è
äîñòàòî÷íûìè.

u0 ∈ W
1/2
2 (∂Q), f ∈ W−1

2 (Q),ai,j ∈ L∞(Q).

Ëþáàÿ îáëàñòü. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå.



Ðåøåíèå èç W1
2,loc(Q)

Åñòåñòâåííîå è óäîáíîå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ èìååò îäèí íåäîñòàòîê. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ â áóêâàëüíîì

ñìûñëå îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ: íå ëþáàÿ

íåïðåðûâíàÿ íà ãðàíèöå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì ôóíêöèè èç

W1
2(Q). Ýòî âûçâàíî æåñòêèì òðåáîâàíèåì íà âûïîëíåíèå

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàñøèðèòü

îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü - ýòî îïðåäåëåíèå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèåì

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïðîñòðàíñòâ

C(∂Q) è W
1/2
2 (∂ Q) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî L2(∂Q) (èëè

Lp(∂Q) ñ 1 < p < 2(n− 1)(n− 2)−1).



Êàê áûëî ïîêàçàíî â 1960 ãîäó È. Íå÷àñîì îïåðàòîð, ñòàâÿùèé

â ñîîòâåòñòâèå ãðàíè÷íîé ôóíêöèè u0 ðåøåíèå u çàäà÷è

Äèðèõëå (äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ) è ðàññìàòðèâàåìûé êàê îïåðàòîð èç L2(∂Q) â
L2(Q) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

u|∂Q = u0 ∈ Lp(∂Q)

åñòåñòâåííî îáðàòèòüñÿ ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì ïî ãðàíè÷íîìó

ïîâåäåíèþ àíàëèòè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé:

Riesz F. 1923; Littlewood J., Paley R. 1937; Ïðèâàëîâ È.È.
1950.



Ðàçðåøèìîñòü äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ).

Êàê è â òåîðåìå Ðèññà ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå íà ∂Q ìîæíî

ïîíèìàòü êàê ïðåäåë â Lp ïî "ïàðàëëåëüíûì

ãðàíèöå"ïîâåðõíîñòÿì. Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîò ýòîãî

íàïðàâëåíèÿ ìû îñòàíîâèìñÿ íà ðåçóëüòàòàõ Â.Ï. Ìèõàéëîâà,
1976. Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà äàííûå çàäà÷è èì äîêàçàíà

îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü. Áîëåå òîãî, äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè èìååò òàêîé æå âèä,

êàê è äëÿ çàäà÷è â W1
2(D): íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòè ñîâïàäàåò, ñîâïàäàþò è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îñíîâíûå çàäà÷è ýòîò ïîäõîä ðåøàåò. Íî â òàêîé ïîñòàíîâêå

ñðàçó â îïðåäåëåíèè íåîáõîäèìà ãëàäêîñòü ãðàíèöû
(âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êîé ãðàíèöû è

òî÷êîé "ïàðàëëåëüíîé ãðàíèöå"ïîâåðõíîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ

ïîìîùüþ íîðìàëè).



Ïðîñòðàíñòâî s-ìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Ñëåäóþùèì ýòàïîì â èçó÷åíèè ýòîãî âîïðîñà ÿâèëîñü ââåäåíèå

ïðîñòðàíñòâà (n− 1)-ìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,

ÿâëÿþùèõñÿ, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ýòè ôóíêöèè èìåþò ñëåäû íà ëþáîì

çàìêíóòîì ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé (n− 1)-ìåðû Õàóñäîðôà.

Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ; îáîçíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ (áîðåëåâñêèõ) ìåð â Rn ñ

íîñèòåëÿìè â
−
Q; îáîçíà÷èì ýòîò êîíóñ ÷åðåç M0.



Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè.

Ôóêöèÿ v íåïðåðûâíà (ðàâíîìåðíî) â
−
Q ⇐⇒

∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0,

∀µ ∈ M0,µ(Rn) = 1, ∀ν ∈ M0,ν(Rn) = 1,

∀ ϕ íåîòðèöàòåëüíîé ìåðû âR2n : ∀ áîðåëåâñêîãî G ⊂ Rn

ϕ(G×Rn) = µ(G),ϕ(Rn ×G) = ν(G),

∫ ∫
R2n

|x− y|dϕ(x,y) < δ,

ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫ ∫
R2n

|v(x) − v(y)|pdϕ(x,y) < εp,



Åñëè âçÿòü ìåðû µ è ν ñîñðåäîòî÷åííûå â òî÷êàõ (x è,

ñîîòâåòñòâåííî, y), òî åäèíñòâåííàÿ ϕ = µ
⊗

ν; ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ìåíüøå δ, à ïîñëåäíåå

íåðàâåíñòâî � ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè â íèõ

ôóíêöèè ìåíüøå ϵ.

Ëåãêî âèäåòü è ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ.
Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè â ðàññìîòðåííîì îïðåäåëåíèè âçÿòü

êëàññ ìåð Mn, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòíîñèòåëüíî ìåðû

Ëåáåãà, òî åñòü ∀µ ∈ Mn ⇐⇒

∃C = (µ) ∀Br(x
0) µ(Br(x

0)) ⩽ rn,

òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Lp(Q); çäåñü è âñþäó

äàëåå

Br(x
0) = {y ∈ Rn : |y− x0| ⩽ r}.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü øêàëà ïðîñòðàíñòâ, ñîåäèíÿþùèõ C(
−
Q)

è Lp(Q). Óìåíüøåíèå êëàññà ìåð ðàñøèðÿåò ïîëó÷åííîå

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé.



Ïðîñòðàíñòâî s-ìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Cs,p(
−
Q) áûëî

ââåäåíî â ðàáîòå À.Ê. Ãóùèí, Ìàòåì. ñá., 1988,
137(179):1(9).
Ñåé÷àñ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå

ýòîãî ïîíÿòèÿ ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå À. Ê. Ãóùèí, Ìàòåì. ñá.,
2020, òîì 211, 11.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ms, ãäå 0 ⩽ s ⩽ n, � ìíîæåñòâî

áîðåëåâñêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð ñ íîñèòåëÿìè â
−
Q,

óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåíêå

∃C > 0∀r > 0∀x0 ∈
−
Q µ(Bx0(r)) ⩽ Crs; (3)

Òî÷íîþ íèæíþþ ãðàíü ïîñòîÿííûõ C, ñ êîòîðûìè âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (3), áóäåì íàçûâàòü íîðìîé ìåðû µ â Ms è

îáîçíà÷àòü ∥µ∥s. Ýòî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå çàðÿäîâ.



Âîçüìåì ìåðû µ è ν èç Ms : µ(
−
Q) = ν(

−
Q) = 1. Ñîåäèíÿþùåé

(èëè ñïëåòàþùåé) èõ ìåðîé ϕ áóäåì íàçûâàòü

íåîòðèöàòåëüíóþ (áîðåëåâñêóþ) ìåðó ϕ â R2n, ïðîåêöèÿ

êîòîðîé íà ïåðâûå n ïåðåìåííûõ ðàâíà µ, à íà âòîðûå ðàâíà ν.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ v :
−
Q−→ R íàçûâàåòñÿ s-ìåðíî

íåïðåðûâíîé ñî çíà÷åíèÿìè â Lp è îáîçíà÷àåòñÿ v ∈ Cs,p(
−
Q),

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ëþáûõ

åäèíè÷íûõ ìåð µ è ν èç Ms è äëÿ ëþáîé ñîåäèíÿþùåé èõ

ìåðû ϕ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ∫ ∫
−
Q×

−
Q

|x− y|dϕ(x,y) < δ, (4)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

1

∥µ∥+ ∥ν∥

∫ ∫
−
Q×

−
Q

|v(x) − v(y)|pdϕ(x,y) < εp. (5)



Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ èç Cs,p(
−
Q ) êàê

îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ìåðå µ èç

êëàññà Ms ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Lp(µ).
Ñîîòíîøåíèå (4) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê áëèçîñòü ìåð, à

(5) � êàê áëèçîñòü çíà÷åíèé (ñëåäîâ) ôóíêöèè u(x) íà ìåðàõ µ

è ν (âäîëü ñîåäèíÿþùåé èõ ìåðû ϕ).

Íà ïðîñòðàíñòâå Cs,p(
−
Q) ââîäèòñÿ íîðìà

∥u∥p
Cs(

−
Q)

= sup
µ∈Ms

1

∥µ∥

∫
−
Q

|u|pdµ(x). (6)



Ïðîñòðàíñòâî Cs,p(
−
Q) ñ òàêîé íîðìîé ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.

Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(
−
Q) = C0,p(

−
Q) ïëîòíî â

íåì; Cn,p(
−
Q) = Lp(Q). Â ÷àñòíîñòè, ýêâèâàëåíòíûì

îïðåäåëåíèåì îáñóæäàåìîãî ïîíÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèå

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé c íîðìîé (6).

Øêàëà ïðîñòðàíñòâ Cs,p(
−
Q) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîãî

âîçðàñòàíèÿ ïî ïàðàìåòðó s ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêîé íîðì.

Ìíîæåñòâà âñåõ ñëåäîâ ôóíêöèè èç Cn−1,p(
−
Q ) íà ãëàäêîé

ïîâåðõíîñòè Γ ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Lp(Γ).



Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñëåäóåò ëè èç ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâó

Cs,p(
−
Q), 0 < s < n, åå ïðèíàäëåæíîñòü Lq(Q) ñ q > p? Ìîæíî

ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äëÿ ãëàäêîé âíóòðè

êðóãà {|x| < 1} ôóíêöèè, íîðìà êîòîðîé â Lp({|x| = r}) → 0 ïðè

r → 1, ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Òåì íå ìåíåå äëÿ s-ìåðíî

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îíî âåðíî. Ïðè íåêîòîðîì óñëîâèè íà

ãðàíèöó (äîñòàòî÷íî ∂Q ∈ C1) ñïðàâåäëèâà.

Òåîðåìà 1. À.Ê. Ãóùèí, Ìàòåì. ñáîðíèê, 2020. Ïðè
p ′ ⩽ ps ′

s ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

Cs,p(
−
Q) ⊂ Cs ′,p ′(

−
Q).

Ïðè p ⩽ rn−1
n−r , r < n ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

W1
r(Q) ⊂ Cn−1,p(

−
Q).

Ïîêàçàòåëè ñóììèðóåìîñòè â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ òî÷íûå.



Çàäà÷à Äèðèõëå â Cn−1,p(
−

Q)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
= 0, x ∈ Q. (10)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u ∈ W1
2,loc(Q) ∩ Cs,p(

−
Q ) íàçûâàåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (10), (2) èç Cn−1,p(
−
Q ), åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé è åå

ñëåä íà ãðàíèöå ðàâåí çàäàííîé ôóíêöèè u0.

Íàïîìíèì, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè âíóòðè îáëàñòè è

ñóùåñòâîâàíèÿ å¼ "ïðåäåëà â Lp"íà ãðàíèöå íå ñëåäóåò

ïðèíàäëåæíîñòü å¼ ïðîñòðàíñòâó Cn−1,p(
−
Q).



Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(x ′) èíòåãðàë ïëîùàäåé Ëóçèíà ôóíêöèè

v(x) = |u(x)|p/2:

S(x ′) = S(x ′;a) =

 ∫
Γ(x ′;a)

y2−n
n |∇v(y)|2dy


1/2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(x0) = Γ(x0;a) ëåæàùèé â îáëàñòè Q

îòêðûòûé óñå÷åííûé êîíóñ ôèêñèðîâàííîé âûñîòû h0 ñ

âåðøèíîé â x0 ∈ ∂Q, îñü êîòîðîãî íàïðàâëåíà ïî âíóòðåííåé

íîðìàëè ν(x0); â ìåñòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (íà÷àëî êîîðäèíàò

íàõîäèòñÿ â òî÷êå x0, à îñü xn íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ν(x0))
ýòîò êîíóñ îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 < xn < h0, |x

′| < axn.

Âûñîòó h0 = h0(a,Q) (îíà îäèíàêîâà äëÿ âñåõ x0 ∈ ∂Q)

âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëîé; â ÷àñòíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ãðàíèöû êîíóñà è îáëàñòè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî âåðøèíå x0.



Ïóñòü M(x0) = M(x0;u,a) = sup{|u(x)| : x ∈ Γ(x0;a)}, x0 ∈ ∂Q

� íåêàñàòåëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ðåøåíèÿ u.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíû

ïî Äèíè íà ãðàíèöå. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè

ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 è íîðìàëü ê íåé íåïðåðûâíà ïî Äèíè.

Òåîðåìà 2. À.Ê. Ãóùèí, Ìàòåì. ñá., 2018, òîì 209, � 6.

Äëÿ ëþáîé u0 ∈ Lp(∂Q) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå èç Cn−1,p(
−
Q)

çàäà÷è Äèðèõëå (10), (2). Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî è äëÿ íåãî

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∫
∂Q

|u0(x)|
pdS ⩽ const ∥u∥p

C0
n−1,p(

−
Q)

⩽ const

∫
∂Q

Mp(x)dS ⩽

const

∫
∂Q

S2(x)dS+ const

∫
Q

|u|pdx ⩽ const

∫
∂Q

∥u0(x)|
pdS, (7)

ãäå ïîñòîÿííûå íå çàâèñÿò îò u0.



Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà íåîäíîðîäíîì óðàâíåíèè (1).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = 2. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðàâàÿ

÷àñòü f = g− (∇G) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì∫
Q

r3(x)ln3/2(r(x))|g(x)|2dx < ∞,

∫
Q

r(x)ln3/2(r(x))|G(x)|2dx < ∞. (8)

ãäå r(x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ãðàíèöû ∂Q. Ãðàíè÷íóþ

ôóíêöèþ u0 ∈ L2(Q).



Òåîðåìà 3. À.Ê. Ãóùèí, Â.Ï. Ìèõàéëîâ, Ìàòåì. ñá.,
1991. Äëÿ ëþáîãî u0 ∈ L2(∂Q) è f = g− (∇G),
óäîâëåòâîðÿþùåé (8), ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì u0. Ýòî ðåøåíèå

åäèíñòâåííî è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u∥2
Cn−1(

−
Q)

+

∫ ∫
Q

r(x)|∇u|2dx ⩽

∥u0∥2L2(∂Q) +

∫
D

r3(x)ln3/2(r(x))|g(x)|2dx+

∫
D

r(x)ln3/2(r(x))|G(x)|2dx.



Áîëåå òðóäíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé p ̸= 2.
Ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áåç äîïîëíèòåëüíûõ

óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ íåëüçÿ óòâåðæäàòü

ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâó W1
p,loc(Q).

Â ñëó÷àå p > 2 òàêîå ðåøåíèå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, à äëÿ

p ∈ (1, 2) íå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè. Íå

ïîìîãàåò è óñëîâèå ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ íà ãðàíèöå.

Ïîäðîáíåå ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. À. Ê. Ãóùèí, Ìàòåì. ñá.,
2015, òîì 206, íîìåð 10.
Ìíîãèå èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà

óðàâíåíèÿ ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè, ñì. Dumanyan V.Zh.,
J. Contemp. Math. Anal., 50:4 (2015); Äóìàíÿí Â.Æ.,
Ìàòåì. ñá., 202:7 (2011); Äóìàíÿí Â. Æ., ÒÌÔ, 180:2
(2014).



Ñðàâíåíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè

Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ∈ C2(Q) ∩ C(
−
Q) ÿâëÿåòñÿ

(n− 1)-ìåðíî íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì.

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè. Ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ u0 ∈ C(∂Q).
Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ aij óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Ãåëüäåðà. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ãåëüäåðà. Ãðàíèöà îáëàñòè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèþ

Í.Âèíåðà.
Îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ W1

2(Q) ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ìåðíî
íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì.

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè. Ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ u0 ∈ W
1/2
2 (∂Q).

Êîýôôèöèåíòû èçìåðèìû è îãðàíè÷åíû. Ïðàâàÿ ÷àñòü

f ∈ W
1/2
2 (Q). Ëþáàÿ îáëàñòü.



(n− 1)-ìåðíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå

u ∈ W1
2,loc(Q) ∩ Cn−1,2(

−
Q).

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè. Ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ u0 ∈ L2(∂Q).
Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ aij èçìåðèìû, îãðàíè÷åíû è

íåïðåðûâíû ïî Äèíè íà ãðàíèöå. (Îòêàçàòüñÿ îò íåãî íåëüçÿ).

Ïðàâàÿ ÷àñòü f ïðèíàäëåæèò âåñîâîìó W
−1/2
2 (Q) �

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8). Íîðìàëü ê ãðàíèöå íåïðåðûâíà ïî

Äèíè. Ïî-âèäèìîìó, ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî

îñëàáëåíî. Íî äëÿ ýòîãî íóæíû íîâûå èäåè; ïî-âèäèìîìó,

íåîáõîäèì àíàëîã ìåòîäà Ïóàíêàðå - Ïåððîíà.



Ñâîéñòâî âíóòðåííåé íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ
Ìîæíî ëè ðàñøèðèòü êëàññ ìåð?

Òåîðåìà 1 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

ðàññìàòðèâàåìûå ìåðû áûëè ìåðàìè Êàðëåñîíà:

∃C > 0∀r > 0∀x0 ∈ ∂Q µ(Bx0(r)) ⩽ Crs; (3 ′)

Òîãäà u ∈ C(Q). Íî áîëüøå ðàñøèðèòü êëàññ êîíå÷íûõ ìåð

íåëüçÿ.

Òåîðåìà 4. À.Ê. Ãóùèí, ÒÌÔ, 2013. Îöåíêà∫
−
Q

|u(x)|pdµ(x) ⩽ const

∫
∂Q

|u0(x)|
pdS

ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ u0 ∈ Lp(∂Q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé Êàðëåñîíà.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèè ñ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì u0 ýòà

òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå L. Carleson, 1962. Äëÿ
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñòàíîâëåí â

ðàáîòå L. Hormander, 1967.



Îáîáùåíèå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ïî

Ã¼ëüäåðó

Ñëåäóþùåå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé áûëî ïîðîæäåíî

èçÿùíûìè ðàáîòàìè Ý. Äå Äæîðäæè è Äæ. Íýøà î âíóòðåííåé

ã¼ëüäåðîâîé íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (10), De Giorgi
E., 1957; Nash J., 1958.
Êàêèìè ïðîìåæóòî÷íûìè ñâîéñòâàìè ìåæäó ïðèíàäëåæíîñòüþ

W1
2,loc(Q) è Cα

loc (Q) îáëàäàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10)? Åñòü ëè
ñðåäè íèõ òå, êîòîðûå íå âûòåêàþò èç êðàéíèõ?

Åñòü. È îíè ïîëó÷àþòñÿ â òåðìèíàõ èíòåãðàëà èç (5):∫ ∫
−
Q×

−
Q

|v(x) − v(y)|pdϕ(x,y),

íî ñ íåîãðàíè÷åííîé ìåðîé ϕ. Ïî ýòîìó ïîâîäó ñì.

À.Ê. Ãóùèí, Ñèá. ìàòåì. æóðíàë, 46:5 (2005); ÒÌÔ, 157:3

(2008).


