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Безгратиентные алгоритмы

Рассматривается задача выпуклой оптимизации

min
x∈Q⊆Rd

f(x)

Вопрос
Когда следует использовать безградиентные алгоритмы?
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Безгратиентные алгоритмы

Рассматривается задача выпуклой оптимизации

min
x∈Q⊆Rd

f(x)

Вопрос
Когда следует использовать безградиентные алгоритмы?

Критерии оптимальности
1 Число оракульных вызовов: T
2 Число последовательных итераций метода: N
3 Максимально допустимый уровень шума ∆
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Мотивация для поиска максимального уровня шума

Рис.: Экономия ресурсов Рис.: Устойчивость к атакам Рис.: Конфиденциальность

1 Экономия ресурсов. Чем точнее вычисляется значение объективной функции, тем
дороже этот процесс.

2 Устойчивость к атакам. Повышение максимального уровня шума делает алгоритм
более устойчивым к враждебным атакам.

3 Конфиденциальность. Некоторые компании из-за секретности не могут передать
всю информацию.
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Постановка задачи

Постановка задачи
Рассматривается стохастическая негладкая выпуклая задача оптимизации

min
x∈Q⊆Rd

f(x) := Eξ [f(x, ξ)]

Безградиентный оракул
Предполагается, что безградиентный оракул возвращает значение функции f(x),
возможно, с некоторым враждебным шумом δ(x):

fδ(x) := f(x) + δ(x)
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Предположения

Предположение 1. (Липшицева непрерывная функция).
Функция f(x, ξ) является M -Липшицевой непрерывной функцией в lp-норме, то есть для
всех x, y ∈ Q имеем

|f(y, ξ)− f(x, ξ)| ≤ M(ξ)∥y − x∥p.

Более того, существует положительная константа M , которая определяется следующим
образом: E

[
M2(ξ)

]
≤ M2. В частности, для p = 2 используем обозначение M2 для кон-

станты Липшица.

Предположение 2. (Ограниченность шума).
Для всех x ∈ Q выполняется |δ(x)| ≤ ∆, где ∆ – уровень неточности (шума).
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Основная идея

Негладкая задача

min
x∈Q⊆Rd

f(x)

Гладкая задача

min
x∈Q⊆Rd

fγ(x)
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Схемы сглаживания [1, 2]

Definition
Пусть lp-шар определяется, как Bd

p(r) := {x ∈ R : ∥x∥p ≤ r}. Тогда гладкая аппроксимация
негладкой функции f(x) выглядит следующим образом

fγ(x) := Eẽ [f(x+ γẽ)] ,

где γ > 0, ẽ — случайный вектор, равномерно распределенный на Bd
p(1)

(далее ограничимся рассмотрением случаев p = 1 и p = 2).
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Свойства функции fγ(x)

Случай, когда ẽ ∈ RBd
2(1)

1 f(x) ≤ fγ(x) ≤ f(x) + γM2;
2 fγ — M -Липшицева:

|fγ(y)− fγ(x)| ≤ M∥y − x∥p,

3 fγ имеет Lfγ =
√
dM
γ -Липшицевый градиент:

∥∇fγ(y)−∇fγ(x)∥q ≤ Lfγ∥y − x∥p.

где q такой, что 1/p+ 1/q = 1.

Первое свойство

fγ(x) = Eẽ [f(x+ γẽ)] ≥ Eẽ [f(x) + ⟨∇f(x), γẽ⟩)] = Eẽ [f(x)] = f(x).

|fγ(x)− f(x)| = |Eẽ [f(x+ γẽ)]− f(x)| ≤ Eẽ [|f(x+ γẽ)− f(x)|] ≤ γM2Eẽ [∥ẽ∥2] ≤ γM2.
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2(1)

1 f(x) ≤ fγ(x) ≤ f(x) + γM2;
2 fγ — M -Липшицева:

|fγ(y)− fγ(x)| ≤ M∥y − x∥p,

3 fγ имеет Lfγ =
√
dM
γ -Липшицевый градиент:

∥∇fγ(y)−∇fγ(x)∥q ≤ Lfγ∥y − x∥p.

где q такой, что 1/p+ 1/q = 1.

Второе свойство
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Свойства функции fγ(x)

Случай, когда ẽ ∈ RBd
1(1)

1 f(x) ≤ fγ(x) ≤ f(x) + 2√
d
γM2;

2 fγ — M -Липшицева:
|fγ(y)− fγ(x)| ≤ M∥y − x∥p,

3 fγ имеет Lfγ = dM
2γ -Липшицевый градиент:

∥∇fγ(y)−∇fγ(x)∥q ≤ Lfγ∥y − x∥p.

где q такой, что 1/p+ 1/q = 1.

Первое свойство

fγ(x) = Eẽ [f(x+ γẽ)] ≥ Eẽ [f(x) + ⟨∇f(x), γẽ⟩)] = Eẽ [f(x)] = f(x).

|fγ(x)− f(x)| = |Eẽ [f(x+ γẽ)]− f(x)| ≤ Eẽ [|f(x+ γẽ)− f(x)|]

≤ γM2Eẽ [∥ẽ∥2] ≤
2√
d
γM2.
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|fγ(y)− fγ(x)| ≤ M∥y − x∥p,

3 fγ имеет Lfγ = dM
2γ -Липшицевый градиент:

∥∇fγ(y)−∇fγ(x)∥q ≤ Lfγ∥y − x∥p.

где q такой, что 1/p+ 1/q = 1.

Лемма 1 из [2] для первого свойства

Пусть q ∈ [1,∞) и пусть v ∈ RBd
1(1). Тогда

E[∥v∥q] ≤
qd

1
q

d+ 1
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1(1)

1 f(x) ≤ fγ(x) ≤ f(x) + 2√
d
γM2;

2 fγ — M -Липшицева:
|fγ(y)− fγ(x)| ≤ M∥y − x∥p,

3 fγ имеет Lfγ = dM
2γ -Липшицевый градиент:

∥∇fγ(y)−∇fγ(x)∥q ≤ Lfγ∥y − x∥p.

где q такой, что 1/p+ 1/q = 1.

Второе свойство
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Основная идея

Негладкая задача

min
x∈Q⊆Rd

f(x)

Гладкая задача

min
x∈Q⊆Rd

fγ(x)

/

Связь между задачами
Если имеем ε

2 -точность для функции fγ(x), то имеем ε-точность для функции f(x):

f(xN+1)− f(x∗)
①
≤ fγ(x

N+1)− f(x∗)
②
≤ fγ(x

N+1)− fγ(x∗) + γM2

≤ fγ(x
N+1)− fγ(x∗(γ)) + γM2 ≤

ε

2
+

ε

2
= ε,

Александр Лобанов Иннополис. Наука 27 июня 2024 12 / 60



Рандомизация с двухточечной обратной связью

Обобщение формулы Стокса [2]

∇fγ(x) = Eẽ[∇f(x+ γẽ)] =
Vold−1(∂D)

Vold(D)
· Ee[f(x+ γe)n(e)]

Рандомизация с двухточечной обратной связью

l1-рандомизация

∇fγ(x, ξ, e) =
d

2γ
(fδ(x+ γe, ξ)− fδ(x− γe, ξ))sign(e), (e ∈ RSd

1(1))

l2-рандомизация

∇fγ(x, ξ, e) =
d

2γ
(fδ(x+ γe, ξ)− fδ(x− γe, ξ))e, (e ∈ RSd

2(1))
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Рандомизация с двухточечной обратной связью

Свойства ∇fγ для l1-рандомизации
1 Если ∆ = 0, то оценки будут несмещенными

Ee,ξ [∇fγ(x, ξ, e)] = ∇fγ(x)

2 ("смещение") при ∆ > 0

Ee,ξ⟨[∇fγ(x, ξ, e)]−∇fγ(x), r⟩ ≲
d∆R

γ
, ∀r : ∥r∥2 ≤ R.

3 (оценка второго момента)

Ee,ξ

[
∥∇fγ(x, ξ, e)∥2q

]
≤ κ(p, d)

(
M2

2 +
d2∆2

12(1 +
√
2)2γ2

)
,

где 1/p+ 1/q = 1 и κ(p, d) = 48(1 +
√
2)2d

2− 2
p .
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Рандомизация с двухточечной обратной связью

Свойства ∇fγ для l2-рандомизации
1 Если ∆ = 0, то оценки будут несмещенными

Ee,ξ [∇fγ(x, ξ, e)] = ∇fγ(x)

2 ("смещение") при ∆ > 0

Ee,ξ⟨[∇fγ(x, ξ, e)]−∇fγ(x), r⟩ ≲
√
d∆R

γ
, ∀r : ∥r∥2 ≤ R.

3 (оценка второго момента)

Ee,ξ

[
∥∇fγ(x, ξ, e)∥2q

]
≤ κ(p, d)

(
M2

2 +
d2∆2

√
2γ2

)
,

где 1/p+ 1/q = 1 и κ(p, d) =
√
2min {q, ln d} d2−

2
p .
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Основная идея

Негладкая задача

min
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min
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/

Связь между задачами
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2 -точность для функции fγ(x), то имеем ε-точность для функции f(x):
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①
≤ fγ(x

N+1)− f(x∗)
②
≤ fγ(x

N+1)− fγ(x∗) + γM2

≤ fγ(x
N+1)− fγ(x∗(γ)) + γM2 ≤

ε

2
+

ε

2
= ε,

Параметры

γ =
ε

2M2
Lfγ =

√
dM

γ
=

2
√
dMM2

ε
σ2 ≤ 2

√
2min {q, ln d} d2−

2
pM2

2
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Федеративное обучение

Рис.: Архитектура федеративного обучения
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Федеративное обучение

Algorithm E [f(·)]− f∗ ≲ . . . Reference
Mb-Ac-SGD LR2

N2 + σR√
BNK

(Woodworth et al., 2021) [3]

SM-Ac-SGD LR2

N2K2 + σR√
NK

(Woodworth et al., 2021) [3]

Local-AC-CA LR2

N2K2 + σR√
BNK

(Woodworth et al., 2020) [4]

FedAc LR2

N2K
+ σR√

BNK
+min

{
L

1
3 σ

2
3R

4
3

NK
1
3

, L
1
2 σ

1
2R

3
2

NK
1
4

}
(Yuan, Ma, 2020) [5]

Mb-SMP max
{

LR2

N , σR√
BNK

}
SM-SMP max

{
LR2

NK , σR√
NK

}
Таблица: Результаты скорости сходимости.
Обозначение: R : ∥x0 − x∗∥; B: число рабочих (компьютеров); K: число локальных обновлений;
N : число коммуникационных раундов; L: гладкость.
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Главный результат

Theorem
Схема сглаживания, применяемая к негладкой задаче, обеспечивает сходимость Minibatch
Accelerated SGD [3]. Другими словами, для достижения ε точности решения негладкой
задачи необходимо проделать NK итераций с максимально допустимым уровнем шума
∆ и общим числом вызова безградиентного оракула T в соответствии с выбранным
методом и схемой сглаживания:

l1-рандомизация

N = O

(
d1/4

√
MM2R

ε

)
; K = 1; B = O

(
κ(p, d)dM2

2R
2

KNε2

)
;

T = Õ

(
κ(p, d)dM2

2R
2

ε2

)
=

O
(
dM2

2R
2

ε2

)
, p = 2 (q = 2)

O
(
M2

2R
2

ε2

)
, p = 1 (q = ∞).
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∆ и общим числом вызова безградиентного оракула T в соответствии с выбранным
методом и схемой сглаживания:

l2-рандомизация

N = O

(
d1/4

√
MM2R

ε

)
; K = 1; B = O

(
κ(p, d)dM2

2R
2

KNε2

)
;

T = Õ

(
κ(p, d)dM2

2R
2

ε2

)
=

Õ
(
dM2

2R
2

ε2

)
, p = 2 (q = 2)

Õ
(
(ln d)M2

2R
2

ε2

)
, p = 1 (q = ∞).
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Эксперименты
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Постановка задачи

Постановка задачи
Рассматривается стандартная стохастическая выпуклая задача оптимизации

f∗ = min
x∈Rd

{f(x) := E [f(x, ξ)]} ,

где f : Rd → R – гладкая выпуклая функция, которую мы хотими минимизировать на
Rd. Данная постановка задачи является общей, поэтому, чтобы определить конкретный
класс задач (который будем рассматривать), вводится некоторые предположения о целевой
функции и градиентном оракуле.
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Предположения о целевой функции

Предположение 1. (Выпуклость)
Почти для каждого ξ, f(x, ξ) – неотрицательная и выпуклая функция относительно x, т.е.

∀x, y, ξ f(y, ξ) ≥ f(x, ξ) + ⟨∇f(x, ξ), y − x⟩ .

Предположение 2. (Гладкость)
Почти для каждого ξ, f(x, ξ) – неотрицательная, L-гладкая функция относительно x, т.е.

∀x, y, ξ f(y, ξ) ≤ f(x, ξ) + ⟨∇f(x, ξ), y − x⟩+ L

2
∥y − x∥2 .

Предположение 3.
Функция f(x) – выпуклая и меет минимальное значение f∗ = minx f(x), которое
достигается в точке x∗ с ∥x∗∥ ≤ R.
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Предположения о градиентном оракуле

Определение 1. (Градиентный оракул)

Отображение g : Rd ×D → Rd такое что

g(x, ξ) = ∇f(x, ξ) + b(x),

где b : Rd → Rd такой что ∀x ∈ Rd: ∥b(x)∥2 ≤ ζ2.

Предположение 4. (Ограниченность градиентного шума)

Существует параметр σ2
∗ ≥ 0 такой что ∀x ∈ Rd

E
[
∥∇f(x∗, ξ)−∇f(x∗)∥2

]
≤ σ2

∗.

Сходимость алгоритма AC-SA из [6] для перепараметризованной задачи

E
[
f(xagN )− f∗] ≤ c ·

(
LR2

N2
+

LR2

BN
+

√
LR2f∗

BN

)
.
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Ускоренный cтохастический градиентный спуск с неточным оракулом

Theorem (Сходимость Смещенного AC-SA метода)

Пусть f удовлетворяет Предположениям 1–3 и градиентный оракул из Определения 1
удовлетворяет Предположению 4, тогда смещенный AC-SA алгоритм гарантирует
сходимость с универсальной константой c

E
[
f(xagN )− f∗] ≤ c ·

(
LR2

N2
+

LR2

BN
+

σ∗R√
BN

+ ζR+
ζ2

2L
N

)
.
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Ускоренный стохастический градиентный спуск нулевого порядка
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Нахождение смещения аппроксимации градиента

Смещение аппроксимации градиента

∥E [g(xk, ξ, e)]−∇f(xk)∥ =

∥∥∥∥E [ d

2τ
(fδ(xk + τe, ξ)− fδ(xk − τe)) e

]
−∇f(xk)

∥∥∥∥
①
=

∥∥∥∥E [dτ (f(xk + τe, ξ) + δ(xk + τe)) e

]
−∇f(xk)

∥∥∥∥
②
≤
∥∥∥∥E [dτ f(xk + τe, ξ)e

]
−∇f(xk)

∥∥∥∥+ d∆

τ

③
= ∥E [∇f(xk + τu, ξ)]−∇f(xk)∥+

d∆

τ

= sup
z∈Sd

2 (1)

E [|∇zf(xk + τu)−∇zf(xk)|] +
d∆

τ

≤ LτE [∥u∥] + d∆

τ
≤ Lτ +

d∆

τ
.
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Нахождение оценки второго момента аппроксимации градиента

Второй момент аппроксимации градиента

E
[
∥g(x∗, ξ, e)∥2

]
=

d2

4τ2
E
[
∥(fδ(x∗ + τe, ξ)− fδ(x

∗ − τe, ξ)) e∥2
]

=
d2

4τ2
E
[
(f(x∗ + τe, ξ)− f(x∗ − τe, ξ) + δ(x∗ + τe)− δ(x∗ − τe))2

]
≤ d2

2τ2

(
E
[
(f(x∗ + τe, ξ)− f(x∗ − τe, ξ))2

]
+ 2∆2

)
≤ d2

2τ2

(
τ2

d
E
[
∥∇f(x∗ + τe, ξ) +∇f(x∗ − τe, ξ)∥2

]
+ 2∆2

)
=

d2

2τ2

(
τ2

d
E
[
∥∇f(x∗ + τe, ξ) +∇f(x∗ − τe, ξ)± 2∇f(x∗, ξ)∥2

]
+ 2∆2

)
≤ 4d ∥∇f(x∗, ξ)∥2 + 4dL2τ2E

[
∥e∥2

]
+

d2∆2

τ2

≤ 4dσ2
∗ + 4dL2τ2E

[
∥e∥2

]
+

d2∆2

τ2
.
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Главный результат

Сходимость безградиентного алгоритма

E
[
f(xagN )− f∗] ≲ LR2

N2︸ ︷︷ ︸
①

+
LR2

BN︸ ︷︷ ︸
②

+

√
dσ∗R√
BN︸ ︷︷ ︸
③

+

√
dLτR√
BN︸ ︷︷ ︸
④

+
d∆R

τ
√
BN︸ ︷︷ ︸
⑤

+ LτR︸︷︷︸
⑥

+
d∆R

τ︸ ︷︷ ︸
⑦

+Lτ2N︸ ︷︷ ︸
⑧

+
d2∆2N

τ2L︸ ︷︷ ︸
⑨

.
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Главный результат

Theorem
Пусть f удовлетворяет Предположениям 1–3 и аппроксимация градиента с параметром
τ ≤ ε

LR удовлетворяет Предположению 4, тогда Accelareted Zero-Order Stochastic Gradient
Descent (AZO-SGD) Method (см. Алгоритм 1) достигает ε-точности: E

[
f(xagN )− f∗] ≤ ε

после

N = O

(√
LR2

ε

)
, T = max

{
O
(
LR2

ε

)
,O
(
dσ2

∗R
2

ε2

)}
числа итераций, общего числа обращений к безградиентному оракулу и при

∆ ≤ ε2

dLR2

максимально допустимом уровне враждебного шума.
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Обобщение на задачу с ограничением и расширение класса функций
(Lp норма)

Замечание 1.
Используя работу [7] (а именно, Алгоритм 2) в качестве основы, и аналогичным образом
обобщая результаты сходимости (Следствие 1, [7]) на случай с градиентным оракулом,
можно получить безградиентный алгоритм для более общего класса задач (Lp-норма и
наличие ограничений). В этом случае, параметры (число последовательных итераций N ,
максимально допустимый уровень враждебного шума ∆, параметр сглаживания τ) оста-
нутся такими же, за исключением общего числа обращений к безградиентному оракулу:
пусть дано 1/p+ 1/q = 1, тогда

T = N ·B = max

{
O
(
LR2

ε

)
,O

(
min{q, ln d}d2−

2
pσ2

∗R
2

ε2

)}
.
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Эксперименты

Мы рассматриваем следующую задачу оптимизации:

min
x∈Rd

f(x) :=
1

m

m∑
i=1

(li(x))
2 ,

где l(x) = Ax− b – система m линейных уравнений в условии перепараметризации (d > m), A ∈ Rm×d , x, b ∈ Rd.
Данная задача является выпуклой стохастической задачей оптимизации, также известной как the Empirical Risk
Minimization problem, где ξ = i – одна из m линейных уравнений.
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Предположения на целевую функцию

Постановка задачи
Мы рассматриваем стандартную выпуклую задачу оптимизации:

min
x∈Q⊆Rd

f(x)

где f : Rd → R выпуклая функция, которую хотим минимизировать на выпуклом мн-ве Q.

Предположение. (Повышенная гладкость функции)
Пусть l обозначает максимальное целое число строго меньше, чем β. Пусть Fβ(L)
обозначает множество всех функций f : Rd → R, которые дифференцируемы l раз и
для всех x, z ∈ Q удовлетворяет условию Гельдера:∣∣∣∣∣∣f(z)−

∑
0≤|n|≤l

1

n!
Dnf(x)(z − x)n

∣∣∣∣∣∣ ≤ Lβ∥z − x∥β2 ,

где Lβ > 0, n = (n1, ..., nd) – мультиидекс, ni ≥ 0 – целые, n! = n1! · · ·nd!,

|n| = n1 + · · ·+ nd, и ∀v = (v1, ..., vd) ∈ Rd, а также Dnf(x)vn = ∂|n|f(x)
∂n1x1···∂ndxd

vn1
1 · · · vnd

d .
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Предположения на оракул нулевого порядка

Оракул нулевого порядка

Мы предполагаем, что оракул f̃ может возвращать только значение целевой функции
f(x) в запрашиваемой точке x с некоторым стохастическим шумом ξ:

f̃ = f(x) + ξ.

Предположение. (Стохастический шум)
Мы предполагаем, что выполняется следующее

ξ1 ̸= ξ2 такой что E[ξ21 ] ≤ ∆2 и E[ξ22 ] ≤ ∆2, ∆ ≥ 0 – это уровень шума;
случайные величины ξ1 и ξ2 являются независимыми от e и r.

Градиентная аппроксимация с одноточечной обратной связью

g(x, e) = d
f(x+ hre) + ξ1 − f(x− hre)− ξ2

2h
K(r)e.
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Предположения на градиентную аппроксимацию

Определение. (Ядерная аппроксимация)

g(x, e) = d
f(x+ hre) + ξ1 − f(x− hre)− ξ2

2h
K(r)e.

где h > 0 – параметр сглаживания, e ∈ Sd
2(1) – равномерно распределенный вектор на еди-

ничной евклидовой сфере, r – случайный вектор равномерно распределенный на отрезке
r ∈ [0, 1].

Предположение. (Ядерная функция)
Пусть K : [−1, 1] → R – Ядерная функция, которая удовлетворяет

E[K(u)] = 0, E[uK(u)] = 1,

E[ujK(u)] = 0, j = 2, ..., l, E[|u|β|K(u)|] < ∞.

Примеры Ядерной функции
Примером таких ядер является взвешенная сумма полиномов Лежандра.
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Что было сделано ранее?
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Постановка задачи и основные предположения

Постановка задачи
Мы переформулируем исходную задачу оптимизации следующим образом:

f∗ = min
x∈Q⊆Rd

{f(x) := E [f(x, ξ)]} .

Предположение (Выпуклость)
Функция f – выпукла, если

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩ , ∀x, y ∈ Q.

Предположение (L-гладкость)
Функция f – L-гладкая, если

f(y) ≤ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ L

2
∥y − x∥2 , ∀x, y ∈ Q.
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Градиентный оракули и предположения

Определение (Смещенный градиентный оракул)

Отображение g : Rd × D → Rd такое что

g(x, ξ) = ∇f(x, ξ) + b(x)

для смещения b : Rd → Rd и несмещенного стох. градиента E [∇f(x, ξ)] = ∇f(x).

Предположение (Ограниченное смещение)

Существует константы δ ≥ 0 такие что ∀x ∈ Rd

∥b(x)∥ = ∥E [g(x, ξ)]−∇f(x)∥ ≤ δ.

Предположение (Ограниченный шум)

Существует константы ρ, σ2 ≥ 0 такие что обобщенное условие сильного роста
выполняется ∀x ∈ Rd

E
[
∥g(x, ξ)∥2

]
≤ ρ ∥∇f(x)∥2 + σ2.
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GОбобщение результатов сходимости на смещенный оракул

Сходимость ускоренного алгоритма [8]

E [f(xN )]− f∗ ≲
ρ2LR2

N2
+

Nσ2

ρ2L

Рис.: Случай без смещения

Рис.: Случай со смещением
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GОбобщение результатов сходимости на смещенный оракул

Сходимость ускоренного алгоритма (со смещенным градиентным оракулом)

E [f(xN )]− f∗ ≲
ρ2BLR

2

N2
+

Nσ2

ρ2BLB
+ δR̃︸︷︷︸

③

+
N

L
δ2︸︷︷︸

④

.

Рис.: Случай без смещения Рис.: Случай со смещением
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Zero-Order Accelerated Stochastic Gradient Descent
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Нахождение смещения градиентной аппроксимации

Смещение градиентной аппроксимации [9]

∥b(x)∥ = ∥E [g(xk, e)]−∇f(xk)∥ ≲ κβLh
β−1.

Второй момент градиентной аппроксимации [9]

E
[
∥g(xk, e)∥2

]
≤ 4dκ︸︷︷︸

ρ

∥∇f(xk)∥2 + 4dκL2h2 +
κd2∆2

h2︸ ︷︷ ︸
σ2

Сходимость безградиентного алгоритма

E [f(xN )]− f∗ ≲
ρ2BLR

2

N2︸ ︷︷ ︸
①

+
NdκL2h2

ρ2BLB︸ ︷︷ ︸
②

+
Nκd2∆2

h2ρ2BLB︸ ︷︷ ︸
③

+ R̃κβLβh
β−1︸ ︷︷ ︸

④

+
Nκ2βL

2
βh

2(β−1)

L︸ ︷︷ ︸
⑤

.
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Основная теорема
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Эксперименты

Функция для задачи минимизации

f(w) := −y log

[
1

1 + exp
(
−wTX

)]+ (1− y) log

[
1−

1

1 + exp
(
−wTX

)] .
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Постановка задачи

Постановка задачи
В данной работе рассматривается решение стандартной общей оптимизационной задачи
в следующем виде:

min
x∈Rd

{f(x) := Eξ∼Dfξ(x)} , (1)

где f : Rd → R - возможно невыпуклая, возможно стохастическая функция.

Такая конфигурация задачи охватывает широкий спектр приложений в сценариях машин-
ного обучения, таких как минимизация эмпирического риска (ERM), где D обозначает
распределение по обучающим точкам данных, а fξ(x) представляет собой потери модели
x по точке данных ξ.
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Background

Оракул высокого порядка
Gxk,i = ∇if(xk) например, в Тензорных методах [10—12]

Оракул первого порядка
g = ∇f(xk) например, в методах типа GD/SGD [13—15]
g = ∇f(xk) + b(xk) например, в смещенных методах типа GD/SGD [16—18]
g = ∇ikf(xk) например, в методах типа CD [19—21]

Оракул нулевого порядка

f̃ = f(xk) например, в безградиентных алгоритмах [22, 23]
f̃ = f(xk) + δ(xk) например, в безградиентных алгоритмах [24, 25]
f̃ = f(xk) + ξ например, в безградиентных алгоритмах [26, 27]
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Приложения
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Приложения

Рис.: Шоколад Valio

Такие компании, как Valio (см. рисунок) и SberAI, уже активно привлекают ИИ к
созданию десертов. Фотография взята с сайта компании Официальный сайт.
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Концепция оракула приближенная к реальности

The Order Oracle
Мы рассматриваем концепцию оракула нулевого порядка (Order Oracle) для решения
задачи (1):

ϕ(x, y) = sign [f(x)− f(y) + δ(x, y)] , (2)

где |δ(x, y)| ≤ ∆ – некоторый ограниченный шум.

Q: Какие методы дружат с этим оракулом?
A: Методы решения задачи линейного поиска (метод золотого сечения (GRM) и др.)

Проблема: эти методы решают одномерную задачу оптимизации
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Как интегрировать этот оракул в многомерную оптимизацию?

Метод координатного спуска (CDM)

На каждой итерации CDM, заданный размером шага ζk > 0 и начальной точкой x0 ∈ Rd,
работает следующим образом:

xk+1 = xk − ζk∇ikf(xk)︸ ︷︷ ︸
ηk

eik ,

где ik - индекс координат, взятый из [d].

Предположения (Гладкость)

Функция f : Rd → R является L-координатно-липшицевой для L1, L2, ..., Ld > 0, если
для любых i ∈ [d], x ∈ Rd и h ∈ R выполняется следующее неравенство:

|∇if(x+ hei)−∇if(x)| ≤ Li|h|.
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работает следующим образом:

xk+1 = xk − ζk∇ikf(xk)︸ ︷︷ ︸
ηk

eik ,

где ik - индекс координат, взятый из [d].

Предположение (µ1−α (сильной) выпуклости)

Функция f : Rd → R является µ1−α ≥ 0 сильно выпуклой относительно нормы ∥·∥[1−α],
если для любых x, y Rd выполняется следующее неравенство:

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ µ1−α

2
∥y − x∥2[1−α] ,

где ∥ · ∥[α] :=
√∑d

i=1 L
α
i x

2
i .
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OrderRCD

pα(i) = Lα
i /Sα, i ∈ [d]; E [f(xN )]− f(x∗) ≤

(
1− µ1−α

Sα

)N

F0.
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Результаты сходимости
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OrderACDM

pβ(i) = Lβ
i /Sβ, i ∈ [d];

E [f(xN )]− f(x∗) ≤
(
1−

√
µ1−α

Sα/2

)N

F0.
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Эксперименты
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Спасибо за внимание!

Рис.: Связаться со мной
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