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Îá óðàâíåíèÿõ èçîìîíîäðîìíûõ

äåôîðìàöèé äèôôåðåíöèàëüíûõ

ñèñòåì, ðåãóëÿðíûõ è èððåãóëÿðíûõ.

Áàáè÷ Ì.Â.

ÏÎÌÈ, ÑÏáÃÓ

14 ñåíòÿáðÿ 2024 ã.
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Î öåëè äîêëàäà.

Öåëü èñêëþ÷èòåëüíî ìåòîäè÷åñêàÿ, ðå÷ü î ñïîñîáå
èçëîæåíèÿ òåîðèè óðàâíåíèé Ïåíëåâå.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü âñå øåñòü
óðàâíåíèé è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà íà ëåêöèÿõ, ñêàæåì,
çà ñåìåñòð.

Ïðè÷¼ì ñî âñåìè äîêàçàòåëüñòâàìè óòâåðæäåíèé, áåç
îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû è áåç çàêëèíàíèÿ: �Îïóñêàÿ
âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì...�.
... Îñòàâèâ, îäíàêî: �Ïðÿìîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ...�:)
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Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ:

�Èç óðàâíåíèé Ïåíëåâå ñëåäóåò Èçîìîíîäðîìíîñòü�
� òåîðèÿ ïðîçðà÷íà è íå ãðîìîçäêà.

�Èç Èçîìîíîäðîìíîñòè ñëåäóþò óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå�
� ýòî âåðíî ëèøü îò÷àñòè, â ñëó÷àå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Òåîðèÿ è ñëîæíà è
ãðîìîçäêà.
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Ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ òðóäíîñòåé.

Áûâàþò ôîðìû äåôîðìàöèè, íàïðèìåð Ω =(
1 0
2t

1−t2 0

)
d(z + t)

z + t
+

(
0 −6t
0 −1

)
dz

z
+

(
2 3 + 3t
1

t+1
−1

)
d(z− 1)

z− 1
+

+

(
−3 −3 + 3t
1

t−1 2

)
d(z + 1)

z + 1
+

(
0 0
−2t
1−t2 0

)
dt

z + t
= Adz+Bdt,

êîòîðûå ñîâåðøåííî íå çàòðàãèâàåò ïåðåõîä
�Ïåíëåâå�−→�Èçîìîíîäðîìèÿ�, õîòÿ è ðóøàò ïåðåõîä
�Èçîìîíîäðîìèÿ�−→�Ïåíëåâå�.
Ýòî èçîìîíîäðîìíàÿ äåôîðìàöèÿ òîé æå
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò PVI ñ
ïàðàìåòðàìè (9/2, 1/2, 25/2, 2), íî äåôîðìàöèÿ äðóãàÿ.
Äåëî â òîì, ÷òî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, äåôîðìàöèé, íå
ìåíÿþùèõ ìîíîäðîìèþ, áîëüøå ÷åì â ñëó÷àå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ. Òå äåôîðìàöèè, ÷òî åñòü â ñëó÷àå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ (Ïåíëåâå), äëÿ ýòîé Adz òîæå åñòü.
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Ïðåäëàãàåòñÿ:

Ïðè çíàêîìñòâå ñ òåîðèåé óðàâíåíèé Ïåíëåâå � èõ
ïîëó÷åíèè-âûâîäå, ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ îò ïåðåõîäà
�Èçîìîíîäðîìèÿ�−→�Ïåíëåâå�. Ñîîáùèâ, íå âäàâàÿñü â
äåòàëè, ÷òî â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, âîçìîæåí è
îáðàòíûé ïåðåõîä.

Îáðàòíóþ æå çàäà÷ó ìîíîäðîìèè è ìåòîä çàäà÷è
Ðèìàíà èçëàãàòü ïîòîì, îòäåëüíî � êàê íàèáîëåå
ìîùíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óæå èìåþùèõñÿ
óðàâíåíèé, ê òîìó âðåìåíè óæå îñíàù¼ííûõ è ëàêñîâîé
ïàðîé è ãàìèëüòîíîâîé òåîðèåé.

Ýòî òåì áîëåå ëîãè÷íî, ÷òî, åñëè âñòàòü íà òî÷êó çðåíèÿ
�óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå ýòî íåëèíåéíûå ñïåöôóíêöèè�, òî
áîëüøèíñòâó ó÷¼íûõ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå íóæíû êàê
èíñòðóìåíò, à âîâñå íå êàê îáúåêò èññëåäîâàíèÿ.
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Ïðåèìóùåñòâà:

Ïðîñòàÿ ëîãèêà � �îäíîñòîðîííÿÿ èìïëèêàöèÿ�.

Ìîæíî óáðàòü ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ è ìíîãèå ìóòíûå
ñïåêóëÿöèè, çàìåíèâ èõ, ãäå õî÷åòñÿ, òðþêîì
�Äîãàäàåìñÿ-è-ïðîâåðèì�.
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Î ïðèîðèòåòàõ.

ß íèêîãäà ýòèì íå èíòåðåñîâàëñÿ, ïîýòîìó ñêàçàòü ìîãó
òîëüêî ïî ÷üèì ñòàòüÿì ó÷èëñÿ èìåííî ÿ, èñòîðè÷åñêèå
ññûëêè åñòü òàì. Ñïèñîê áóäåò â êîíöå, ÷òîáû íå
îòâëåêàòüñÿ.
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Ñòðóêòóðà äîêëàäà.

Ñíà÷àëà ìàêñèìàëüíî ïîäðîáíî èçëîæèòü ôóêñîâ
ñëó÷àé (PVI) � ýòî îñíîâà, ôóíäàìåíò.

Äëÿ íåôóêñîâà ñëó÷àÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîñòîÿíñòâà
îáîáù¼ííîé ìîíîäðîìèè äîñòàòî÷íî ðàöèîíàëüíîñòè
ôîðìû äåôîðìàöèè. Ïîòîì ïðîñòî ïðîâåðèòü
îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû.

Íó è, �íà ïàëüöàõ�, îáúÿñíèòü êàê ìîæíî áûëî äî âñåãî
ýòîãî äîãàäàòüñÿ � êàêèå ôîðìàëüíûå ìàíèïóëÿöèè
äàþò îòâåò, êîòîðûé ïðîâåðÿåòñÿ.
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Ñîäåðæàíèå:

Èñòèííàÿ ìîíîäðîìèÿ. Ãðóïïà ìîíîäðîìèè. Ôîðìà
äåôîðìàöèè.

Ôóêñîâ ñëó÷àé, ñèñòåìà PVI:

1 Àíçàö Øëåçèíãåðà. Óðàâíåíèÿ Øëåçèíãåðà íà∏
kO(k).

2 Ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà óðàâíåíèé Øëåçèíãåðà.

3 Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ðåäóêöèÿ. Ïðîåêöèÿ óðàâíåíèé∏
kO(k) π−→

∏
kO(k)//GL(2,C).

4 Êîîðäèíàòèçàöèÿ
∏

kO(k)//GL(2,C).
5 Óðàâíåíèå PVI.

6 Âûáîð ñå÷åíèÿ
∏

kO(k)//GL(2,C) π−1

−→
∏

kO(k)

è ñèììåòðèè PVI.

PCA 2024



10 / 37

Ñîäåðæàíèå (ïðîäîëæåíèå):

Íåôóêñîâ ñëó÷àé. Ñèñòåìû PV-PI:

1 Êðàòíûå ïîëþñû ó äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû è

èñòèííàÿ ìîíîäðîìèÿ.

2 Ýôôåêò Ñòîêñà, ïîíÿòèå �îáîáù¼ííîé

ìîíîäðîìèè�.

3 Ïîñòîÿíñòâî îáîáù¼ííîé ìîíîäðîìèè � ñëåäñòâèå

ðàöèîíàëüíîñòè ôîðìû äåôîðìàöèè.

4 Ôîðìû äåôîðìàöèè äëÿ PV-PI, êàê ìîæíî äî íèõ

äîãàäàòüñÿ � ïîñëåäîâàòåëüíîå âûðîæäåíèå ôîðìû

äåôîðìàöèè PVI. Ïðîâåðêà.

5 Ãàìèëüòîíîâà òåîðèÿ îäíîé èððåãóëÿðíîé îñîáîé

òî÷êè � óðåçàííàÿ ãðóïïà ïåòåëü è àëãåáðà

Òàêèôôà.

6 Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ðåäóêöèÿ ê (ãàìèëüòîíîâûì)

ñèñòåìàì PV-PI.
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Èñòèííàÿ ìîíîäðîìèÿ. Ôîðìà äåôîðìàöèè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå dzΨ = AdzΨ, ãäå ìàòðèöà
A = A(z) ðàöèîíàëüíà. Âûáðîñèì èç Cz ñèñòåìó
ðàçðåçîâ lk, ñîåäèíÿþùèõ ïîëþñû.
Íà ðàçíûõ áåðåãàõ ðàçðåçà Ψ−(z) = Ψ+(z)M

(k)
+−, z ∈ lk,

òàê êàê ëþáûå äâà ðåøåíèÿ îòëè÷àþòñÿ ïîñòîÿííûì
ïðàâûì ìíîæèòåëåì.
Ââåä¼ì ïàðàìåòð t ∈ [0, 1]. Ðàçðåçû ïðåâðàòÿòñÿ â
�ïë¼íêè� lk × [0, 1], â îêðåñòíîñòè êàæäîé èç êîòîðûõ

åñòü äâà ðåøåíèÿ Ψ−(z, t) è Ψ+(z, t)M
(k)
+−(t).

Óñëîâèå ñøèâêè dtΨ−Ψ−1− = dtΨ+Ψ−1+ =: B è åñòü

óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ìîíîäðîìèè M
(k)
+−(t) = constk.

Ìû ïîëó÷èëè 1-ôîðìó äåôîðìàöèè, îñíîâíîé îáúåêò
âñåé òåîðèè: Ω = Adz + Bdt.
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Ôóêñîâ ñëó÷àé. Àíçàö Øëåçèíãåðà.

Ðàññìîòðèì dΨ/dz =
∑

kA
(k) 1

z−zk
Ψ,

â îêðåñòíîñòè z ∼ zk: dzΨ =
(
A(k)dz
z−zk

+ O(1)
)

Ψ.

Cèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè z− zk,
ïîïûòàåìñÿ è ðåøåíèå èñêàòü c ñèììåòðè÷íîé

(ëîêàëüíî!!) çàâèñèìîñòüþ: dΨ =
(
A(k) dz−dzk

z−zk
+ O(1)

)
Ψ.

Ïðîñóììèðóåì è âîëþíòàðèñòñêè(!) âûáðîñèì O(1)dzk:

dΨ =
∑
k

A(k)dz− dzk
z− zk

Ψ.

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè, òî åñòü d2Ψ = 0 äà¼ò
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà A(k), çíàìåíèòóþ ñèñòåìó
Øëåçèíãåðà, ñèñòåìó óðàâíåíèé íà âû÷åòû A(k).
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Óðàâíåíèÿ Øëåçèíãåðà íà

O(1) × ...×O(4) =:
∏

kO(k)

dA(k) +

[
A(k),

∑
i 6=k

A(i)dzk − dzi
zk − zi

]
= 0

Ñðàçó âèäíî, ÷òî ñîïðÿæ¼ííûé êëàññ A(k) ñîõðàíÿåòñÿ,
òàê êàê dA(k) = [A(k), ∗], ñëåäîâàòåëüíî A(k) íà îðáèòå
O(k) (êî)ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ëèíåéíîé ãðóïïû,
ëåæèò â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñòðîèì ãàìèëüòîíîâó òåîðèþ.

PCA 2024



14 / 37

Ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà óðàâíåíèé

Øëåçèíãåðà.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ãàìèëüòîíèàí äèíàìèêè ïî
�âðåìåíè� zk ýòî

Hk = trA(k)
∑
i 6=k

A(i) 1

zk − zi
.
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Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ðåäóêöèÿ. Ïðîåêöèÿ

óðàâíåíèé ñ
∏

kO(k) íà
∏

kO(k)//GL(2,C).
Çàìåòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò
îäíîâðåìåííîãî ñîïðÿæåíèÿ âñåõ A(k) îäíîé ìàòðèöåé,
ïóñòü è çàâèñÿùåé îò zk, òî åñòü îò äèàãîíàëüíîãî
äåéñòâèÿ GL(2,C). Ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ìîæíî
ñïðîåöèðîâàòü íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî∏

kO(k)/GL(2,C).
Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà ýòî

∑
kA

(k) � ïîëíûé âû÷åò
äèôôåðåíöèàëà Adz. Îí (âû÷åò) ïîñòîÿíåí, ðàâåí íóëþ.
Ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ òåìè æå ãàìèëüòîíèàíàìè, íî íà
äðóãîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå:

O(1) × ...×O(4)
∣∣∑

k A
(k)=0

/GL(2,C) =:
∏
k

O(k)//GL(2,C)
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Êîîðäèíàòèçàöèÿ
∏

kO(k)//GL(2,C).
Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò ìîæíî âçÿòü ôóíêöèè
(ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû A

(k)
ij ) ñ ëþáîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ∏

k

O(k) →
∏
k

O(k)//GL(2,C).

Îáû÷íî áåðóò îäèí èç A(k) äèàãîíàëüíûì, è íåÿâíî,
óðàâíåíèÿìè, ôèêñèðóþò äèàãîíàëüíûé ìíîæèòåëü.
Ýòî íå îïòèìàëüíûé âûáîð! Ìíîãî ýôôåêòèâíåå:

A(2) =

(
∗ ∗
0 ∗

)
,A(3) =

(
∗ 0
∗ ∗

)
,

è, íà âûáîð, ôèêñèðóåì ëèáî íåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò,
ëèáî ñîáñòâåííîå íàïðàâëåíèå ó A(4):

(A(4))12 = −1 , ëèáî (A(4))11− (A(4))12 = (A(4))22− (A(4))21.
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Êîîðäèíàòèçàöèÿ
∏

kO(k)//GL(2,C)
(ïðîäîëæåíèå).

Ïîëó÷åííûå óïðîùåíèÿ:

1 Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâå
ω(1) + · · ·+ ω(4) = ω(1) � ñëåäèì òîëüêî çà îäíîé
îðáèòîé, êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà ïðîñòðàíñòâå∏

kO(k)//GL(2,C) ýòî êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà
îðáèòå O(1).

2 Óðàâíåíèå
∑

kA
(k) = 0 ðåøàåòñÿ ýëåìåíòàðíî.
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ßâíûé âèä ñå÷åíèÿ, åñëè A
(4)
12 = −1.

A(1) =

(
λ1 − pq q

−p(pq−∆1) λ′1 + pq

)
,A(2) =

(
λ2 1− q
0 λ′2

)
,

A(3) =

(
λ3 0

a
(3)
21 λ′3

)
,A(4) =

(
−Σ11 −1

−Σ11Σ22 + λ′4λ4 −Σ22

)
,

òóò λk, λ
′
k ýòî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A

(k), ∆k = λk − λ′k è
Σ11,Σ22 ýòî ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ
ýëåìåíòîâ

Σ11 := −pq + λ1 + λ2 + λ3,Σ22 := pq + λ′1 + λ′2 + λ′3,

a
(3)
21 = p(pq−λ1+λ′1)−(pq−

∑
j

λj+λ4)(pq+
∑
j

λ′j−λ′4)−λ′4λ4.
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Ñå÷åíèå, åñëè ñîáñòâåííîå íàïðàâëåíèå λ4 ó

A(4) ïîñòîÿííî è ðàâíî (1,−1)T.

A(1) =

(
λ1 + pq p

−q(pq + ∆1) −pq + λ′1

)
, A(2) =

(
λ2 a

(2)
12

0 λ′2

)
,

A(3) =

(
λ3 0

a
(3)
21 λ′3

)
,A(4) =

(
−pq− λΣ + λ4 −pq− λΣ

pq + λΣ −∆4 pq + λΣ + λ′4

)
,

a
(2)
12 = p(q− 1) + λΣ, a

(3)
21 = pq(q− 1) + ∆1q− λΣ + ∆4,

λΣ :=
∑

k λk, ∆k := λk − λ′k.
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Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà PVI.

Ïîëîæèì z1 = 0, z2 = 1, z3 = t, z4 =∞. Âû÷èñëèì
ãàìèëüòîíèàí äëÿ ñå÷åíèÿ A

(4)
12 = −1:

H :=
trA(3)A(1)

t
+

trA(3)A(2)

t− 1
=

1

t(t− 1)
trA(3)((t−1)A(1)+tA(2)) =

=
q(q− 1)(q− t)

t(t− 1)

(
p2 − p

(
∆1

q
+

∆2

q− 1
+

∆3

q− t

))
+

+q
∆Σ(∆Σ − 2∆4)

4t(t− 1)
+ ∗.

Òóò �∗� íå ñîäåðæèò êîîðäèíàò p, q � íå âëèÿåò íà
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
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Óðàâíåíèå PVI.

Óðàâíåíèå PVI ýòî óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ
òîëüêî ÷òî âûïèñàííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû PVI.
Âûïèñàâ åãî, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíî çàâèñèò îò
ñëåäóþùèõ êîìáèíàöèé ∆k := λk − λ′k ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé A(k):

PVI

(
∆2

4

2
,

∆2
1

2
,

∆2
2

2
,

(∆3 + 1)2

2

)
.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî îáðàçóþùèå ãðóïïû ñèììåòðèé
PVI ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ. /Íà ïðàâàõ ðåêëàìû:)/
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Ïðåîáðàçîâàíèå Øëåçèíãåðà.

Óìíîæåíèå Ψ ñëåâà íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó âèäà(
z−z2
z−z3 0

0 1

)
ñîõðàíÿåò ôóêñîâîñòü ñèñòåìû, ïîñêîëüêó

òàì, ãäå ìîã áû îáðàçîâàòüñÿ ïîëþñ 2-ãî ïîðÿäêà,
âû÷åòû â z2 è z3 èìåþò íóëè:

A(2) =

(
λ2 ∗
0 λ′2

)
,A(3) =

(
λ3 0
∗ λ′3

)
,

â îñòàëüíûõ æå òî÷êàõ ïðåîáðàçîâàíèå ðåãóëÿðíî.
Òàêîå äåéñòâèå ìåíÿåò λ2 → λ2 + 1 è λ′3 → λ′3 − 1. Òàêèì
îáðàçîì ìû ìîæåì äîáàâëÿòü ëþáûå öåëûå ÷èñëà ê ∆k,
ñ óñëîâèåì, ÷òî ñóììà äîáàâëåííîãî ÷¼òíàÿ.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Îêàìîòî.

Ñîñ÷èòàåì ãàìèëüòîíèàí äëÿ âòîðîãî âûáîðà
êîîðäèíàòíîãî ñå÷åíèÿ � êîãäà îäíî ñîáñòâåííîå
íàïðàâëåíèå ó A(4) ïîñòîÿííî:

q(q− 1)(q− t)

t(t− 1)

(
p2 − p

(
∆4 − ∆Σ

2

q
+

∆2 − ∆Σ

2

q− 1
+

∆3 − ∆Σ

2

q− t

))
+ q

∆Σ∆1

2t(t− 1)
,

òóò {z1, z3, z4, z2} = {0, 1,∞, t}.
Ìû ïîëó÷èëè òî æå óðàâíåíèå, òîëüêî

∆k → ∆k −
∆Σ

2

� ýòî çíàìåíèòîå ïðåîáðàçîâàíèå Îêàìîòî.
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Ïåðåñòàíîâêà 0↔∞.

Â ïåðâîé íîðìèðîâêå íå çàâèñÿùåå îò z ïðåîáðàçîâàíèå
Ψ→ diag(1/q,−1)Ψ ìåíÿåò ìåñòàìè A(1) è A(4):{

∆2
4

2
,

∆2
1

2
,

∆2
2

2
,

(∆3 + 1)2

2

}
→
{

∆2
1

2
,

∆2
4

2
,

∆2
2

2
,

(∆3 + 1)2

2

}
.

Ýòî ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèþ qnew = 1/q.
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Ïåðåñòàíîâêà 0↔ 1.

Ïðåîáðàçîâàíèå íàïðàâëåíèÿ ïåðâîé êîîðäèíàòíîé îñè
îò ñîáñòâåííîãî íàïðàâëåíèÿ A(2) ê ñîáñòâåííîìó
íàïðàâëåíèþ A(1) ìåíÿåò ìåñòàìè A(1) è A(2), à òàê æå
ïðåîáðàçóåò qnew = 1− q,{

∆2
4

2
,

∆2
1

2
,

∆2
2

2
,

(∆3 + 1)2

2

}
→
{

∆2
4

2
,

∆2
2

2
,

∆2
1

2
,

(∆3 + 1)2

2

}
.
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Ïåðåñòàíîâêà 1↔ t.

Òóò ãåîìåòðè÷åñêàÿ êàðòèíà òóìàííà. Îäíàêî ñðàçó
âèäíî, ÷òî êàíîíè÷åñêîå íà ñëîå t = const
ïðåîáðàçîâàíèå

t = 1/tnew, q = tqnew, p = pnew/t

ñîõðàíÿåò âèä êâàäðàòè÷íîé ïî-�p� ÷àñòè
äèôôåðåíöèàëà Hdt:

p2q(q− 1)(q− t)d log
t

t− 1
,

íî ìåíÿþò ìåñòàìè êîðíè q = 1 è q = t:
q = 1←→ 1/t = tnew.
Ïðîâåðêà, ÷òî è îñòàëüíûå ñëàãàåìûå, ëèíåéíûå ïî-�p�,
â ôîðìóëå dH ∧ dt òîæå ñîõðàíÿþò ñâîþ ôîðìó
ýëåìåíòàðíà.
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Ïåðåñòàíîâêà 1↔ t (ïðîäîëæåíèå).

Ñðàâíèâàÿ ëèíåéíûå ïî-�p� ÷ëåíû, óáåæäàåìñÿ:

dp ∧ dq− dH(p, q, t; ∆1,∆2,∆3,∆4) ∧ dt =

dpnew∧dqnew−dH(pnew, qnew, tnew; ∆1,∆3+1,∆2−1,∆4)∧dtnew.
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå{

∆2
4

2
,

∆2
1

2
,

∆2
2

2
,

(∆3 + 1)2

2

}
→
{

∆2
4

2
,

∆2
1

2
,

(∆3 + 1)2

2
,

∆2
2

2

}
,

Çàìå÷àíèå. Ñäâèãè ±1 â ïàðàìåòðàõ ∆ ýòî ñëåäñòâèå
ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïðåîáðàçîâàíèÿ

dp ∧ dq = dpnew ∧ dqnew − d(pq) ∧ dt/t.
Ýòî, òàê æå, îáúÿñíÿåò ïðèñóòñòâèå �+1� â îïðåäåëåíèè
ïàðàìåòðà Ïåíëåâå â ïîäâèæíîì ïîëþñå �
ïåðåñòàâëÿåòñÿ ñ ∆2

k, k = 1, 2, 4 èìåííî

δ := (∆3 + 1)2.
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Íåôóêñîâ ñëó÷àé.

Ïóñòü â ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå

dzΨ = A(z)dzΨ

ó äèôôåðåíöèàëà A(z)dz êðàòíûå ïîëþñû.

Êàê äåôîðìèðîâàòü òàêîå óðàâíåíèå ñ ñîõðàíåíèåì
ìîíîäðîìèè?
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Êðàòíûå ïîëþñû ó äèôôåðåíöèàëüíîé

ñèñòåìû è èñòèííàÿ ìîíîäðîìèÿ.

Ïîíÿòèå ìîíîäðîìèè ñîõðàíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè å¼
ïîñòîÿíñòâî, êàê è ïðåæäå, ýêâèâàëåíòíî
ñóùåñòâîâàíèþ ïëîñêîé ôîðìû äåôîðìàöèè

Ω = Adz + Bdt.

Íî ïîíÿòèå ñòàíîâèòñÿ ñêóäíûì, íàïðèìåð
èçîìîíîäðîìíà âîîáùå ëþáàÿ(!) äåôîðìàöèÿ ñèñòåìû ñ
åäèíñòâåííûì ïîëþñîì � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
òðèâèàëüíà è, ñòàëî áûòü, ïîñòîÿííà. Àíàëèòè÷åñêè:

∂Ψ(z, t)/∂z =
(
A1(t) + A2(t)z + ... + An(t)zn−1

)
Ψ(z, t).

Ψ(z, t) ∈ GL(N,C) � öåëàÿ ôóíêöèÿ z, òàê ÷òî ïîëîæèâ
B := ΨtΨ

−1, ïîëó÷èì è ôîðìó äåôîðìàöèè:

dΨ = (Adz + Bdt)Ψ.
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Ñâåäåíèÿ èç Òåîðèè Äèôô.Óðàâíåíèé.

Ýôôåêò Ñòîêñà: ez + e−z ∼ ez, <z > 0
e−z, <z < 0

ïðè z→∞

� àíàëèòè÷åñêàÿ â âûêîëîòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ
ìîæåò èìåòü ðàçíûå àñèìïòîòèêè â ýòîé òî÷êå.
Òàêîãî íå áûâàåò ó ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì dΨ =
(
An

zn
+ An−1

zn−1 + . . .
)

dz
z

Ψ, z ∼ 0,

ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ó An ðàçíûå.
Èç Òåîðèè Äèôô.Óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî îáùåå
ðåøåíèå èìååò àñèìïòîòèêó
Ψ(z) ∼

∑∞
i=0 giz

i exp{Λ(z)}Cs, åñëè
arg z ∈]θ0 − δ + π

n
s, θ0 + π

n
(s + 1)[, s = 0, 1, ..., 2n.

Òóò Λ(z) =
∑n

j=1 Λj
z−j

−j + Λ0 ln z, ãäå âñå Λj äèàãîíàëüíû, è
âñå gi,Λj îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì � îò s íå çàâèñÿò.

Ìíîæèòåëè CsC
−1
s+1 è ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ìàòðèö

ìîíîäðîìèè. Îíè íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ñòîêñà.PCA 2024
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Ïîñòîÿíñòâî îáîáù¼ííîé ìîíîäðîìèè è

ðàöèîíàëüíîñòü ôîðìû äåôîðìàöèè.

Ïóñòü dΨ = ΩΨ, Ω = Adz + Bdt � ôîðìà äåôîðìàöèè.
Ñðàâíèì àñèìïòîòèêè Ψt è BΨ:

Ψt ∼
(∑∞

i=0 ġiz
i +
∑∞

i=0 giz
iΛ̇(z)

)
eΛ(z)Cs +

∑∞
i=0 giz

ieΛ(z)Ċs

BΨ ∼ B(z)
∑∞

i=0 giz
ieΛ(z)Cs.

Ðÿä â ñêîáêàõ îáîçíà÷èì
∑

ĝiz
i. Â ñåêòîðå íîìåð s

B(z)
∞∑
i=0

giz
i ∼

∞∑
i=−n

ĝiz
i +

∞∑
i=0

giz
i eΛ(z)(ĊsC

−1)e−Λ(z).

!Åñëè B(z) ðàöèîíàëüíî, òî â ëåâîé ÷àñòè çàâèñèìîñòè
îò s íåò, è ñëàãàåìîå ñ e±Λ(z), ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåå
ïðè íåêîòîðûõ z→ 0, ýòî íîëü: Ċs = 0∀s!

Îáîáù¼ííàÿ ìîíîäðîìèÿ ïîñòîÿííà.
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Ïîëó÷åíèå èððåãóëÿðíûõ èçîìîíîäðîìíûõ

ôîðì äåôîðìàöèè âûðîæäåíèåì ôîðìû

Øëåçèíãåðà.

Èìåþòñÿ ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ôîðìû äåôîðìàöèè
Øëåçèíãåðà, äàþùèå êîíå÷íûå ðàöèîíàëüíûå ïðåäåëû
ñ êðàòíûìè ïîëþñàìè. Íàïðèìåð ïðè ε→ 0:∑

kA
(k) dz−dzk

z−zk
+ (−A1/ε + A0)dz−dz0

z−z0 + 1
ε
A1

dz−d(z0+εt)
z−(z0+εt)

=

=
∑

kA
(k) dz−dzk

z−zk
+
(

tA1

(z−z0)2
+ A0

z−z0

)
(dz− dz0)− A1

z−z0dt+ o(1)

Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ
z1 = z0 + εt1, z2 = z0 + εt1 + ε2t2, z3 = z0 + εt1 + ε2t2 + ε3t3...
è, ïîäáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðè÷íûå âû÷åòû
çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ tk è ε→ 0, ìîæíî ïîëó÷èòü
äåôîðìàöèîííóþ ôîðìó ñ ïîëþñàìè ëþáîé êðàòíîñòè.
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Èçîìîíîäðîìíûå ñèñòåìû Ïåíëåâå PV-PI

ìîæíî ïîëó÷èòü âûðîæäåíèåì ôîðìû

äåôîðìàöèè Øëåçèíãåðà.

Óðàâíåíèÿ PV − PI ñîîòâåòñòâóþò èçîìîíîäðîìíûì
äåôîðìàöèÿì ñèñòåì ñ êðàòíûìè ïîëþñàìè. Ñèñòåìû
ýòè ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñëèÿíèÿõ íåñêîëüêèõ
ïîëþñîâ ôóêñîâîé ñèñòåìû PVI.

Ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû äàþò ðàöèîíàëüíûå ôîðìû
äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿì PV − PI.

�Ðåçóëüòàò�, òî åñòü òî, ÷òî òà èëè èíàÿ ôîðìà
äåôîðìàöèè ïðèâîäèò èìåííî ê óðàâíåíèþ Ïåíëåâå,
ìîæíî ïðîñòî ïðîâåðèòü. Ïîñêîëüêó ôîðìû
äåôîðìàöèè ðàöèîíàëüíû, òî ýòè äåôîðìàöèè
èçîìîíîäðîìíû.
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Ãàìèëüòîíîâà òåîðèÿ èððåãóëÿðíîé îñîáîé

òî÷êè � óðåçàííàÿ ãðóïïà ïåòåëü è å¼ àëãåáðà

Ëè, àëãåáðà Òàêèôôà.

Ôóêñîâû ñèñòåìû åñòåñòâåííî ñâÿçàíû ñ ãðóïïîé
GL(N,C) è å¼ êîïðèñîåäèí¼ííûì äåéñòâèåì.
Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå, ãðóïïó Gn, ýëåìåíòû êîòîðîé
ýòî ìàòðè÷íûå ïîëèíîìû ñòåïåíè íå âûøå n:
g0 + g1z+ ...+ gnz

n ∈ Gn, det g0 6= 0, ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ �
ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìîâ ñ îòáðàñûâàíèåì ñòåïåíåé
âûøå n.

Å¼ àëãåáðà Ëè (àëãåáðà Òàêèôôà):
α = α0 + α1z + ... + αnz

n ∈ gn, αk ∈ gl(N,C) . Êîàëãåáðà:
A = (An

1
zn

+ ... + A1
1
z

+ A0)dz
z
∈ g∗n, Ak ∈ gl∗(N,C).

Ãðóïïà Gn êîïðèñîåäèí¼ííî äåéñòâóåò íà
äèôôåðåíöèàëàõ ñ êðàòíûìè ïîëþñàìè. Ñïàðèâàíèå
< A, α >= ResαA.PCA 2024
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Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ðåäóêöèÿ ê

(ãàìèëüòîíîâûì) ñèñòåìàì PV-PI.

Êàê è â ôóêñîâîì ñëó÷àå, èñõîäíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî ýòî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îðáèò,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé îñîáîé òî÷êå.
Òà æå ãàìèëüòîíîâà ðåäóêöèÿ ïî äèàãîíàëüíîìó
äåéñòâèþ GL(2,C) íà íóëåâîì óðîâíå îòîáðàæåíèÿ
ìîìåíòà, ðàâíîì îáùåìó âû÷åòó, äà¼ò ïðèâåä¼ííîå
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ïîëþñà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðáèòà
ñòàíîâèòñÿ âñ¼ ñëîæíåé. Ñëîæíåå ñòàíîâèòñÿ è âûáîð
ñå÷åíèÿ, óäîáíîãî äëÿ êàíîíè÷åñêîé ïàðàìåòðèçàöèè
ïðîñòðàíñòâà.
Âñ¼ ìåíåå îïðàâäàíû òðóäíîñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ è òàê
èçâåñòíîãî îòâåòà.
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Ïî êàêèì ðàáîòàì ÿ âñ¼ ýòî èçó÷àë, åñëè êîìó

èíòåðåñíî:

Ïðåæäå âñåãî ÿïîíñêàÿ øêîëà è ñåðèÿ ñòàòåé M. Jimbo,
T. Miwa, K. Ueno, êíèãà K. Iwasaki, H. Kimura,
S. Shimomura, M. Yoshida, �From Gauss to Painlev�e: a
modern theory of special functions�, À.Â. Êèòàåâ è
Ä.À. Êîðîòêèí �On solutions of the Schlesinger Equations
in Terms of Θ-functions� òàê æå Á.À. Äóáðîâèí è
M. Mazzocco, �Canonical structure and symmetries of the
Schlesinger equations� , ðàáîòû íàøåé øêîëû, îñîáåííî
êíèãà À. Ð. Èòñ, À. À. Êàïàåâ, Â. Þ. Íîâîêøåíîâ,
À. Ñ. Ôîêàñ, �Òðàíñöåíäåíòû Ïåíëåâå. Ìåòîä çàäà÷è
Ðèìàíà�, À.À. Áîëèáðóõ, �Îáðàòíûå çàäà÷è ìîíîäðîìèè
â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé�

Ðàçîáðàòüñÿ ñ èððåãóëÿðíûì ñëó÷àåì ïîìîãëè ðàáîòû
Ph. Boalch è, îñîáåííî(!), Â.Í. Ðóáöîâà è È.Þ. Ãàþðà.
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Thank you!

The End = Êîíåö :)
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