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1. Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì àíàëèçà äàííûõ ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòèå É.Êåïëåðîì çàêîíîâ äâèæåíèÿ ïëàíåò
íà îñíîâå íàáëþäåíèé Ò.Áðàãå.

Ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà
Îðáèòà ïëàíåòû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ, â
îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå.
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Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
ïåðåìåííàÿ (îòêëèê) Y è öåëü èññëåäîâàíèÿ �
âûÿâèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó Y è íàáîðîì
ôàêòîðîâ (ïðèçíàêîâ) X = (X1, . . . ,Xp).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ íàáëþäåíèÿ (X i ,Y i)
òàêèå, ÷òî X i := (X i

1
, . . . ,X i

p) � íåñëó÷àéíûé
âåêòîð ñî çíà÷åíèÿìè â Rp, çíà÷åíèÿ Y i

ïðèíàäëåæàò R, i = 1, . . . , n. Íàáëþäåíèÿ ìîãóò
ôèêñèðîâàòüñÿ ñ îøèáêàìè. Èíà÷å ãîâîðÿ,
Y i = f (X i) + εi , ãäå f : Rp → R, ε1, . . . , εn � í.î.ð.
âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé σ2,
i = 1, . . . , n. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè
ôóíêöèè f . Òîãäà èñòèííîå çíà÷åíèå îòêëèêà,
îòâå÷àþùåå X , áóäåò f (X ).
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Ýòà ïðîáëåìà âîñõîäèò ê À-Ì.Ëåæàíäðó è
Ê.Ãàóññó.

À-Ì.Ëåæàíæð ââåë â 1805 ãîäó
�ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ� (ÌÍÊ) äëÿ
ðåøåíèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìû, êîãäà f
ïðèíàäëåæèò îïðåäåëåííîìó êëàññó ôóíêöèé.
Â òî âðåìÿ ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ìåòîäà îòíîñèëèñü
ê àñòðîíîìèè, òî÷íåå ãîâîðÿ, ê èçó÷åíèþ îðáèò
ïëàíåò.
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Â �Îñíîâàõ õèìèè� Ä.È.Ìåíäåëååâà
(èçä. 1906 ã.) óêàçàíî, ÷òî â 100 ÷àñòÿõ âîäû
ðàñòâîðÿåòñÿ ñëåäóþùåå ÷èñëî óñëîâíûõ ÷àñòåé
NaNO3 ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåìïåðàòóðàõ:

0◦ 4◦ 10◦ 15◦ 21◦ 29◦ 36◦ 51◦ 68◦

66,7 71,0 76,3 80,6 85,7 92,2 99,4 113,6 125,1

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî y = ax + b, ãäå
y � ðàñòâîðèìîñòü â óñëîâíûõ ÷àñòÿõ íà 100
÷àñòåé âîäû, x � òåìïåðàòóðà â ãðàäóñàõ.
Ä.È.Ìåíäåëååâ íàøåë â 1881 ãîäó, ÷òî
a=67, 5; b=0, 87.
Ðàáîòû À.À.Ìàðêîâà (ó÷åíèêà Ï.Ë.×åáûøåâà)
ïîçâîëèëè â íà÷àëå 20 âåêà âêëþ÷èòü ÌÍÊ â
îáùóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ òåîðèþ îöåíèâàíèÿ.
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Í.Â.Ìàèåâñêèé îïóáëèêîâàë êíèãó �Trait�e de
balistique exterieure�. Paris, Gauthier-Villars (1872),
Íà ñ.XII íàïèñàíî: �Ïðè îáðàáîòêå îïûòîâ ìû
ïðèìåíèëè ôîðìóëû ×åáûøåâà èíòåðïîëÿöèè ïî
ñïîñîáó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ê îïðåäåëåíèþ
ïðîåêöèè òðàåêòîðèè ñíàðÿäà íà âåðòèêàëüíóþ
ïëîñêîñòü ñòðåëüáû�.

P.Tch�ebychef. Formules d'interpolation par la
m�ethode des moindres carr�es. M�emoires couronn�es et
m�emoires des savants �etrangers. Acad.Roy.des
Sciences,des Lettres et des Beau-Arts de Belg.,t.21,
1870, pp. 25-33.
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Âîçíèêëè ÐÅÃÐÅÑÑÈÎÍÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ.
Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Y =
∑p

i=1
aiXi + ε, X0 = 1.

Íåëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

E(Y |X ) = g(X ), X = (X1, . . . ,Xp),

ãäå g = g(x , θ), θ ∈ Θ,
èëè g ∈ G (íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé).
Ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðè÷åñêèå, íåïàðàìåòðè÷åñêèå
è ïîëóïàðàìåòðè÷åñêèå ðåãðåññèîííûå ìîäåëè.
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Íàïîìíèì âàæíóþ íåëèíåéíóþ ìîäåëü
Ïóñòü Y : Ω → {0, 1}. Íàïðèìåð, 0 èëè 1
îçíà÷àþò, ÷òî èíäèâèä çäîðîâ èëè áîëåí.
Òîãäà p(x) := E(Y |X = x) = P(Y = 1|X = x),
x ∈ X ⊂ Rp. Ââåäåì ôóíêöèþ

logit(t) := log

(
t

1− t

)
, t ∈ (0, 1).

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

logit(p(x)) =
∑p

i=0
aixi .

Èíà÷å ãîâîðÿ, ëîãèñòè÷åñêàÿ (ñèãìîèäíàÿ)
ôóíêöèÿ

p(x) =
1

1+ exp{−
∑p

i=0
aixi}

.
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Êíèãè î ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè
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Â íàøå âðåìÿ ãèãàíòñêèå ìàññèâû íàáëþäåíèé
âîçíèêàþò ïðè àíàëèçå ìèêðî÷èïîâ,
êëàññèôèêàöèè òåêñòîâ, èñïîëüçîâàíèè
âûñîêî÷àñòîòíûõ ôèíàíñîâûõ äàííûõ,
îáíàðóæåíèè èíòåðíåò-ìîøåííè÷åñòâ è â äðóãèõ
îáëàñòÿõ. Òàêèå äàííûå èìåþò îãðîìíûå
ðàçìåðíîñòè (Big Data).
Ïî ïðîãíîçàì, ê 2025 ãîäó â ìèðå áóäåò
ñãåíåðèðîâàíî áîëåå 180 çåòòàáàéò (èëè 180
òðèëëèîíîâ ãèãàáàéò) äàííûõ. Äàííûå ïî
ñîñòîÿíèþ íà 2015 ãîä îöåíèâàþòñÿ â 10
çåòòàáàéò. Íàëè÷èå áîëüøèõ ìàññèâîâ äàííûõ
ñòàëî ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ,
êîòîðîå â äàëüíåéøåì ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ
èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.
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Êàæäàÿ ñïèðàëü ãåíîìà ÷åëîâåêà ñîäåðæèò áîëåå
òðåõ ìèëëèàðäîâ íóêëåîòèäîâ. Òîëüêî â 21-îì
âåêå èññëåäîâàòåëÿì óäàëîñü ïðî÷èòàòü òàêèå
ãèãàíòñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �áóêâ�,
ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó {A,T ,C ,G}.

Òåïåðü ñòàëî âîçìîæíûì îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå
ãåíîâ è îòäåëüíûõ îäíîíóêëåîòèäíûõ
ïîëèìîðôèçìîâ (SNP) íà óïîìÿíóòîé ñïèðàëè.
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�Ïîëîìêè� (SNP) â ñòðóêòóðå ãåíîìà ïðèâîäÿò ê
ñëîæíûì çàáîëåâàíèÿì (ãèïåðòåíçèÿ, èíôàðêò
ìèîêàðäà, èíñóëüò, äèàáåò è äðóãèå). Ïðîáëåìà
èñêëþ÷èòåëüíîé âàæíîñòè â ãåíåòèêå �
èäåíòèôèöèðîâàòü íàáîðû SNP, êîòîðûå
ïðîâîöèðóþò ñëîæíûå çàáîëåâàíèÿ. Â îòëè÷èå îò
ïðîñòûõ çàáîëåâàíèé (òàêèõ êàê
ñåðïîâèäíîêëåòî÷íàÿ àíåìèÿ) âëèÿíèå êàæäîãî
SNP ìîæåò áûòü ìàëî, è òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå
îïðåäåëåííûõ ïîâðåæäåíèé ñòðóêòóðû DNA
ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü îïàñíîñòü. Ýòî íàçûâàåòñÿ
ýïèñòàçîì.
Ïðîñòàÿ XOR ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü,
èëëþñòðèðóþùàÿ ýòîò ýôôåêò, ïîñòðîåíà â ñòàòüå
A.Bulinski and A.Kozhevin (2018).
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Âûáîð çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ (Feature selection (FS))
� îáøèðíàÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèé, èìåþùàÿ
ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ â ìåäèöèíå, áèîëîãèè,
ôèíàíñàõ è äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Ñðåäè ïåðåìåííûõ X = (X1, . . . ,Xp) èùåòñÿ íàáîð
XS:=(Xi1, . . . ,Xir ), ãäå S={i1, . . . , ir}⊂{1, . . . , p},
òàêîé, ÷òî XS îêàçûâàåò îñíîâíîå âëèÿíèå
(â îïðåäåëåííîì ñìûñëå) íà ïîâåäåíèå Y .
Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ÌÍÊ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ íå âñå ôàêòîðû, à ëèøü
÷àñòü èç íèõ. Ïðè ýòîì âàæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà ñâÿçè ìåæäó Y è XS .

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ëèøü íåêîòîðûå êíèãè,
ïîñâÿùåííûå FS.
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Óêàæåì òàêæå íà ðÿä ñòàòåé îáçîðíîãî õàðàêòåðà.

J.Li et al. (2018), L.Zhao et al. (2018), U.Sta�nczyk
et al. (2018), K.Yu et al. (2020), P.Agrawal et al.
(2021), E.O.Omuya, G.O.Okeyo, M.W.Kimwele
(2021), N. Pudjihartono et al. (2022), P.Dhal,
C.Azad (2022), N AlNuaimi (2022), D.Theng,
K.K.Bhoyar (2023), Y.Lyu, Y.Feng, K.Sakurai
(2023), H.H.Htun, M.Biehl, N.Petkov (2023),
S.Sumanth (2023), C.Kuzudisli et al. (2023), R.Jiao
et al. (2024).
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FS ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ
ðàíæèðîâàíèÿ, âçâåøèâàíèÿ èëè âûäåëåíèÿ
ïîäìíîæåñòâà ôàêòîðîâ. Ðàíæèðîâàíèå è
âçâåøèâàíèå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âûäåëåíèÿ
ïîäìíîæåñòâà ôàêòîðîâ ñ ïîìîùüþ
îïðåäåëåííîãî ïîðîãà.

Íàáëþäåíèÿ ìîãóò èìåòü èëè íå èìåòü íåêîòîðûå
ìåòêè. Ñîîòâåòñòâåííî ðàçëè÷àþò ìåòîäû âûáîðà
ôàêòîðîâ
ñ îáó÷åíèåì (supervised methods),
ïîëóîáó÷àþùèåñÿ (semi-supervised methods),
áåç îáó÷åíèÿ (unsupervised methods).

Còàâÿòñÿ ðàçëè÷íûå çàäà÷è ðåãðåññèè è
êëàññèôèêàöèè, à òàêæå êëàñòåðèçàöèè äàííûõ.
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Âûáîð ôàêòîðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òðåì
ïðè÷èíàì:

1) óïðîùåíèå ìîäåëåé, ñòðåìëåíèå ñäåëàòü èõ
èíòåðïðåòèðóåìûìè äëÿ èññëåäîâàòåëåé è
ïîëüçîâàòåëåé;

2) ñîêðàùåíèå âðåìåíè íà îáó÷åíèå (åñëè îíî
ïðîèçâîäèòñÿ);

3) ÷òîáû èçáåæàòü ïåðåïîäãîíêè ìîäåëè.
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Îáñóæäåíèå âûáîðà ôàêòîðîâ, îáû÷íî,
êîíöåíòðèðóåòñÿ íà äâóõ àñïåêòàõ:
ñòðàòåãèÿ âûáîðà,
îöåíêà åå êà÷åñòâà.
Àëãîðèòìû, ïðèìåíÿåìûå ïðè ðåàëèçàöèè
íàìå÷åííîé ñòðàòåãèè,
äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå òðè êàòåãîðèè:

ôèëüòðóþùèå (�lter),
îáåðòûâàþùèå (wrapper),
âñòðàèâàåìûå (embedded).

Âñòðå÷àþòñÿ òàêæå ãèáðèäíûå (hybrid) è
óñðåäíÿþùèå (ensemble) ìåòîäû. Òàêèå ìåòîäû
ïðè àíàëèçå ìåäèöèíñêèõ äàííûõ ðàññìîòðåíû,
íàïðèìåð, â ñòàòüå C-W.Chen et al. (2020).
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Íàðÿäó ñ êíèãàìè èìååòñÿ îáøèðíàÿ æóðíàëüíàÿ
ëèòåðàòóðà â îáëàñòè îòáîðà çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ.
Îäíàêî ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî
â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ïóáëèêàöèé àêöåíò
äåëàåòñÿ íå íà äîêàçàòåëüñòâàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
óòâåðæäåíèé, à íà ââåäåíèè íîâûõ àëãîðèòìîâ è
ïðîâåäåíèè êîìïüþòåðíûõ ñèìóëÿöèé,
èëëþñòðèðóþùèõ ýòè àëãîðèòìû.
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Çäåñü óìåñòíî âñïîìíèòü ñëîâà âåëèêîãî ó÷åíîãî
À.Í.Êîëìîãîðîâà:

�Ñóùåñòâóåò ëèøü òîíêèé ñëîé ìåæäó
òðèâèàëüíûì è íåäîñòóïíûì. Â ýòîì ñëîå è
äåëàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îòêðûòèÿ�.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òàêèì îáðàçîì, âî âòîðîé ïîëîâèíå 20-ãî âåêà â
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå áûë ñäåëàí
ñóùåñòâåííî íîâûé øàã, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî âìåñòî èçó÷åíèÿ âñåé âûáîðêè
íàáëþäåíèé ñòàëè èíòåíñèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ åå
÷àñòè. Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì ñëåäóþùèå
íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé.
1. Âûáîð çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ ñðåäè áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ.
2. Èñïîëüçîâàíèå ïðîöåäóðû êðîññ-âàëèäàöèè.
3. Ðàçâèòèå áóòñòðýïà.
Ïðè ýòîì êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå
ïðèìåíÿåòñÿ è äëÿ èëëþñòðàöèè òåîðåòè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



2. Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè èíôîðìàöèè

Â îòëè÷èå îò èñïîëüçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòà
êîððåëÿöèè, íàïðàâëåííîãî íà âûÿâëåíèå
ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé, òåïåðü áîëüøîå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðèìåíåíèþ îñíîâíûõ
ïîíÿòèé òåîðèè èíôîðìàöèè äëÿ èäåíòèôèêàöèè
íåëèíåéíûõ ñâÿçåé ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè.
Â ýòîì îòíîøåíèè îòìåòèì ýíòðîïèþ, âçàèìíóþ
èíôîðìàöèþ, óñëîâíóþ âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ è
ðàçëè÷íûå äèâåðãåíöèè, íàïðèìåð, äèâåðãåíöèþ
Kullback - Leibler.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ñóùåñòâóþò ðàçíûå (ìàòåìàòè÷åñêèå)
îïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè. Íàïîìíèì òî, êîòîðîå â
1948 ãîäó ïðåäëîæèë

C.Shannon (1916 � 2001)

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â
êîíå÷íîì èëè ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå S , òî ýíòðîïèÿ
Øåííîíà X (èëè ðàñïðåäåëåíèÿ PX âåëè÷èíû X )

H(X ) := −
∑
x∈S

px log px ,

ãäå px := P(X = x), x ∈ S , 0 log 0 := 0. Äàëåå
áóäåì èñïîëüçîâàòü íàòóðàëüíûå ëîãàðèôìû,
ïîñêîëüêó ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü íå èãðàåò ðîëè.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â
Rd è èìååò ïëîòíîñòü f îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà µ, ò.å.

P(X ∈ B) =

∫
B

f (x)µ(dx),

ãäå B � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â Rd .
(Äèôôåðåíöèàëüíîé) ýíòðîïèåé X èëè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ f íàçûâàåòñÿ

H(f ) := −
∫
Rd

f (x) log f (x)µ(dx).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ñëåäóåò îòìåòèòü âûäàþùèéñÿ âêëàä, êîòîðûé
âíåñëè â ðàçâèòèå ïîíÿòèÿ ýíòðîïèè
R.Clausius (1822-1888), L.Boltzmann (1844-1906),
J.Gibbs (1839-1903), M.Plank (1858-1947),
C.Shannon (1916-2001), À.Í.Êîëìîãîðîâ
(1903-1987), ß.Ã.Ñèíàé è À.Ñ.Õîëåâî.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð P è Q íà ïðîñòðàíñòâå
(S ,B) äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà - Ëåéáëåðà

DKL(P||Q) :=

{∫
S log

(
dP
dQ

)
dP, åñëè P ≪ Q,

∞, èíà÷å,

ãäå dP
dQ � ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà - Íèêîäèìà ìåðû P

ïî ìåðå Q.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Åñëè (S ,B) = (Rd ,B(Rd)) è (àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûå) P è Q èìåþò ïëîòíîñòè p(x) è
q(x), x ∈ Rd , îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà µ, òî

D(P||Q)=

∫
Rd

p(x) log

(
p(x)

q(x)

)
µ(dx).

Ôîðìàëüíî ïîëàãàåì 0/0 := 0, 0 · log 0 := 0.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ (MI) ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ
(âåêòîðîâ, âåëè÷èí) X è Y

I (X ;Y ) := DKL(PX ,Y ||PX ⊗ PY ),

ãäå PX ,Y � ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (X ,Y ), à PX

è PY � ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y .
Èìååì

I (X ;Y ) = H(X ) + H(Y )− H(X ,Y ).

Çàìåòèì, ÷òî I (X ;Y ) ∈ [0,∞], ïðè÷åì
I (X ;Y ) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X è Y
íåçàâèñèìû.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò F -äèâåðãåíöèè ìåæäó
âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè P è Q, îïðåäåëåííûìè íà
(S ,B). Ñëåäóÿ I.Csisz�ar (1963), T.Morimoto (1963)
è S.M.Ali, S.D.Silvey (1966), ïîëîæèì äëÿ P ≪ Q,

DF (P||Q) :=

∫
S

F

(
dP
dQ

)
dQ,

ãäå F : (0,∞) → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
F (0) := limt↓0 F (t) ∈ (−∞,∞].
Ñì, íàïðèìåð, ñòàòüþ I.Sason (2022).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ýíòðîïèÿ, äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà - Ëåéáëåðà è

âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â

òàêèõ îáëàñòÿõ:
ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû (statistical inference)
ìàøèííîå îáó÷åíèå (machine learning)
êîìïüþòåðíîå çðåíèå (computer vision)
áåçîïàñíîñòü ñåòåé (network security)
âûáîð çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ è êëàññèôèêàöèÿ
(feature selection and classi�cation)
ôèçèêà
áèîëîãèÿ
ôèíàíñû è äð.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû

P.Alonso-Ruiz and E.Spodarev (2019),
T.B.Berrett et al. (2019),
N.Carrara and J.Ernst (2019),
A.Charzy�nska and A.Gambin (2016),
C-A.Deledalle (2017),
C.Granero-Belinch�on et al.(2018),
J.Li et al. (2017),
T.Ma et al.(2016),
K.R.Moon et al. (2019),
P.Moulin and V.V.Veeravalli (2019),
L.Pardo (2019).
J.Suzuki (2021).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ñëåäóÿ ðàáîòàì W.J.McGill, (1954), T.S.Han
(1980) è R.M.Fano (1961), îïðåäåëèì
èíôîðìàöèþ âçàèìîäåéñòâèÿ âåëè÷èí X1, . . . ,Xm,
îáîáùàþùóþ âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ äâóõ
âåëè÷èí,

II (X1, . . . ,Xm) = I ({X1, . . . ,Xm})

:= −
∑
T

(−1)|T |H(XT ),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì T
ìíîæåñòâà {1, . . . ,m} (H∅ := 0). Ââåäåì
óñëîâíóþ èíôîðìàöèþ âçàèìîäåéñòâèÿ

II (X1, . . . ,Xm|Xm+1):=−
∑
T

(−1)|T |H(XT |Xm+1).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ äèñêðåòíûõ âåëè÷èí U è V
óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

H(U |V ) = −
m∑
j=1

q∑
i=1

p(ui , vj) log p(ui |vj),

ãäå p(ui , vj) := P(U = ui ,V = vj) è
p(ui |vj) := P(U = ui |V = vj), i = 1, . . . , q,
j = 1, . . . ,m. Èìååì

H(U |V ) = H(U ,V )− H(V ),

I (U ;V ) = H(U)− H(U |V ),

I (U ;V ) = I (V ;U) = H(V )− H(V |U).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



3. Èíôîðìàöèîííûå ìåòîäû âûáîðà çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ

Åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè íàáîð èç r ôàêòîðîâ
(r < p), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ �íàèáîëåå
èíôîðìàòèâíûì� äëÿ îïèñàíèÿ Y , òî âûáèðàåòñÿ
XS0 òàêîå, ÷òî

I (XS0;Y ) = max
S⊂{1,...,p}, |S |=r

I (XS ;Y ).

Íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî S0 îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.
Íàõîæäåíèå íàáîðà XS0 áûëî íàçâàíî â ñòàòüå
H.Peng, F.Long, C.Ding (2005) �ñõåìîé
ìàêñèìàëüíîé çàâèñèìîñòè� (�Max-Dependency
scheme�).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Óêàçàííûé âûáîð S0 ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì è â ñèëó
ôîðìóëû (1) èç ñòàòüè G.Brown (2009) äëÿ
áàéåñîâñêîé îøèáêè áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè:

P(g(V ) ̸= U) ≤ 1
2
H(U |V ),

ãäå g � ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ,
îòîáðàæàþùàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé V â îáëàñòü
çíà÷åíèé U . Ýòà ôîðìóëà ïðèïèñûâàåòñÿ ðÿäó
àâòîðîâ. Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå îíà óñòàíîâëåíà â
ðàáîòå Â.À.Êîâàëåâñêîãî (1968).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé êîíå÷íîå
÷èñëî çíà÷åíèé, ýíòðîïèÿ íåîòðèöàòåëüíà,
ïîýòîìó è H(U |V ) ≥ 0, à òàê êàê I (U ,V ) ≥ 0, òî
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû U çíà÷åíèå
H(U |V ) áóäåò òåì ìåíüøå, ÷åì áëèæå I (U ;V )
îêàæåòñÿ ê H(U). Â ÷àñòíîñòè, H(U |U) = 0.
Ïðè àïïðîêñèìàöèè U ñ ïîìîùüþ V åñòåñòâåííî
âîçíèêàåò çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè I (U ;V ).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áèíàðíîé âåëè÷èíû Y âûáîð
ìíîæåñòâà S0, ãàðàíòèðóåò ìèíèìèçàöèþ âåðõíåé
îöåíêè îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè Y ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðîé ôóíêöèè g(XS). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
íåðàâåíñòâî Ôàíî ((6.16) â êíèãå Ð.Ôàíî (1965))
è åãî îáîáùåíèÿ äàþò íèæíèå îöåíêè äëÿ
P(g(V ) ̸= U).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Â ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèÿõ àâòîðû
ñïðàâåäëèâî óêàçûâàþò, ÷òî ìàêñèìèçàöèÿ
ôóíêöèè, çàäàííîé íà âñåõ ïîäìíîæåñòâàõ
ìíîæåñòâà {1, . . . , p}, èìåþùèõ ìîùíîñòü r ,
ïðàêòè÷åñêè íåðåàëèçóåìà ïðè âåñüìà áîëüøèõ p
è óìåðåííî áîëüøèõ r .
Ïåðåáîð âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàæå èç òðåõ
ýëåìåíòîâ, îïèñûâàþùèõ ìåñòà �ïîëîìîê� ãåíîìà,
íå ðåàëèçóåì ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ
êîìïüþòåðîâ çà îáîçðèìîå âðåìÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåêîòîðûå
îïðåäåëåííûå ó÷àñòêè ìîëåêóëû ÄÍÊ, ñâÿçàííûå
ñ äàííûì ñëîæíûì çàáîëåâàíèåì. Òîãäà çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ S0 ñòàíîâèòñÿ âû÷èñëèòåëüíî
âûïîëíèìîé.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òðóäíîñòè âûáîðà çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ
îáóñëîâëåíû òàêæå òåì, ÷òî ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå (X ,Y ), âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçâåñòíî.
Åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü àíàëîã ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è íàõîæäåíèÿ S0, ãäå âìåñòî I (XS ;Y )

ïðèìåíÿåòñÿ åå ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà În(XS ;Y ),
ïîñòðîåííàÿ ïî íàáëþäåíèÿì (X

(j)
1
, . . . ,X

(j)
p ,Y (j)),

j = 1, . . . , n. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
(X

(j)
1
, . . . ,X

(j)
p ,Y (j))j∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, èìåþùèõ òàêîå æå
ðàñïðåäåëåíèå, êàê (X ,Y ).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäâàðèòåëüíî òðåáóåòñÿ íàéòè
ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè èíòåðåñóþùèõ
õàðàêòåðèñòèê, à çàòåì ðåøàòü óïîìÿíóòóþ
ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó, îïèðàÿñü íà ýòè îöåíêè.
Ñòàòèñòè÷åñêîå îöåíèâàíèèå èíôîðìàöèîííûõ
õàðàêòåðèñòèê � íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à. Â ýòîé
îáëàñòè èñïîëüçóþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû,
íàïðèìåð, ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè, ñòðîÿùèåñÿ íà
îñíîâå òåõíèêè áëèæàéùèõ ñîñåäåé (ñì.
ìîíîãðàôèþ G.Biau, L.Devroye (2015)), àïïàðàò
óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé, àíàëèç ðàâíîìåðíîé
èíòåãðèðóåìîñòè ñåìåéñòâà ôóíêöèé è äð.). Â
ýòîé ñâÿçè óêàæåì íà íàøè ñëåäóþùèå ðàáîòû, â
êîòîðûõ ìîæíî íàéòè îáøèðíóþ áèáëèîãðàôèþ.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



A.Bulinski and D.Dimitrov. Statistical estimation of
the Shannon entropy. Acta Mathematica Sinica,
English Series, 2019, 35, p. 17-46.

A.Bulinski and A.Kozhevin. Statistical estimation of
conditional Shannon entropy. ESAIM - Probability
and Statistics, 2019, 23, p. 350-386.

A.Bulinski and A.Kozhevin. Statistical Estimation of
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À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òàêèì îáðàçîì, íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ïîÿâèëîñü
ìíîãî ñóáîïòèìàëüíûõ ïðîöåäóð íàõîæäåíèÿ
çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ïåðåìåííóþ
îòêëèêà. Äîñòàòî÷íî óêàçàòü íà ïðÿìóþ è
îáðàòíóþ ïðîöåäóðû îòáîðà ïðèçíàêîâ. Àíàëèç
ïðÿìûõ ìåòîäîâ îòáîðà, èñïîëüçóþùèõ âçàèìíóþ
èíôîðìàöèþ, ïðîâåäåí â ñòàòüå F.Macedo (2019),
ñì. òàêæå îáçîð J.Mielniczuk (2022).
Ìû ïîêàæåì, ÷òî øèðîêî ïðèìåíÿåìûå
ñóáîïòèìàëüíûå àëãîðèòìû âûáîðà çíà÷èìûõ
ôàêòîðîâ, îñíîâàííûå íà ïîíÿòèÿõ òåîðèè
èíôîðìàöèè, ìîãóò ëèøü ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ
èäåíòèôèöèðîâàòü îïòèìàëüíûé íàáîð S0. Ýòî
îòðàæàåò ýôôåêò ýïèñòàçà (âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðèçíàêîâ).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òàêèì îáðàçîì, â îáùåé ïîñëåäîâàòåëüíîé
ïðîöåäóðå çà r øàãîâ âûáèðàþòñÿ ôàêòîðû ñ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè íîìåðàìè i1, . . . , ir , ãäå
S = {i1, . . . , ir} ⊂ {1, . . . , p}. Òàêæå èìååòñÿ
ïîäõîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ èç âñåé
ñîâîêóïíîñòè p ôàêòîðîâ íàáîðà èç p − r
ôàêòîðîâ, ÷òîáû îñòàâèòü r (â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå) çíà÷èìûõ. Ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà
ïðîöåäóðàõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
ïðèçíàêîâ (�forward selection�). Âíà÷àëå íå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè
èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ïîçæå âåðíåìñÿ ê
ýòîìó âîïðîñó.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Êàê ïðàâèëî, íà ïåðâîì øàãå âûáèðàåòñÿ ïðèçíàê
ñ íîìåðîì i1 òàêèì, ÷òî

I (Xi1;Y ) = max
i=1,...,p

I (Xi ;Y ).

Âñþäó äàëåå ìíîæåñòâî St−1 = {i1, . . . , it−1} ⊂ T
îáîçíà÷àåò íàáîð èíäåêñîâ, ïîñòðîåííûé çà
ïåðâûå (t − 1) øàãîâ, ãäå t ≥ 2 è T = {1, . . . , p}.
Äîáàâëåíèå ê St−1 ýëåìåíòà it ïðîèçâîäèòñÿ íà
îñíîâàíèè ìàêñèìèçàöèè íåêîòîðîãî
ôóíêöèîíàëà. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òîáû âûáèðàòü it , äëÿ êîòîðîãî

I (Xit ;Y ) = max
i∈T\St−1

I (Xi ;Y ),

ãäå t = 2, . . . , r , r < p. Åñëè òàêèõ i íåñêîëüêî, òî
èç íèõ áåðåòñÿ ëþáàÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Â ñòàòüå G.Brown (2009) ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä
ê ïîñòðîåíèþ ñóáîïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáîðà ôàêòîðîâ, îñíîâàííûé
íà óñòàíîâëåííîé â óêàçàííîé ðàáîòå òåîðåìå 1.
À èìåííî, ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò (â íàøèõ
îáîçíà÷åíèÿõ), ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
S ⊂ {1, . . . , p} ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

I (XS ;Y ) =
∑
W⊂S

I ({XW ,Y }),

ãäå â ñóììå ôèãóðèðóåò èíôîðìàöèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ. Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè ýòîé
ñóììû ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëàãàåìûìè, äëÿ
êîòîðûõ |W | ≤ w ïðè íåêîòîðîì w ∈ N.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ïîëîæèì

I (w)(XS ;Y ) :=
∑

W⊂S , |W |≤w

I ({XW ,Y }).

Äëÿ çàäàííîãî r (1 ≤ r < p) ðàññìîòðèì òó æå
çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà S0, çàìåíèâ I íà
I (w). Òîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ìíîæåñòâî
S0 = S0(r ,w), ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óïîìÿíóòîé
çàäà÷è. Íàïðèìåð, åñëè w = 1, òî äëÿ
S = {k1, . . . , kr} èìååì

I (1)(XS ;Y ) =
∑
i∈S

I ({Xi ,Y }) =
r∑

t=1

I (Xkt ;Y ).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ S0(r , 1) ðàíæèðóåì ÷èñëà
I (1)(X1;Y ), . . . , I (1)(Xp;Y ). Ïîëó÷àåì íàáîð âèäà
a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ap è áåðåì ñðåäè íèõ
ap−r+1, . . . , ap, ÷òî îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå
èíäåêñû, âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî S0(r , 1)
(êîãäà ñðåäè a1, . . . , ap èìåþòñÿ ñîâïàäàþùèå
÷èñëà, òî âûáîð S0(r , 1) ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåîäíîçíà÷íûì). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò íàáîð
èíäåêñîâ çàâåäîìî ñîâïàäàåò ñ òåì, êîòîðûé
íàõîäèëñÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî âûøå
ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà, åñëè ïðîöåäóðà
âûáîðà S0(r , 1) ñ ïîìîùüþ I (1) îäíîçíà÷íà.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Âåðîÿòíî, âïåðâûå â ðàáîòå R.Battiti (1994) áûë
ïðåäëîæåí ïîäõîä, êîòîðûé, â îòëè÷èå îò
îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà âûáîðà r ïðèçíàêîâ
íà îñíîâå ôóíêöèîíàëà I (1), òàêæå ó÷èòûâàë,
ñêîëü ñâÿçàííûìè äðóã ñ äðóãîì îêàçûâàëèñü
âûáèðàåìûå ïðèçíàêè. Ïðè ýòîì âî ìíîãèõ
ðàáîòàõ àâòîðû ñòðåìèëèñü íàéòè íåêîòîðûé
áàëàíñ ìåæäó èíôîðìàòèâíîñòüþ âûäåëÿåìîãî
íàáîðà ïðèçíàêîâ è ñîäåðæàùåéñÿ â íåì
�èçáûòî÷íîñòüþ èíôîðìàöèè� (êîãäà ïðàêòè÷åñêè
òà æå èíôîðìàöèÿ èìååòñÿ â íàáîðå ìàëî
ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ïðèçíàêîâ).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Äëÿ ýòîãî R.Battiti áûë ââåäåí ôóíêöèîíàë, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî íà øàãå t âûáèðàëñÿ ïðèçíàê
Xit (ò.å. èíäåêñ it), ìàêñèìèçèðîâàâøèé âåëè÷èíó

JMIFS(Xi) := I (Xi ;Y )− β
∑

k∈St−1

I (Xi ;Xk)

ïî i ∈ {1, . . . , p} \ St−1. Çäåñü β � íåêîòîðûé
ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé âåñ øòðàôíîé ôóíêöèè,
ó÷èòûâàþùåé ïàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðà,
âûáèðàåìîãî íà øàãå t, ñ óæå âûáðàííûìè ðàíåå
(MIFS îáîçíà÷àåò Mutual Information Feature
Selection).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ôóíêöèîíàë âèäà JMIFS áûë íåçàâèñèìî
èñïîëüçîâàí â ñòàòüå H.Peng et al. (2005) äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáîðà ïðèçíàêîâ ïðè
β = β(t) = 1

t−1
, ãäå t ≥ 2. Ñîîòâåòñòâóþùèé

àëãîðèòì ïîëó÷èë íàçâàíèå mRMR (minimum
Redundancy Maximum Relevance), ò.å. �ìèíèìóì
èçáûòî÷íîñòè, ìàêñèìóì çíà÷èìîñòè�. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ôóíêöèîíàëîâ,
ó÷èòûâàþùèå óïîìÿíóòûé âûøå áàëàíñ, áûëè
ïðåäëîæåíû â ðÿäå ðàáîò, ññûëêè íà êîòîðûå
ïðèâåäåíû â ñòàòüå G.Brown (2009).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Äëÿ w = 2 èìååì

I (2)(XS ;Y ) =
∑
k∈S

I ({Xk ,Y })+
∑

k ,v∈S , k<v

I ({Xk ,Xv ,Y })

=
∑
k∈S

I (Xk ;Y )+
∑

k ,v∈S , k<v

(I (Xk ;Xv)− I (Xk ;Xv |Y )),

ãäå I (Xk ;Xv |Y ) := I ({Xk ,Xv}|Y ).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Â ðàáîòå G.Brown âûáîð êàæäîãî ïðèçíàêà íà
øàãå t îñóùåñòâëÿëñÿ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà

J(Xi) := I (Xi ;Y )−β
∑

k∈St−1

I (Xi ;Xk)+γ
∑

k∈St−1

I (Xi ;Xk |Y )

ïî i ∈ {1, . . . , p} \ St−1, ãäå t ≥ 2, à β è γ �
íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
γ = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî J = JMIFS .

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Â ñòàòüå H.Peng et al. (2005), íàðÿäó ñ
Max-Dependency àëãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ
ìíîæåñòâà çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ, îïèñàí è
ïîñëåäîâàòåëüíûé âàðèàíò Max-Dependency
àëãîðèòìà, êîãäà ïåðâûé øàã îçíà÷àë ÷òî
I (Xi1;Y ) = maxi=1,...,p I (Xi ;Y ), à íà øàãå t
âûáèðàëñÿ ïðèçíàê Xit , êîòîðûé ìàêñèìèçèðîâàë
ôóíêöèîíàë

J(Xi) := I (XSt−1
,Xi ;Y )

ïî âñåì i ∈ {1, . . . p} \ St−1, t ≥ 2
(�Max-Dependency �rst order incremental search�,
êîãäà íà êàæäîì øàãå îäèí ïðèçíàê äîáàâëÿåòñÿ
ê óæå ïîñòðîåííûì).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Êðîìå òîãî, â òîé æå ñòàòüå ïðåäëîæåí àëãîðèòì
íàèáîëüøåé çíà÷èìîñòè (�Max-Relevance�),
êîòîðûé îçíà÷àë ìàêñèìèçàöèþ 1

|S |
∑

i∈S I (Xi ;Y )

ïî âñåì S ⊂ {1, . . . , p}, äëÿ êîòîðûõ |S | = r .
Î÷åâèäíî, ýòà ïðîöåäóðà ðàâíîñèëüíà îïèñàííîìó
âûøå ïðèìåíåíèþ I (1). Îäíàêî îñíîâíîå âíèìàíèå
àâòîðû óäåëèëè àëãîðèòìó mRMR, â êîòîðîì
ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà îòáîðà ôàêòîðîâ
(èëè íîìåðîâ ôàêòîðîâ) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà JMIFS ïðè βt =

1

t−1
, t ≥ 2.

Åñëè ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ,
òî èç íèõ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ âûáèðàåòñÿ
ëþáàÿ.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû Peng et al. (2005)
(òåîðåìà íà ñ. 3) óòâåðæäàåò, ÷òî mRMR àëãîðèòì
è (ïîñëåäîâàòåëüíûé) Max-Dependency àëãîðèòì
ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå íàáîðó ôàêòîðîâ,
êîãäà âñå èñïîëüçóåìûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí
âçàèìíîé èíôîðìàöèè èçâåñòíû. Èìååòñÿ áîëåå
10 000 ññûëîê íà óêàçàííóþ ñòàòüþ, ïîëîæèâøóþ
íà÷àëî øèðîêîìó ïðèìåíåíèþ ìåòîäà mRMR.
Îäíàêî â 2020 áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ
P.Bugata, P.Drotar, â êîòîðîé àâòîðû
ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî ýòîò çíàìåíèòûé
ðåçóëüòàò íåêîððåêòåí. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âàæíàÿ
çàñëóãà H.Peng è ñîàâòîðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â
ðàçâèòèè òåîðåòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ àíàëèçà
êà÷åñòâà ñóáîïòèìàëüíûõ ïðîöåäóð.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Â ñòàòüå P.Bugata, P.Drotar (2020) èñïîëüçîâàëñÿ
ñëó÷àéíûé âåêòîð (X1,X2,X3,Y) òàêîé, ÷òî mRMR
àëãîðèòì äëÿ r = 2 ïðèâîäèë ê íàáîðó (X1,X3) â
òî âðåìÿ êàê àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîèñêà
ñ ìàêñèìàëüíîé çàâèñèìîñòüþ (Max-Dependency)
äàâàë (X1,X2). Â ïîñòðîåííîì àâòîðàìè ïðèìåðå
I (X1,X2;Y ) > I (X1,X3;Y ). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óòâåðæäåíèþ òåîðåìû èç ðàáîòû H.Peng et al.
(2005). Ýòîò ïðèìåð â íåñêîëüêî èíîì èçëîæåíèè,
à òàêæå åãî îáîáùåíèå, ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â
ñòàòüå À.Â.Áóëèíñêîãî (2023).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Èòàê, êëàññè÷åñêàÿ âåðñèÿ mRMR è
Max-Dependency àëãîðèòìîâ ìîãóò ïðèâîäèòü ê
ðàçëè÷íûì íàáîðàì èç r �çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ�.
Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî ñëó÷àé r = 2
ðàññìàòðèâàëñÿ â ñòàòüå P.Bugata, P.Drotar
(2020), ïðè÷åì àâòîðû îïåðèðîâàëè çíà÷åíèÿìè
âçàèìíîé èíôîðìàöèè, êîòîðûå ñ÷èòàëèñü
èçâåñòíûìè. Ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè ýòèõ
õàðàêòåðèñòèê íå èñïîëüçîâàëèñü. Òåïåðü ìû
îáðàòèìñÿ ê áîëåå îáùåé ñèòóàöèè è äëÿ êàæäîãî
r≥2 ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ,
ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî
àëãîðèòìà Max-Dependency (èëè mRMR) è
àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà íàèáîëåå
èíôîðìàòèâíîì ïîèñêå, íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ëåììà (À.Â.Áóëèíñêèé (2023) )
Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

X1, . . . ,Xp ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 è −1 ñ

âåðîÿòíîñòüþ 1

2
, ãäå p ∈ N. Âîçüìåì ëþáîå

íåïóñòîå ìíîæåñòâî T ⊂ {1, . . . , p} è ââåäåì

Xp+1 :=
∏
k∈T

Xk .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà J ⊂ {1, . . . , p + 1}
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xj , j ∈ J , ÿâëÿþòñÿ
çàâèñèìûìè â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

T ∪ {p + 1} ⊂ J (�⊂� îáîçíà÷àåò �⊆� ).
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ I ⊂ {1, . . . , p + 1} íàáîð

{Xj , j ∈ I} ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí, êîãäà |I | ≤ |T |.
À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òåîðåìà (À.Â.Áóëèíñêèé (2023))

Ïóñòü r ∈ N è p ∈ N òàêîâû, ÷òî 2 ≤ r < p. Òîãäà
ñóùåñòâóåò íàáîð ôàêòîðîâ X1, . . . ,Xp è îòêëèê Y
òàêèå, ÷òî Max-Dependency àëãîðèòì

ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáîðà ôàêòîðîâ, çàäàâàåìûé

ôóíêöèîíàëîì I (XSt−1
,Xi ;Y ), ñ âåðîÿòíîñòüþ

r/
(

p
r−1

)
èäåíòèôèöèðóåò íàáîð íàèáîëåå

çíà÷èìûõ ïðèçíàêîâ XS0, ãäå |S0| = r . Äëÿ òåõ æå

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . ,Xp,Y àëãîðèòì mRMR

ïðàâèëüíî èäåíòèôèöèðóåò ìíîæåñòâî S0 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1/

(
p
r

)
.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü åùå ðàç, ÷òî â
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ (X ,Y )
íåèçâåñòåí, è ìû èñïîëüçóåì ñòàòèñòè÷åñêèå
îöåíêè În(XS ;Y ) âçàèìíîé èíôîðìàöèè I (XS ;Y ),
ãäå S ⊂ {1, . . . , p}. Òàêèå îöåíêè îáû÷íî ñòðîÿòñÿ
ïðè ïîìîùè íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé
(X (1),Y (1)), (X (2),Y (2)), . . ., èìåþùèõ òàêîå æå
ðàñïðåäåëåíèå, êàê (X ,Y ), ñì., íàïðèìåð, ãë. 5 â
êíèãå Z.Zhang (2017), ñòàòüþ A.Bulinski,
A.Kozhevin (2021) è òàì æå ññûëêè. Âîçíèêàåò
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ

Ŝ
(n)
0

∈ arg max
S⊂{1,...,p},|S |=r

În(XS ;Y ),

ãäå Ŝ (n)
0

= Ŝ
(n)
0

(r).
À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òåïåðü ïðè èñïîëüçîâàíèè â íàøåì ïðèìåðå
(ëåììà 1) âàðèàíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî
àëãîðèòìà Max-Dependency èëè mRMR,
îñíîâàííûõ íà ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíêàõ
ïðèìåíÿåìûõ ôóíêöèîíàëîâ, óæå íà ïåðâîì øàãå
ìû ñòàëêèâàåìñÿ íå ñ íàáîðîì íóëåé (òàê êàê
I (Xi ;Y ) = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p), à ñ íàáîðîì
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Zn,j := În(Xj ;Y ), j = 1, . . . , p, n ∈ N.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Äëÿ èëëþñòðàöèè ñêàçàííîãî îáðàòèìñÿ ê
ïðîñòåéøåìó âàðèàíòó îöåíêè âçàèìíîé
èíôîðìàöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðàññìîòðèì
ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè �íåïîñðåäñòâåííîé
ïîäñòàíîâêè� (�plug-in�), êîãäà îöåíêà çíà÷åíèÿ
íåêîòîðîé ôóíêöèè h(x1, . . . , xq) èìååò âèä
h(x̂1, . . . , x̂q), ãäå x̂i � îïðåäåëåííàÿ
ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà âåëè÷èíû xi , i = 1, . . . , q.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
X1, . . . ,Xp ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ −1 è 1 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1/2, ãäå p ∈ N. Âîçüìåì ëþáîå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî T ⊂ {1, . . . , p} è ââåäåì
îòêëèê Y =

∏
k∈T Xk , ãäå |T | = r ≥ 2.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ òàê
çàäàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . ,Xp è Y
ìíîæåñòâî S0 = S0(r) ñîâïàäàåò ñ T . Ðàññìîòðèì

Xn,j = (X
(1)
j , . . . ,X

(n)
j ), W = (W1, . . . ,Wn),

Wt =
∏
k∈T

X
(t)
k , n ∈ N, j = 1, . . . , p, t = 1, . . . , n.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ðàçóìååòñÿ, W = W (n). Ââåäåì îöåíêó
ïîäñòàíîâêè (�plug-in�) âçàèìíîé èíôîðìàöèè
âåëè÷èí Xm è Y , ïîñòðîåííóþ ïî âåêòîðàì
(Xn,m,W ):

Zn,m := În(Xm,Y ), n ∈ N, m = 1, . . . , p,

ãäå äëÿ ui , vj ∈ {−1, 1}, i , j = 1, 2, ïîëàãàåì

În(Xm,Y ) =
2∑

i=1

2∑
j=1

p̂n(ui , vj) log
p̂n(ui , vj)

p̂n(ui)q̂n(vj)
,

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



p̂n(ui , vj) :=
1
n

n∑
t=1

I{X (t)
m = ui ,Wt = vj},

p̂n(ui) =
2∑

j=1

p̂n(ui , vj), q̂n(vj) =
2∑

i=1

p̂n(ui , vj).

Êàê îáû÷íî, ôîðìàëüíî ïîëàãàåì 0/0 := 1 è
0 log 0 := 0. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé íå
ïèøåì, ÷òî ôóíêöèè p̂n(ui , vj), à ñëåäîâàòåëüíî,
p̂n(ui) è q̂n(vj) çàâèñÿò îò m. Òàêèì îáðàçîì,
Zn,m = φ(Xn,m;W ), ãäå φ � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ,
çàâèñÿùàÿ îò n.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Íà ïåðâîì øàãå ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáîðà
ôàêòîðîâ áåðåòñÿ òî÷êà j1, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò
ìàêñèìóì âåëè÷èí În(Xj ;Y ) ïî âñåì
j ∈ {1, . . . , p}. Åñëè òàêèõ òî÷åê íåñêîëüêî, òî ñ
ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ.
Îáîçíà÷èì P(n) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî j1
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó T , êîãäà äëÿ åå
íàõîæäåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü âåêòîðû (X (j),Wj),
j = 1, . . . , n.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òåîðåìà (À.Â.Áóëèíñêèé (2024))

Â ðàìêàõ îïèñàííîé âûøå ìîäåëè ïðè r ≥ 2 è ïðè

p ≥ 2r − 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

P(n) ≤ 1
k + 1

+
1

p − r + 1
+ O(

1√
n
), n → ∞,

ãäå r = |T | è k = [(p − r)/(r − 1)], à [·]
îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ëåììà (À.Â.Áóëèíñêèé (2024))

Ïóñòü ôóíêöèÿ g : [0, 1] → R íå óáûâàåò, à

äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå xi ñ âåðîÿòíîñòüþ pi , ãäå i = 1, . . . , v .
Òîãäà

Eg(F (Z )) ≤
∫

1

0

g(min{p + a, 1}dp,

ãäå F � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Z è

a = maxi=1,...,v pi .

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Çàìå÷àíèå
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ñîõðàíèòñÿ, åñëè âûáîð
ïðèçíàêà íà øàãå t = 1, . . . , r îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Gt(Xi) := G (Xi ,Y )− βt
∑

k∈St−1

G (Xi ,Xk),

ãäå i ∈ {1, . . . , p} \ St−1 (S0 := ∅, ñóììà ïî
ïóñòîìó ìíîæåñòâó ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ),
β1, . . . , βr � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû,
G òàêîé êîýôôèöèåíò çàâèñèìîñòè, ÷òî
G (U ,V ) = 0, êîãäà ñëó÷àéíûå âåêòîðû U è V
íåçàâèñèìû. Áîëåå òîãî, âûâîä ñîõðàíèòñÿ, åñëè
âìåñòî G (Xi ,Y ) çàïèñàòü G ((XSt−1

,Xi),Y ).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òåîðåìà (À.Â.Áóëèíñêèé (2023))

Ïóñòü r ∈ N è p ∈ N òàêîâû, ÷òî 2 ≤ r < p, à àëãîðèòì
ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáîðà ôàêòîðîâ îñíîâàí íà
ìàêñèìèçàöèè íà øàãå t ôóíêöèîíàëà

Jt(Xi) := I (Xi ;Y )− βt

∑
k∈St−1

I (Xi ;Xk)

+γt
∑

k∈St−1

I (Xi ;Xk |Y )

ïî i ∈ {1, . . . , p} \ St−1, βt è γt ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè
÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè, t = 1, . . . , r . Òîãäà ñóùåñòâóåò
íàáîð ôàêòîðîâ X1, . . . ,Xp è îòêëèê Y òàêèå, ÷òî ïðè
2 < r < p óêàçàííûé àëãîðèòì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/

(
p
r

)
èäåíòèôèöèðóåò íàáîð çíà÷èìûõ ïðèçíàêîâ S0. Åñëè
2 = r < p, òî âåðîÿòíîñòü èäåíòèôèêàöèè T ðàâíà 1/p.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òåîðåìà (À.Â.Áóëèíñêèé (2023))

Ïóñòü íàòóðàëüíûå r , p è w òàêîâû, ÷òî 2 ≤ r < p
è 1 ≤ w < p. Òîãäà óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé

òåîðåìû èìååò ìåñòî, åñëè íà øàãå t ∈ {1, . . . , r}
âìåñòî Jt èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèîíàë J

(w)
t .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì
ñêîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà ìîäåëÿõ ñ îïðåäåëåííûìè
ñâÿçÿìè ìåæäó ïåðåìåííîé îòêëèêà Y è
ôàêòîðàìè X1, . . . ,Xp. Â ðàáîòå A.A.Kozhevin
(2021) èññëåäîâàëàñü ñìåøàííàÿ ìîäåëü è äëÿ
íåå óñòàíîâëåíà ïðîöåäóðà ñîñòîÿòåëüíîãî
îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà S0 ïðè çàäàííîì r .

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



4. Äåëüòà-ìåòîä

Äåëüòà ìåòîä èìååò äëèííóþ èñòîðèþ,
âîñõîäÿùóþ ê èññëåäîâàíèÿì 18-ãî âåêà. Â åãî
ðàçâèòèå âíåñëè âêëàä òàêèå èçâåñòíûå ó÷åíûå
êàê C.F.Gauss, C.E.Spearman, K.J.Holzinger,
S.G.Wright, J.L.Doob, R.E.Dorfman, C.H.Cram�er
C.R.Rao, D.A.Pierce è äðóãèå.
Ðàçëè÷íûå àñïåêòû ðàçâèòèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ
äåëüòà ìåòîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ, íàïðèìåð, â
ñòàòüå
A.K.Bera, M.Koley. A History of the Delta method
and Some New Results. Sankhya B 85, 272�306,
November (2023).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü äëÿ n ∈ N èìåþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè
θ̂n íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ. Òîãäà äëÿ îöåíêè
çíà÷åíèÿ f (θ), ãäå ôóíêöèÿ f äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ
â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ, îáû÷íî (ïî ìåòîäó
ïîäñòàíîâêè �plug-in�) èñïîëüçóþòñÿ ñòàòèñòèêè
f (θ̂n), ãäå n ∈ N. Ïðè ýòîì, åñëè èçâåñòíî
ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí an(θ̂n − θ), ãäå
(an)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè n → ∞,
òî ýòî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðåäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí bn(f (θ̂n)− f (θ)) äëÿ
äîëæíîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bn)n∈N.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Ïóñòü f : ∆ ⊂ RN → Rk , ïðè÷åì ôóíêöèÿ
f (x) = (f1(x), . . . , fk(x))

⊤, ãäå x ∈ ∆,
äèôôåðåíöèðóåìà âî âíóòðåííåé òî÷êå θ ∈ ∆
(èñïîëüçóåì âåêòîðû ñòîëáöû, âñþäó �⊤�
îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå). Ìàòðèöà ßêîáè
äëÿ ôóíêöèè f âî âíóòðåííåé òî÷êå x ∈ ∆
ââîäèòñÿ ôîðìóëîé

J(x) =

(
∂fi
∂xj

)
i ,j

, i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . ,N}.

Åñëè k = 1, òî J(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òðàíñïîíèðîâàííûé ãðàäèåíò Df (x).

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òåîðåìà (1, E.Beutner (2023))
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

(θ̂n)n∈N òàêîâà, ÷òî θ̂n ∈ ∆ ïðè n ∈ N, è äëÿ

íåêîòîðîé íåóáûâàþùåé ÷èñëîâîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (cn)n∈N, cn → ∞, âåðíî

ñîîòíîøåíèå

cn(θ̂n − θ)
d→ Z , n → ∞,

ãäå, êàê îáû÷íî, �
d→� îáîçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïî

ðàñïðåäåëåíèþ. Ïóñòü äëÿ ââåäåííîé âûøå

ôóíêöèè f âî âíóòðåííåé òî÷êå θ ∈ ∆ îïðåäåëåíà

ìàòðèöà J(θ). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

cn(f (θ̂n)− f (θ))
d→ J(θ)Z , n → ∞.

À.Â. Áóëèíñêèé Èäåíòèôèêàöèÿ çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ



Òåîðåìà (2, E.Beutner (2023))

Ïóñòü äëÿ îïèñàííîé âûøå ôóíêöèè f âñå åå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî ïîðÿäêà r , ãäå
r ≥ 2, íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

U(θ) ⊂ ∆ òî÷êè θ ∈ ∆. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ (θ̂n)n∈N òàêîâà, ÷òî θ̂n ∈ ∆
ïðè n ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (êàê â ïðåäûäóùåé

òåîðåìå)

cn(θ̂n − θ)
d→ Z , n → ∞,

Òîãäà, åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f äî

ïîðÿäêà r − 1 âêëþ÷èòåëüíî îáðàùàþòñÿ â íóëü â

òî÷êå θ è èìååòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà r ,
îòëè÷íàÿ îò íóëÿ â ýòîé òî÷êå, òî
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Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå )

c rn(f (θ̂n)− f (θ))
d→ W , n → ∞,

ãäå êîìïîíåíòû âåêòîð W çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

Wi =
1
r !

N∑
j1=1

. . .
N∑

jr=1

∂r f (θ)

∂xj1 . . . ∂xjr
Zj1 . . .Zjr ,

i = 1, . . . , k .
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5. Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
äëÿ îöåíîê óñëîâíîé èíôîðìàöèè âçàèìîäåéñòâèÿ

Ïóñòü X = (X1, . . . ,Xm) � ñëó÷àéíûé âåêòîð,
çàäàííûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) è ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå U := U1 × . . .× Um, ãäå Ui �
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè |Ui | = ni ,
i = 1, . . . ,m, m ∈ N.
Ïîëîæèì M = {1, . . . ,m} è aM = (a1, . . . , am), ãäå
ai ∈ Ui , i ∈ M . Î÷åâèäíî, èìååòñÿ N := n1 . . . nm
òî÷åê aM ìíîæåñòâà U . Îïðåäåëèì

paM := P(X = aM) = P(X1 = a1, . . . ,Xm = am).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíî n íåçàâèñèìûõ
íàáëþäåíèé X (1), . . . ,X (n), ãäå êàæäûé âåêòîð
X (r), r = 1, . . . ,m, èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå,
êàê âåêòîð X . Îáîçíà÷èì naM(n) ñëó÷àéíîå ÷èñëî
íàáëþäåíèé ñðåäè X (1), . . . ,X (n), êîòîðûå
ïðèíÿëè çíà÷åíèé aM . Òîãäà N-ìåðíûé âåêòîð ñ
êîìïîíåíòàìè naM(n) èìååò ìóëüòèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå Mult(n, p), ãäå p ÿâëÿåòñÿ
N-ìåðíûì âåêòîðîì ñ êîìïîíåíòàìè paM è
aM ∈ U . Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè âåêòîð èìååò
êîìïîíåíòû, çàâèñÿùèå îò aM , òî (ai1, . . . , aim)
óïîðÿäî÷åíû ñ ïîìîùüþ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî
ïîðÿäêà äëÿ âåêòîðîâ (i1, . . . , im).
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Ââåäåì ÷àñòîòíóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòåé paM âèäà

p̂aM(n) :=
naM(n)

n
, n ∈ N.

è ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð p̂n ñ
êîìïîíåíòàìè p̂aM(n), ãäå aM ∈ U .
Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåêòîðîâ,
èìåþùèõ êîíå÷íûå âòîðûå ìîìåíòû êîìïîíåíò
âåðíî ñîîòíîøåíèå

n
1

2 (p̂n − p)
d→ Z ∼ N(0,Σ), n → ∞,

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöà Σ çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

ΣaM ,a′M
= −paMpa′M + paMI{aM = a′M}, aM , a′M ∈ U .
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Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Z , ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ z1, . . . , zk
ñîîòâåòñòâåííî ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, . . . , pk ,
ýíòðîïèÿ Øåííîíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

H(Z ) := −
k∑

j=1

pj log pj , (∗)

ãäå pj > 0 äëÿ j = 1, . . . , k (èëè ôîðìàëüíî
ñ÷èòàåì 0 log 0 := 0). Åñëè X = (X1, . . . ,Xm) è
T = {i1, . . . , ir}, òî ïóñòü XT := (Xi1, . . . ,Xiv ) è
aT := (ai1, . . . , aiv ). Åñëè X1, . . . ,Xm � äèñêðåòíûå
âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â íåêîòîðûõ
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ U1, . . . ,Um, òî ââîäèì
H(XT ) ñîãëàñíî ôîðìóëå (∗) äëÿ Z = XT .
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Ïóñòü M := {1, . . . ,m} è S = {1, . . . ,m + 1}.
Íåòðóäíî ïîëó÷èòü (êàê îáû÷íî, �⊂� îáîçíà÷àåò
íåñòðîãîå âêëþ÷åíèå), ÷òî

II (X1, . . . ,Xm|Xm+1) = −
∑
T⊂M

(−1)|T |H(XT ,Xm+1).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äèñêðåòíûõ âåëè÷èí
X1, . . . ,Xm ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

II (X1, . . . ,Xm|Xm+1)

=
∑
aS

(∑
T⊂M

(−1)|T | log(paTam+1
)
)
paS .
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Ïóñòü, êàê è ðàíåå, Xk : Ω → Uk , ãäå |Uk | = nk ,
k ∈ N. Îïðåäåëèì Nm+1 := n1 . . . nm+1. Òåïåðü
(â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà) ââåäåì
âåêòîð p ðàçìåðíîñòè Nm+1 ñ êîìïîíåíòàìè âèäà
paS . Îáîçíà÷èì

f (p) := II (X1, . . . ,Xm|Xm+1).

Íàïîìíèì, ÷òî X1, . . . ,Xm óñëîâíî íåçàâèñèìû
ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå Xm+1, åñëè äëÿ ëþáûõ
a1, . . . , am+1, âõîäÿùèõ â îáëàñòè çíà÷åíèé ýòèõ
âåëè÷èí, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P(X1 = a1, . . . ,Xm = am|Xm+1 = am+1)

=
m∏

k=1

P(Xk = ak |Xm+1 = am+1).
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Òåîðåìà (À.Â.Áóëèíñêèé, Øàíüâýíü Âàí, 2024)

Ïóñòü âåêòîðû X1, . . . ,Xm+1 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

ñîîòâåòñòâåííî â êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ

U1, . . . ,Um+1, ïðè÷åì X1, . . . ,Xm óñëîâíî

íåçàâèñèìû ïðè çàäàííîì Xm+1. Òîãäà äëÿ

f (p) := II (X1, . . . ,Xm|Xm+1) âåðíî ñîîòíîøåíèå

2n(f (p̂n)− f (p))
d→ χ2

K , n → ∞,

ãäå p̂n � ñëó÷àéíûé âåêòîð ÷àñòîòíûõ î÷åíîê

âåêòîðà p, âåëè÷èíà χ2

K èìååò ðàñïðåäåëåíèå

õè-êâàäðàò ñ K ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Çäåñü

K = (n1 − 1) . . . , (nm − 1)nm+1 è ni îáîçíà÷àåò
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ui , i = 1, . . . ,m + 1.
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Ýòà òåîðåìà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äåëüòà
ìåòîäà. Óäàåòñÿ ÿâíî íàéòè ãåññèàí H ôóíêöèè
f (p) è óáåäèòüñÿ, ÷òî ýëåìåíòû QaS ,a′S

ìàòðèöû
Q := HΣ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

I{am+1 = a′m+1
}
∑
T⊂M

(−1)m−|T |

paTam+1

I{aT = a′T}paTa′M\Tam+1
.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâíî íåçàâèñèìûõ
âåëè÷èí äîêàçûâàåì èäåìïîòåíòíîñòü ìàòðèöû Q,
÷òî íåìåäëåííî ïîçâîëÿåò íàéòè åå ñëåä. Ýòî äàåò
êëþ÷ ê íàõîæäåíèþ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âåëè÷èíû 2n(f (p̂n)− f (p)) ïðè n → ∞.
Òåì ñàìûì îáîáùàåòñÿ ðåçóëüòàò ñòàòüè
Kubkowski M., Mielniczuk E., Teisseyre (2021), ãäå
èçó÷àëñÿ ñëó÷àé m = 3.

Àíàëîãè÷íî èññëåäóþòñÿ âåëè÷èíû,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé �óñå÷åííûå� ôîðìóëû äëÿ
óñëîâíîé èíôîðìàöèè âçàèìîäåéñòâèÿ.
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6. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ

Îáëàñòü FS ïðåäñòàâëÿåò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèé
èíòåðåñ, íî è âàæíà äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ
ïðèëîæåíèé.

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî âçàèìîäîïîëíÿþùèõ ñðåäñòâ
èññëåäîâàíèé äëÿ îòáîðà çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ.
Îòìåòèò ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà LASSO,
èñïîëüçîâàíèå ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ, MDR òåõíèêó,
íåéðîííûå ñåòè, ìåòîäû ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ.

Îáçîð B.Remeseiro and V.Bolon-Canedo (2019)
ïîñâÿùåí FS ìåòîäàì â ìåäèöèíå.
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Â îáëàñòè GWAS áûëè óñïåøíî
èäåíòèôèöèðîâàíû ãåíû, êîòîðûå îòâå÷àþò çà
òàêèå ñëîæíûå çàáîëåâàíèÿ êàê äåïðåññèâíûå
ðàññòðîéñòâà, äèàáåò 2-ãî òèïà, øèçîôðåíèÿ,
èøåìè÷åñêàÿ áîëåçíü ñåðäöà è äðóãèå

Ñì., íàïðèìåð, V.Tam et al. (2019). Bene�ts and
limitations of genome-wide association studies.
Nature Reviews. Genetics. https://doi.org/10.1038/
s41576-019-0127-1
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Z.Yuan and C.Tu (2017) èññëåäîâàëè
êðàòêîñðî÷íûå òðàíñïîðòíûå ïîòîêè, îñíîâûâàÿñü
íà FS ñ âçàèìíîé èíôîðìàöèåé.

Ìåòîäû FS èñïîëüçîâàíû â ôèíàíñîâûõ
ïðîáëåìàõ, ñì., íàïðèìåð, B.G�ultekin and
B.E.Sakar (2018), X.Xia et al. (2019), K.Yu et al.
(2019), A.Garcia-Medina, G.G.Far�ias (2020).
Ðàçâèòèå ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ ñ äâóõñòóïåí÷àòîé
ïðîöåäóðîé FS äëÿ àíàëèçà ìíîãîìåðíûõ ðÿäîâ
ôèíàíñîâûõ äàííûõ ðàññìîòðåíî â T.Niu et al.
(2020).
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7. Çàêëþ÷åíèå
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