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Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñ.ï. 〈ϕ, ψ〉;

B(H) � àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H;

T(H) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ â H
ñî ñëåäîâîé íîðìîé ‖ρ‖1

.
= Tr

√
ρ∗ρ;

S(H) � ìíîæåñòâî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé (ïîëîæèòåëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ â T(H) ñ åäèíè÷íûì ñëåäîì);

extS(H) � ìíîæåñòâî ÷èñòûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé (îäíî-

ìåðíûõ ïðîåêòîðîâ)



Îïåðàòîðíûå E-íîðìû íà B(H)

Ïóñòü G � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð íà H ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ

îïåðäåëåíèÿ D(G) òàêîé, ÷òî

inf {‖Gφ‖ |φ ∈ D(G), ‖φ‖ = 1} = 0.

Äëÿ çàäàííîãî E > 0 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

‖A‖GE
.
= sup

φ∈H1,〈φ,Gφ〉≤E
‖Aφ‖, A ∈ B(H),

ãäå H1 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â H è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

〈φ,Gφ〉 .
=

{
‖
√
Gφ‖2, åñëè φ ∈ D(

√
G)

+∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå



Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A ∈ B(H) èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà:

a) ‖A‖GE íå óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê ‖A‖ ïðè E → +∞;

b) E 7→
[
‖A‖GE

]p
� âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà R+ ïðè p ∈ (0,2];

c) ‖Aφ‖ ≤ ‖A‖GEφ ≤ Kφ‖A‖GE äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà φ

èç D(
√
G), ãäå Eφ = ‖

√
Gφ‖2, à Kφ = max{1, ‖

√
Gφ‖/

√
E}.

b) ⇒ ‖A‖GE1
≤ ‖A‖GE2

≤
√
E2/E1‖A‖GE1

∀E2 > E1 > 0.



Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî TrGρ = supnTrPG[0,n]Gρ äëÿ ëþáîãî ρ èç

T+(H), ãäå PG[0,n] � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà G, ñî-

îòâåòñòâóþùèé èíòåðâàëó [0, n]. Òîãäà

‖A‖GE
.
= sup

ρ∈S(H):TrGρ≤E

√
TrAρA∗,

Ñîâïàäåíèå îïðåäåëåíèé ñëåäyåò èç

Òåîðåìà [Ñ.Â.Âåéñ, Ì.Å.Øèðîêîâ//ÓÌÍ, 76:1(457), 199�200]

Âñå êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà

CGE
.
= {ρ ∈ S(H) |TrGρ ≤ E}

ÿâëÿþòñÿ ÷èñòûìè ñîñòîÿíèÿìè. Ìíîæåñòâî CGE ñîâïàäàåò ñ

âûïóêëûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà extCGE = CGE ∩ extS(H).



Î òîïîëîãèè, çàäàâàåìîé îïåðàòîðíûìè E-íîðìàìè

Ïðåäëîæåíèå. A) Íîðìà ‖ · ‖GE, E > 0, ýêâèâàëåíòíà îïå-

ðàòîðíîé íîðìå ‖ · ‖ íà B(H) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îïåðàòîð G îãðàíè÷åí.

B) Íîðìà ‖ ·‖GE, E > 0, ïîðîæäàåò ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü íà

îãðàíè÷åíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â B(H) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îïåðàòîð G ÿâëåòñÿ äèñêðåòíûì, ò.å. èìååò äèñêðåò-

íûé ñïåêòð êîíå÷íîé êðàòíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

G =
+∞∑
k=0

Ek|τk〉〈τk|, ò.å. Gφ =
+∞∑
k=0

Ek〈τk, φ〉τk

∀φ ∈ D(G) = {ϕ ∈ H |
∑+∞
k=0E

2
k |〈τk, ϕ〉|

2 < +∞}, ãäå {τk}
+∞
k=0

áàçèñ èç ÑÂ îïåðàòîðà G, {Ek}
+∞
k=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÑÇ,

ñòðåìÿùàÿñÿ ê +∞.



Íåêîòîðûå ñâîéñòâà

A) ‖A‖GE = ‖|A|‖GE ≤
√
‖A∗A‖GE ∀A ∈ B(H), íî ‖A∗‖GE 6= ‖A‖GE;

B) m(A)‖B‖GE ≤ ‖AB‖GE ≤ ‖A‖‖B‖GE, ∀A,B ∈ B(H), ãäå m(A)

� íèæíÿÿ ãðàíèöà ñïåêòðà îïåðàòîðà |A| =
√
A∗A;

C) ‖AB‖GE ≤
√
fB(E)
E ‖A‖GE, ∀A,B ∈ B(H), åñëè

fB(E)
.
= sup

{
‖
√
GBφ‖2

∣∣∣ ‖φ‖ = 1, ‖
√
Gφ‖2 ≤ E

}
< +∞ [4]

D) |TrAρB∗| ≤ ‖AρB∗‖1 ≤ ‖A‖GEρ‖B‖GEρ ∀A,B ∈ B(H) è ëþáîãî

îïåðàòîðà ρ èç T+(H), ó êîòîðîãî Eρ
.
= TrGρ < +∞ è ‖ρ‖1 ≤ 1.



E) Ïóñòü Φ : B(H) → B(H) � 2-ïîëîæèòåëüíîå ëèíåéíîå íîð-

ìàëüíîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî Φ(IH) ≤ IH ,

Φ∗ : T(H) → T(H) � ïðåäâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå, îïðåäå-

ëÿåìîå óñëîâèåì TrΦ(A)ρ = TrAΦ∗(ρ) ∀A ∈ B(H), ∀ρ ∈ T(H).

Åñëè YΦ(E)
.
= sup{TrGΦ∗(ρ) | ρ ∈ S(H),TrGρ ≤ E} < +∞, òî

‖Φ(A)‖GE ≤
√
‖Φ(IH)‖ ‖A‖GYΦ(E) ≤

√
‖Φ(IH)‖KΦ ‖A‖GE, ∀A ∈ B(H)

ãäå KΦ = max{1, YΦ(E)/E}.

Åñëè G � ãàìèëüòîíèàí êâàíòîâîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé

ïðîñòðàíñòâîì H, à Φ � êâàíòîâûé êàíàë (â êàðòèíå Ãåéçåí-

áåðãà), òî YΦ(E)/E � êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ýíåðãèè êàíàëà

Φ.



Ïðèìåðû. 1) ‖IH‖GE = 1 äëÿ âñåõ E > 0 (ïðè ëþáîì G)

2) Ïóñòü G =
+∞∑
k=0

Ek|τk〉〈τk|, D(G) = {φ ∈ H |
∑
k
E2
k |〈τk|φ〉|

2 <∞}

è ïóñòü A = |τn〉〈τ0| (Aφ = 〈τ0, φ〉τn ∀φ ∈ H). Òîãäà

‖A‖GE = 1 äëÿ âñåõ E ≥ 0, ‖A∗‖GE =

{ √
E/En, åñëè E ∈ [0, En]

1, åñëè E ∈ [En,+∞)

3) Åñëè U � óíèòàðíûé îïåðàòîð â H, òî

‖IH − U‖GE = ‖IH − U∗‖GE =

√√√√2

(
1− inf

φ∈H1,〈φ,Gφ〉≤E
<〈φ|Uφ〉

)
(1)



Ïóñòü H � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð â H òàêîé, ÷òî

H2 ≤ γG+ δIH, äëÿ íåêîòîðûõ γ, δ ∈ R.

Ïóñòü Ut = e−itH, t ∈ R, � óíèòàðíàÿ ãðóïïà. Òîãäà

min
θ∈[−π,π]

‖Us − eiθUt‖GE ≤ 2 sin

(
min

{
|t− s|

2

√
γE + δ,

π

4

})
(2)

(ôîðìóëà (1) è äîê-âî Th.S6 èç S. Becker, N. Datta, L. Lami,

and C. Rouz�e// Phys. Rev. Lett. 126, p. 190504 (2021)).

Ëåâàÿ ÷àñòü (2) � ðàññòîÿíèå ìåæäó êàíàëàìè Ut(·)U∗
t è Us(·)U∗

s !

(ñì. ïðåäñòàâëåííóþ íèæå Òåîðåìó 3)



Òåîðåìà Êðå÷ìàíà�Øëèíãåìàíà�Âåðíåðà è åå îáîáùåíèÿ

Êâàíòîâûé êàíàë èç A â B (â êàðòèíå Øðåäèíãåðà) � ýòî

ëèíåéíîå âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå ñîõðàíÿþùåå ñëåä îòîáðà-

æåíèå Φ : T(HA) → T(HB) . Â ñèëó òåîðåìû Ñòàéíñïðèíãà

Φ(ρ) = TrEVΦρV
∗
Φ, ρ ∈ T(HA),

ãäå VΦ � èçîìåòðèÿ èç HA â HB ⊗HE.

Ïóñòü β(ρ, σ)
.
=
√
2− 2‖√ρ

√
σ‖1 � ðàññòîÿíèå Áþðåñà ìåæäó

êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèÿìè ρ è σ. Òîãäà

β(Φ,Ψ)
.
= sup

ρ∈S(HA⊗HR)
β(Φ⊗ IdR(ρ),Ψ⊗ IdR(ρ)),

� ðàññòîÿíèå Áþðåñà ìåæäó êâàíòîâûìè êàíàëàìè Φ è Ψ èç

A â B.



Òåîðåìà 1. Åñëè

Φ(ρ) = TrEVΦρV
∗
Φ è Ψ(ρ) = TrEVΨρV

∗
Ψ

� êàíàëû ìåæäó êîíå÷íîìåðíûìè ñèñòåìàìè A è B, òî

β(Φ,Ψ) = min
U∈U(HE)

‖VΦ − [IB ⊗ U ]VΨ‖,

ãäå U(HE) � ãðóïïà óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ â HE.

[D.Kretschmann, D.Schlingemann, R.F.Werner// IEEE Trans.

Inf. Theory 54(4), 1708�1717 (2008).]



Òåîðåìà 2. Åñëè Φ è Ψ � êàíàëû ìåæäó áåñêîíå÷íîìåðíûìè

ñèñòåìàìè A è B, òî

β(Φ,Ψ) = inf ‖VΦ − VΨ‖,

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñîâìåñòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì

Ñòàéíñïðèíãà

Φ(ρ) = TrEVΦρV
∗
Φ, Ψ(ρ) = TrEVΨρV

∗
Ψ

[D.Kretschmann, D.Schlingemann, R.F.Werner// J. Funct. Anal.

255(8), 1889�1904 (2008).]



Ïðîáëåìà: Ñõîäèìîñòü, çàäàâàåìàÿ ðàññòîÿíèåì Áþðåñà, ÿâ-

ëÿåòñÿ ñëèøêîì ñèëüíîé

∃{Φp}p∈R+
: β(Φp,Φp′) =

√
2 ∀p′ 6= p

[A. Winter, arXiv:1712.10267 (2017)].

Ôèçè÷åñêè ìîòèâèðîâàííîé ÿâëÿåòñÿ ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü êâàí-

òîâûõ êàíàëîâ:

Φn → Φ0 ⇔ Φn(ρ) → Φ0(ρ) ∀ρ ∈ S(HA)



Âîçìîæíîå ðåøåíèå � èñïîëüçîâàòü ðàññòîÿíèå Áþðåñà ñ

ýíåðãåòè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì

βGE(Φ,Ψ) = sup
ρ∈S(HA⊗HR),TrGρA≤E

β(Φ⊗IdR(ρ),Ψ⊗IdR(ρ)), E > 0.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè G � äèñêðåòíûé ïëîòíî îïðåäåëåííûé

ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð â HA (dimHA = +∞), òî ìåòðèêà

βGE ïîðîæäàåò ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü íà ìíîæåñòâå âñåõ êâàí-

òîâûõ êàíàëîâ èç A â ëþáóþ çàäàííóþ ñèñòåìó B.

[M.E.Shirokov// J. Phys. A:Math. Theor. 52, 014001 (2019)].



Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � äèñêðåòíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð.

Åñëè

Φ(ρ) = TrEVΦρV
∗
Φ è Ψ(ρ) = TrEVΨρV

∗
Ψ

� êàíàëû ìåæäó áåñêîíå÷íîìåðíûìè ñèñòåìàìè A è B, òî

βGE(Φ,Ψ) = inf
U∈WΨ

‖VΦ − [IA ⊗ U ]VΨ‖GE,

ãäå WΨ � ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ èçîìåòðèé U èç B(HE) òà-

êèõ, ÷òî [IB ⊗ U∗U ]VΨ = VΨ.

[M.E.Shirokov // J. Math. Phys., 63:11 (2022), 112203 ]



Ñëåäñòâèå. Åñëè {Φn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàíòîâûõ êà-
íàëîâ èç A â B, ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê êàíàëó Φ0, òî ñóùå-

ñòâóþò

• ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî HE,

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Vn} èçîìåòðèé èç HA â HB ⊗ HE,

ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê èçîìåòðèè V0,

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εn}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ

òàêèå ÷òî

Φn(ρ) = TrEVnρV
∗
n ∀n ≥ 0 è ‖Vn − V0‖GE ≤ βGE(Φn,Φ0) + εn.



Îïåðàòîðíûå E-íîðìû äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â H,
îãðàíè÷åííûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà

√
G

Îïåðàòîð A â H íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà
√
G, åñëè D(

√
G) ⊆ D(A) è

‖Aφ‖2 ≤ a2‖φ‖2 + b2‖
√
Gφ‖2, ∀φ ∈ D(

√
G),

äëÿ íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ a è b (íå çàâèñÿùèõ îò φ).

Äëÿ ëþáîãî
√
G-îãðàíè÷åííîãî A è E > 0 åãî E-íîðìà îïðå-

äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

‖A‖GE
.
= sup

φ∈H1,〈φ,Gφ〉≤E
‖Aφ‖. (3)



Ëåììà 1. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â H òàêîé, ÷òî

D(A) ⊇ D(
√
G). Åñëè âåëè÷èíà ‖A‖GE0

â (3) êîíå÷íà ïðè íåêî-

òîðîì E0 > 0, òî

• îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ
√
G-îãðàíè÷åííûì;

• ôóíêöèÿ E 7→
[
‖A‖GE

]2
êîíå÷íà è âîãíóòà íà R+ è, ñëåäî-

âàòåëüíî,

‖A‖GE1
≤ ‖A‖GE2

≤
√
E2/E1‖A‖GE1

∀E2 > E1 > 0.



Ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå ‖A‖GE

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ
√
G-îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ A è B â

H àôôèííàÿ ôóíêöèÿ ρ 7→ AρB∗ ∈ T(H) êîððåêòíî îïðåäåëå-

íà íà T+
G

.
= {ρ ∈ T+(H) |TrGρ < +∞} ôîðìóëîé

AρB∗ .
=
∑
i

|αi〉〈βi|, αi = Aφi, βi = Bφi,

ãäå ρ =
∑
i |φi〉〈φi| � ëþáîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà ρ ∈ T+

G â

ñóììó ïîëîæ. îïåðàòîðîâ ðàíãà 1, TrGρ = supnTrPG[0,n]Gρ è

|αi〉〈βi|ψ = 〈βi, ψ〉αi ∀ψ ∈ H

Òîãäà ‖A‖GE
.
= sup

ρ∈S(H):TrGρ≤E

√
TrAρA∗,



Äëÿ ëþáîãî
√
G-îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A ïóñòü Π√

G
(A)

ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (a, b) òàêèõ, ÷òî

‖Aφ‖2 ≤ a2‖φ‖2 + b2‖
√
Gφ‖2, ∀φ ∈ D(

√
G),

Òîãäà b√
G
(A) = inf

{
b
∣∣∣ (a, b) ∈ Π√

G
(A)

}
�

√
G-ãðàíèöà A.

Åñëè b√
G
(A) = 0 , òî A íàçûâàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíî îãðà-

íè÷åííûì îòíîñèòåëüíî
√
G.

T.Kato, �Perturbation Theory for Linear Operators�, Springer-

Verlag, New York-Heidelberg-Berlin, 1980.

M.Reed, B.Simon, �Methods of Modern Mathematical Physics�.

Vol I-II.

B.Simon, �Operator Theory: A Comprehensive Course in Analysis�,

Part IV American Mathematical Society, 2015.



Äëÿ ëþáîãî
√
G-îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A èìåþò ìåñòî

ñîòíîøåíèÿ:

[‖A‖GE]
2 = inf

{
a2 + b2E

∣∣∣ (a, b) ∈ Π√
G
(A)

}

b√
G
(A) = lim

E→+∞
‖A‖GE/

√
E.

[‖A‖GE]
2 = inf {λE + E0 |λ,E0 ≥ 0 s.t. AA∗ ≤ λG+ E0}

(Corollary 2.20 in [L. van Luijk// arXiv:2405.10259])



Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî D(
√
G) ìîæíî ïðåâðàòèòü â ãèëüáåð-

òîâî ïðîñòðàíñòâî HG
E, ââåäÿ â íåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈φ,ψ〉GE = 〈φ,ψ〉+ 〈
√
Gφ,

√
Gψ〉/E E > 0.

Ëþáîé
√
G-îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : H → H îòîæäåñòâëÿ-

åòñÿ ñ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì èç HG
E â H ñ íîðìîé

‖|A‖|GE = sup
{
‖Aφ‖

∣∣∣φ ∈ D(
√
G), ‖φ‖2 + ‖

√
Gφ‖2/E ≤ 1

}
.

Òîãäà √
1/2‖A‖GE ≤ ‖|A‖|GE ≤ ‖A‖GE ∀E > 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖|A‖|GE1
≤ ‖|A‖|GE2

≤
√
2E2/E1‖|A‖|GE1

∀E2 > E1 > 0

äëÿ ëþáîãî
√
G-îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A.



Äëÿ ëþáîãî
√
G-îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A è E > 0 âûïîë-

íåíû ñîîòíîøåíèÿ

‖|A‖|GE = sup
t>0

‖A‖GtE/
√
1+ t, ‖A‖GE = inf

t>0
‖|A‖|GtE

√
1+ 1/t,

ò.å. íîðìû ‖| · ‖|GE è ‖ · ‖GE ñâÿçàíû ôóíêöèîíàëüíûìè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè

F [f ](x) = sup
t>0

f(xt)

t+1
è G[f ](x) = inf

t>0
f(xt) (1 + 1/t),

ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé íà (0,+∞), ò.÷.

G ◦ F : f(x) 7→ convf(x) (âîãíóòàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèè f(x))

[Â.Þ.Ïðîòàñîâ, Ì.Å.Øèðîêîâ// Äîêë. ÐÀÍ, 489:5, 452�455]



Ïóñòü BG(H) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ îïåðà-

òîðîâ èç HG
E â H c íîðìîé ‖| · ‖|GE = áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

âñåõ
√
G-îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç H â H c íîðìîé ‖ · ‖GE

Òåîðåìà. Ïîïîëíåíèå B(H) ïî ëþáîé èç íîðì ‖·‖GE, E > 0,

ñîâïàäàåò ñ (çàìêíóòûì) ïîäïðîñòðàíñòâîì B0
G(H) â BG(H)

ñîñòîÿùèì âñåõ èíôèíèòåçèìàëüíî îãðàíè÷åííûõ îòíîñè-

òåëüíî
√
G îïåðàòîðîâ. Îïåðàòîð A ïðèíàäëåæèò B0

G(H) i�

‖A‖GE = o(
√
E) ïðè E → +∞.

Îïåðàòîð A ïðèíàäëåæèò B(H) i� supE>0 ‖A‖GE < +∞. Â

ýòîì ñëó÷àå ‖A‖ = sup
E>0

‖A‖GE = lim
E→+∞

‖A‖GE



Åñëè G � äèñêðåòíûé îïåðàòîð, òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

B0
G(H) ñåïàðàáåëüíî.

Íåêîòîðûå îöåíêè

Äëÿ ëþáûõ A,B èç BG(H) è ëþáîãî E > 0 èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà∣∣∣b√
G
(A)− b√

G
(B)

∣∣∣ ≤ b√
G
(A−B) ≤ ‖A−B‖GE/

√
E

Äëÿ ëþáûõ A,B èç BG(H) è ëþáîãî îïåðàòîðà ρ èç T+(H)
òàêîãî, ÷òî Trρ ≤ 1 è Eρ

.
= TrGρ < +∞ èìåþò ìåñòî íåðà-

âåíñòâà

|TrAρB∗| ≤ ‖AρB∗‖1 ≤ ‖A‖GEρ‖B‖GEρ,

ãäå AρB∗ � ÿäåðíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé óêàçàííûì âû-

øå ïðàâèëîì.



Ïóñòü

T+
G

.
= {ρ ∈ T+(H) |TrGρ < +∞}

Äëÿ ëþáûõ A,B èç B0
G(H) ôóíêöèÿ ρ 7→ AρB∗ èç T+

G â T(H)

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà

CG,E
.
= {ρ ∈ T+(H) |Trρ ≤ 1,TrGρ ≤ E}, ∀E > 0,

ïðè÷åì

‖AρB∗−AσB∗‖1 ≤
√
ε
(
‖A‖GE‖B‖G4E/ε+ ‖B‖GE‖A‖

G
4E/ε

)
= o(1) (ε→ 0)

äëÿ ëþáûõ îïåðàòîðîâ ρ è σ èç CG,E òàêèõ, ÷òî ‖ρ− σ‖1 ≤ ε.



Ïðèìåð. Ïóñòü (qφ)(x) = xφ(x) è (pφ)(x) = 1
i
d
dxφ(x) � ñàìîñî-

ïðÿæåííûå îïåðàòîðû â H = L2(R). Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

a = (q+ ip)/
√
2 è a† = (q − ip)/

√
2.

Îïåðàòîðû q, p, a è a† îãðàíè÷åíû îòíîñèòåëüíî
√
N , ãäå N =

a†a = aa†−IH � ïîëîæèòåëüíûé äèñêðåòíûé îïåðàòîð ñî ñïåê-

òðîì {0,1,2, ...}. Òîãäà ‖a‖NE = ‖
√
N‖NE =

√
E, ‖a†‖NE =

√
E +1

è

‖q‖NE = ‖p‖NE =

√
E +

√
E +1√
2

S. Becker, N. Datta, L. Lami, and C. Rouz�e// Phys. Rev. Lett.

126, p. 190504 (2021). (Corollary S8)

Ñë-íî, b√
N
(a) = b√

N
(a†) = 1 è b√

N
(q) = b√

N
(p) =

√
2.



Îïåðàòîðíûå E-íîðìû è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Ïóñòü D0(
√
G) � ÿäðî äëÿ

√
G. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî√

G-îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A è ëþáîãî E > 0 èìååì:

‖A‖GE = sup{|〈ψ,Aφ〉| |ψ,φ ∈ D0(
√
G), ‖ψ‖ = ‖φ‖ = 1, 〈φ,Gφ〉 ≤ E}.

Ïóñòü Q � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â H, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

D(Q) êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì äëÿ
√
G. Îïðåäåëèì

‖Q‖GE = sup {|Q(ψ,φ)| |ψ,φ ∈ D(Q), ‖ψ‖ = ‖φ‖ = 1, 〈φ,Gφ〉 ≤ E}

(Section 5.2 in [L. van Luijk// arXiv:2405.10259])



Åñëè ‖Q‖GE0
< +∞ ïðè íåêîòîðîì E0 > 0, òî

• ôóíêöèÿ E 7→ [‖Q‖GE]
2 êîíå÷íà è âîãíóòà íà R+;

• èç òåîðåìû Ðèññà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà A íà

D(Q) òàêîãî, ÷òî 〈ψ,Aφ〉 = Q(ψ,φ) äëÿ âñåõ ψ,φ ∈ D(Q).

Èç âîãíóòîñòè ô-è E 7→ [‖Q‖GE]
2 ñëåäóåò, ÷òî ∃a, b ≥ 0 ò.÷.

[‖Q‖GE]
2 ≤ a2 + b2E, à çíà÷èò ‖Aφ‖2 ≤ a2‖φ‖2 + b2‖

√
Gφ‖2 äëÿ

âñåõ φ ∈ D(Q).

Ïîñêîëüêó D(Q) � ÿäðî äëÿ
√
G, îïåðàòîð A ðàñøèðÿåòñÿ äî√

G-îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà Â íà D(
√
G) òàêîãî, ÷òî

〈ψ, Âφ〉 = Q(ψ,φ) äëÿ âñåõ ψ,φ ∈ D(
√
G).



Ïðèìåð. Åñëè H1 è H2 � G-îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿæåííûå

îïåðàòîðû, òî èõ êîììóòàòîð [H1, H2]
.
= H1H2−H2H1 ìîæåò

íå èìåòü ñìûñë (êàê îïåðàòîð), íî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Q[H1,H2]
(ψ,φ) = 〈H1ψ,H2φ〉 − 〈H2ψ,H1φ〉

êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà D(G) � ÿäðå äëÿ
√
G.

Åñëè ‖Q[H1,H2]
‖GE0

< +∞ ïðè íåêîòîðîì E0 > 0, òî ñóùåñòâóåò
√
G-îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ̂[H1, H2] íà D(

√
G) òàêîé, ÷òî

〈ψ, ̂[H1, H2]φ〉 = Q[H1,H2]
(ψ,φ) äëÿ âñåõ ψ,φ ∈ D(

√
G).



Î ïðèìåíåíèÿõ îïåðàòîðíûõ E-íîðì

1) Èññëåäîâàíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ êâàíòîâûé êàíàë (â

êàðòèíå Ãåéçåíáåðãà), ò.å. ëèíåéíîå âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå

íîðìàëüíîå óíèòàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Φ : B(H) → B(H)

ðàñøèðÿåòñÿ äî îãðàíè÷åííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Φ̂ : BG(H) → BG(H).

M.E.Shirokov, "On extension of quantum channels and operations

to the space of relatively bounded operators Lobachevskii J. Math.,

41:4 (2020), 714�727; arXiv: 1903.0608



2) Àíàëèç êâàíòîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ïîëóãðóïï, ñ îãðàíè÷åí-

íûì ðîñòîì ýíåðãèè

• îöåíêà ñêîðîñòè ðàñõîäèìîñòè ãðóïï è ïîëóãðóïï ñ áëèç-

êèìè ãåíåðàòîðàìè:

‖eitAψ − eitBψ‖ ≤ (|t|+O(|t|2)‖A−B‖GE, E = 〈ψ,Gψ〉;

• îöåíêè ïåðåñòàíîâî÷íîñòè óíèòàðíûõ ãðóïï;

• îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ôîðìóëå Òðîòòåðà

L. van Luijk, �Energy-limited quantum dynamics�, arXiv:2405.10259

S.Becker, N.Galke, R.Salzmann, L. van Luijk, �Convergence rates

for the Trotter-Kato splitting�, arXiv:2407.04045



ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!


