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Базовый пример: 2-х уровневая система (q-бит, TLS)

Матрицы Паули
𝜎⃗ = (𝜎𝑥,𝜎𝑦, 𝜎𝑧)

𝜎𝑥 =

(︂
0 1
1 0

)︂
, 𝜎𝑦 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
, 𝜎𝑧 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
.
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Базовый пример: 2-х уровневая система (q-бит, TLS)

𝜎𝑘𝜎𝑙 = 𝛿𝑘𝑙𝐼 + 𝑖𝜀𝑘𝑙𝑚𝜎𝑚

Tr𝜎𝑘 = 0, Tr𝜎𝑘𝜎𝑙 = 2𝛿𝑘𝑙

Матрицы Паули вместе с единичной матрицей образуют
ортогональный базис относительно следового скалярного
произведения.
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Базовый пример: 2-х уровневая система (q-бит, TLS)

(⃗𝑎,𝜎⃗)(⃗𝑏,𝜎⃗) = (⃗𝑎,⃗𝑏)𝐼 + 𝑖([⃗𝑎× 𝑏⃗],𝜎⃗)

[(⃗𝑎,𝜎⃗),(⃗𝑏,𝜎⃗)] = 2𝑖([⃗𝑎× 𝑏⃗],𝜎⃗)

Упражнение.

(⃗𝑎,𝜎⃗)(⃗𝑏,𝜎⃗)(𝑐⃗,𝜎⃗) = (𝑑,𝜎⃗) + 𝑖𝑑0𝐼 𝑑−? 𝑑0−?
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Базовый пример: 2-х уровневая система (q-бит, TLS)

Вектор Блоха (coherence vector)

𝜌 =
1

2
(𝐼 + (𝑣⃗, 𝜎⃗)), |𝑣⃗| 6 1

Состояния |𝑣⃗| = 1 соответствуют чистым состояниям.

Упражнение. Докажите

𝑣⃗ = Tr 𝜌𝜎⃗
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Унитарная динамика TLS

Гамильтониан общего вида 𝐻 = 1
2(𝜔⃗, 𝜎⃗) (в частности

𝐻 = 1
2𝜔0𝜎𝑧).

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = −𝑖[𝐻, 𝜌]

𝑑

𝑑𝑡

(︂
1

2
(𝐼 + (𝑣⃗, 𝜎⃗))

)︂
= −𝑖

[︂
1

2
(𝜔⃗, 𝜎⃗),

1

2
(𝐼 + (𝑣⃗, 𝜎⃗))

]︂
1

2

(︂
𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗, 𝜎⃗

)︂
= −𝑖

1

4
· 2𝑖([𝜔⃗ × 𝑣⃗],𝜎⃗)
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Унитарная динамика TLS

Уравнение Блоха
𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = [𝜔⃗ × 𝑣⃗]

𝜔⃗ =

⎛⎝ΩRe

ΩIm

𝜔0

⎞⎠
или в матричном виде

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ =

⎛⎝ 0 −𝜔0 ΩIm

𝜔0 0 −ΩRe

−ΩIm ΩRe 0

⎞⎠ 𝑣⃗
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Унитарная динамика TLS

Упражнение.

[𝜔⃗ × · ]2𝑘+1 = (−1)𝑘|𝜔⃗|2𝑘[𝜔⃗ × · ], 𝑘 ∈ Z+

[𝜔⃗ × · ]2𝑘 = (−1)𝑘|𝜔⃗|2𝑘
(︂
𝐼 − 1

|𝜔⃗|2
𝜔⃗(𝜔⃗, · )

)︂
, 𝑘 ∈ N

Упражнение.

𝑒𝑡[𝜔⃗×· ] =
sin(|𝜔⃗|𝑡)

|𝜔⃗|
[𝜔⃗×· ]+cos(|𝜔⃗|𝑡)

(︂
𝐼 − 1

|𝜔⃗|2
𝜔⃗(𝜔⃗, · )

)︂
+

1

|𝜔⃗|2
𝜔⃗(𝜔⃗, · )
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Унитарная динамика TLS

Решение уравнения Блоха

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = [𝜔⃗ × 𝑣⃗]

имеет вид

𝑣⃗(𝑡) =
sin(|𝜔⃗|𝑡)

|𝜔⃗|
[𝜔⃗×𝑣⃗0]+cos(|𝜔⃗|𝑡)

(︂
𝑣⃗0 −

1

|𝜔⃗|2
𝜔⃗(𝜔⃗, 𝑣⃗0)

)︂
+

1

|𝜔⃗|2
𝜔⃗(𝜔⃗, 𝑣⃗0).

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



2-уровневая система во внешнем поле

𝜎± = 1
2(𝜎𝑥 ± 𝑖𝜎𝑦)

𝜎+ =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝜎− =

(︂
0 0
1 0

)︂
.

Дипольный момент

𝑑 = 𝑑*12𝜎+ + 𝑑12𝜎− = Re 𝑑12𝜎𝑥 + Im 𝑑12𝜎𝑦

Дипольное взаимодействие

𝐻𝑑(𝑡) = −(𝑑,𝐸⃗(𝑡))

𝐻𝑑(𝑡) = −(Re 𝑑12𝜎𝑥 − Im 𝑑12𝜎𝑦, 𝐸⃗(𝑡)) =

= −Re (𝑑12, 𝐸⃗(𝑡))𝜎𝑥 − Im (𝑑12, 𝐸⃗(𝑡))𝜎𝑦
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2-уровневая система во внешнем поле
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2-уровневая система во внешнем поле
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2-уровневая система во внешнем поле

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = −𝑖[𝐻0 + 𝐻𝑑(𝑡), 𝜌],

𝐻0 =
1

2
𝜔0𝜎𝑧, 𝐻𝑑(𝑡) = −Re (𝑑12, 𝐸⃗(𝑡))𝜎𝑥 − Im (𝑑12, 𝐸⃗(𝑡))𝜎𝑦

ΩRe(𝑡) = −2Re (𝑑12, 𝐸⃗(𝑡)), ΩIm(𝑡) = −2Im (𝑑12, 𝐸⃗(𝑡))

Л. Мандель, Э. Вольф. Оптическая когерентность и
квантовая оптика. Физматлит М., 2000. Разедл 15.3
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2-уровневая система во внешнем поле

𝐸⃗(𝑡) = 𝑒⃗ℰ𝑒−𝑖𝜔1𝑡 + 𝑐.𝑐.

В случае циркулярно-поляризованной волны 𝑒⃗ = 1√
2
(𝑒⃗1 + 𝑖𝑒⃗2) и

для переходов ∆𝑚 = ±1 (дипольный момент имеет вид
𝑑12 = |𝑑12| 1√

2
(𝑒⃗1 + 𝑖𝑒⃗2)). Кроме того, ℰ = |ℰ|𝑒𝑖𝜙.

ΩRe(𝑡) = −2(Re 𝑑12, 𝐸⃗(𝑡)) = −2|𝑑12||ℰ| cos(𝜔1𝑡− 𝜙)

ΩIm(𝑡) = −2(Im 𝑑12, 𝐸⃗(𝑡)) = −2|𝑑12||ℰ| sin(𝜔1𝑡− 𝜙)

Частота Раби
Ω = 2|𝑑12||ℰ|
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2-уровневая система во внешнем поле

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ =

⎛⎝ 0 −𝜔0 −Ω sin(𝜔1𝑡− 𝜙)
𝜔0 0 Ω cos(𝜔1𝑡− 𝜙)

Ω sin(𝜔1𝑡− 𝜙) −Ω cos(𝜔1𝑡− 𝜙) 0

⎞⎠
⏟  ⏞  

𝐺(𝑡)

𝑣⃗

— зависящее от времени уравнение Блоха.
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2-уровневая система во внешнем поле

Переход во вращающуюся систему координат (из
представления Шредингера)

𝜌ℎ(𝑡) ≡ 𝑒𝑖ℎ𝑡𝜌(𝑡)𝑒−𝑖ℎ𝑡, 𝑋ℎ(𝑡) = 𝑒𝑖ℎ𝑡𝑋𝑒−𝑖ℎ𝑡

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[𝐻, 𝜌(𝑡)]+

∑︁
𝑗

(︂
𝐶𝑗𝜌(𝑡)𝐶†

𝑗 −
1

2
𝐶†
𝑗𝐶𝑗𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝐶†

𝑗𝐶𝑗

)︂

𝑑

𝑑𝑡
𝜌ℎ(𝑡) ≡ 𝑖ℎ𝑒𝑖ℎ𝑡𝜌(𝑡)𝑒−𝑖ℎ𝑡 + 𝑒𝑖ℎ𝑡

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡)𝑒−𝑖ℎ𝑡 − 𝑖𝑒𝑖ℎ𝑡𝜌(𝑡)𝑒−𝑖ℎ𝑡ℎ =

= −𝑖[𝐻ℎ(𝑡) − ℎ, 𝜌ℎ(𝑡)]+

+
∑︁
𝑗

(︂
(𝐶𝑗)ℎ(𝑡)𝜌ℎ(𝑡)(𝐶𝑗)

†
ℎ(𝑡) − 1

2
(𝐶𝑗)

†
ℎ(𝑡)(𝐶𝑗)ℎ(𝑡)𝜌ℎ(𝑡) − 1

2
𝜌ℎ(𝑡)(𝐶𝑗)

†
ℎ(𝑡)(𝐶𝑗)ℎ(𝑡)

)︂
⏟  ⏞  

𝒟ℎ(𝜌(𝑡))
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2-уровневая система во внешнем поле

𝐻𝑑(𝑡) = −1

2
Ω(𝑒−𝑖(𝜔1𝑡−𝜙)𝜎+ + 𝑒𝑖(𝜔1𝑡−𝜙)𝜎−)

𝐻0 =
1

2
𝜔0𝜎𝑧 = 𝜔0𝜎+𝜎− − 𝜔0

2
𝐼

Положим
ℎ = 𝜔1𝜎+𝜎−

Тогда
𝑒𝑖ℎ𝑡𝜎±𝑒

−𝑖ℎ𝑡 = 𝑒±𝑖𝜔1𝑡𝜎±

𝑒𝑖ℎ𝑡𝐻0𝑒
−𝑖ℎ𝑡 = 𝜔0𝑒

𝑖𝜔1𝑡𝜎+𝜎−𝑒
−𝑖𝜔1𝑡 − 𝜔0

2
𝐼 = 𝐻0

𝑒𝑖ℎ𝑡𝐻𝑑(𝑡)𝑒−𝑖ℎ𝑡 = −1

2
Ω(𝑒𝑖𝜙𝜎+ + 𝑒−𝑖𝜙𝜎−)

𝐻ℎ − ℎ = (𝜔0 − 𝜔1)𝜎+𝜎− − 𝜔0

2
𝐼 − 1

2
Ω(𝑒𝑖𝜙𝜎+ + 𝑒−𝑖𝜙𝜎−)
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2-уровневая система во внешнем поле
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−𝑖𝜔1𝑡 − 𝜔0

2
𝐼 = 𝐻0

𝑒𝑖ℎ𝑡𝐻𝑑(𝑡)𝑒−𝑖ℎ𝑡 = −1

2
Ω(𝑒𝑖𝜙𝜎+ + 𝑒−𝑖𝜙𝜎−)

𝐻ℎ − ℎ = (𝜔0 − 𝜔1)𝜎+𝜎− − 𝜔0

2
𝐼 − 1

2
Ω(𝑒𝑖𝜙𝜎+ + 𝑒−𝑖𝜙𝜎−)
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2-уровневая система во внешнем поле
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1

2
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2
𝐼
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2
Ω(𝑒𝑖𝜙𝜎+ + 𝑒−𝑖𝜙𝜎−)

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



2-уровневая система во внешнем поле

Таким образом, во вращающейся система координат

𝑑

𝑑𝑡
𝜌ℎ(𝑡) = −𝑖[∆𝜔𝜎+𝜎− − 1

2
Ω(𝑒𝑖𝜙𝜎+ + 𝑒−𝑖𝜙𝜎−), 𝜌ℎ(𝑡)]

∆𝜔 = 𝜔0 − 𝜔1 — расстройка. Если ∆𝜔 = 0, то переход во
вращающуюся систему координат соответствует переходу в
представление взаимодействия ℎ = 𝐻0.
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2-уровневая система во внешнем поле

Уравнения Блоха во вращающейся системе координат

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ℎ =

⎛⎝ 0 −∆𝜔 Ω sin(𝜙)
∆𝜔 0 Ω cos(𝜙)

−Ω sin(𝜙) −Ω cos(𝜙) 0

⎞⎠
⏟  ⏞  

𝐺ℎ

𝑣⃗ℎ

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ℎ(𝑡) = [𝜔⃗ℎ, 𝑣⃗ℎ(𝑡)], 𝜔⃗ℎ = (−Ω cos𝜙,Ω sin𝜙,∆𝜔)𝑇 .
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2-уровневая система во внешнем поле

Окончательный ответ в представлении Шредингера имеет вид

𝑣⃗(𝑡) = 𝑒−𝑡[𝜔⃗1×· ]𝑒𝑡[𝜔⃗ℎ×· ]𝑣⃗0

𝜔⃗1 = (0, 0,− 𝜔1)
𝑇 , 𝜔⃗ℎ = (−Ω cos𝜙,Ω sin𝜙,∆𝜔)𝑇

Упражнение. Пусть ∆𝜔 = 0, 𝜙 = 0.
Вычислите 𝑒−𝑡[𝜔⃗1×· ]𝑒𝑡[𝜔⃗ℎ×· ].
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре

Бозонный резервуар (фононы, фотоны) при обратной
температуре 𝛽

𝒟(𝜌) =𝛾0(𝑁 + 1)

(︂
𝜎−𝜌𝜎+ − 1

2
𝜎+𝜎−𝜌−

1

2
𝜌𝜎+𝜎−

)︂
+

+ 𝛾0𝑁

(︂
𝜎+𝜌𝜎− − 1

2
𝜎−𝜎+𝜌−

1

2
𝜌𝜎−𝜎+

)︂
,

где 𝑁 = 1
𝑒𝛽𝜔0−1

— распределение Бозе-Эйнштейна на частоте
перехода.

А где химический потенциал?
𝜇 = 0 для фотонов и фононов.
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре

Отметим, что 𝒟ℎ(𝜌) = 𝒟(𝜌) при ℎ = 𝜔0𝜎+𝜎−. Поэтому от
члена вида ℎ = 𝜔0𝜎+𝜎− можно избавиться перейдя во
вращающуюся систему координат:

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = 𝒟(𝜌)

Уравнение Блоха:
𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = 𝐺𝑣⃗ + 𝑏⃗

𝐺 =

⎛⎝−𝛾
2 0 0

0 −𝛾
2 0

0 0 −𝛾

⎞⎠ , 𝑏⃗ =

⎛⎝ 0
0

−𝛾0

⎞⎠ , 𝛾 = (2𝑁 + 1)𝛾0

Упражнение. Проверить, что это действительно так.

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре

Решение линейного ОДУ:
𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = 𝐺𝑣⃗ + 𝑏⃗

𝑣⃗ = 𝑒𝐺𝑡𝑣⃗0 +
𝑒𝐺𝑡 − 𝐼

𝐺
𝑏⃗

(Данное выражение можно сделать осмысленным и при
det𝐺 = 0.)

Стационарное решение:

𝐺𝑣⃗𝑠𝑡 + 𝑏⃗ = 0

𝑣⃗𝑠𝑡 = −𝐺−1⃗𝑏

Решение в терминах стационарного решения

𝑣⃗ = 𝑒𝐺𝑡(𝑣⃗0 − 𝑣⃗𝑠𝑡) + 𝑣⃗𝑠𝑡

𝑣⃗ − 𝑣⃗𝑠𝑡 = 𝑒𝐺𝑡(𝑣⃗0 − 𝑣⃗𝑠𝑡)
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре

В данном случае:

𝑒𝐺𝑡 =

⎛⎝𝑒−
𝛾
2
𝑡 0 0

0 𝑒−
𝛾
2
𝑡 0

0 0 𝑒−𝛾𝑡

⎞⎠ , 𝑣⃗𝑠𝑡 =

⎛⎝ 0
0

−𝛾0
𝛾

⎞⎠

𝜌st =

⎛⎝1−𝛾0
𝛾

2 0

0
1+

𝛾0
𝛾

2

⎞⎠
Отношение населённостей

1 − 𝛾0
𝛾

1 + 𝛾0
𝛾

=
1 − 1

2𝑁+1

1 + 1
2𝑁+1

=
𝑁

𝑁 + 1
=

1
𝑒𝛽𝜔0−1
1

𝑒𝛽𝜔0−1
+ 1

=
1

1 + 𝑒𝛽𝜔0 − 1
= 𝑒−𝛽𝜔0

— соответствует распределению Гиббса.
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре

Решение

𝑣⃗ =

⎛⎜⎝ 𝑣0𝑥𝑒
− 𝛾

2
𝑡

𝑣0𝑦𝑒
− 𝛾

2
𝑡

𝑣0𝑧𝑒
−𝛾𝑡 − (1 − 𝑒−𝛾𝑡)𝛾0𝛾

⎞⎟⎠

Нарисуем динамику в плоскости 𝑣𝑥 − 𝑣𝑧:

𝑒−
𝛾
2
𝑡 =

𝑣𝑥
𝑣0𝑥

𝑣𝑧 =

(︂
𝑣0𝑧 +

𝛾0
𝛾

)︂
𝑒−𝛾𝑡 − 𝛾0

𝛾
=

(︂
𝑣0𝑧 +

𝛾0
𝛾

)︂
𝑣2𝑥
𝑣20𝑥

− 𝛾0
𝛾

— парабола с минимумом в точке
(︁

0,−𝛾0
𝛾

)︁
.

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре

(𝑣0𝑥, 𝑣0𝑧)

−𝛾0
𝛾

𝑣𝑧

𝑣𝑥
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2-уровневая система в бозонном равновесном резервуаре

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = −𝑖[𝜔0𝜎+𝜎−, 𝜌] + 𝒟(𝜌)
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Чистая дефазировка 2-уровневой системы

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = −1

2
[[𝜌,𝐶], 𝐶], 𝐶 = (⃗𝑎, 𝜎⃗), 𝑎⃗ ∈ R3

[[𝜌, 𝐶], 𝐶] = 𝑖[([𝑣⃗ × 𝑎⃗], 𝜎⃗), (⃗𝑎, 𝜎⃗)] =

= −2([[𝑣⃗ × 𝑎⃗] × 𝑎⃗], 𝜎⃗) = −2(⃗𝑎(⃗𝑎,𝑣⃗) − 𝑣⃗|⃗𝑎|2, 𝜎⃗)

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = 2(⃗𝑎(⃗𝑎,𝑣⃗) − |⃗𝑎|2𝑣⃗)

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



Чистая дефазировка 2-уровневой системы

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = 2(⃗𝑎(⃗𝑎,𝑣⃗) − |⃗𝑎|2𝑣⃗)

𝑑

𝑑𝑡
(⃗𝑎, 𝑣⃗) = 0

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = −2|⃗𝑎|2𝑣⃗ + 2𝑎⃗(⃗𝑎,𝑣⃗0)

𝑣⃗ = 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡𝑣⃗0 + (1 − 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡)
𝑎⃗(⃗𝑎,𝑣⃗0)

|⃗𝑎|2

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



Чистая дефазировка 2-уровневой системы

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = 2(⃗𝑎(⃗𝑎,𝑣⃗) − |⃗𝑎|2𝑣⃗)

𝑑

𝑑𝑡
(⃗𝑎, 𝑣⃗) = 0

𝑑

𝑑𝑡
𝑣⃗ = −2|⃗𝑎|2𝑣⃗ + 2𝑎⃗(⃗𝑎,𝑣⃗0)

𝑣⃗ = 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡𝑣⃗0 + (1 − 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡)
𝑎⃗(⃗𝑎,𝑣⃗0)

|⃗𝑎|2

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



Чистая дефазировка 2-уровневой системы

𝑣⃗ = 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡𝑣⃗0 + (1 − 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡)
𝑎⃗(⃗𝑎,𝑣⃗0)

|⃗𝑎|2

Если 𝑎⃗ =
√
𝛾ph(0, 0, 1), то

−1

2
[[𝜌,𝐶], 𝐶] = 𝛾ph(𝜎𝑧𝜌𝜎𝑧 − 𝜌)

𝑣⃗ = 𝑒−2𝛾ph𝑡𝑣⃗0 + (1 − 𝑒−2𝛾ph𝑡)𝑃𝑧 𝑣⃗0, 𝑃𝑧 = 𝑒𝑧𝑒
𝑇
𝑧

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



Чистая дефазировка 2-уровневой системы

𝑣⃗ = 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡𝑣⃗0 + (1 − 𝑒−2|⃗𝑎|2𝑡)
𝑎⃗(⃗𝑎,𝑣⃗0)

|⃗𝑎|2

Если 𝑎⃗ =
√
𝛾ph(0, 0, 1), то

−1

2
[[𝜌,𝐶], 𝐶] = 𝛾ph(𝜎𝑧𝜌𝜎𝑧 − 𝜌)

𝑣⃗ = 𝑒−2𝛾ph𝑡𝑣⃗0 + (1 − 𝑒−2𝛾ph𝑡)𝑃𝑧 𝑣⃗0, 𝑃𝑧 = 𝑒𝑧𝑒
𝑇
𝑧

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



Чистая дефазировка 2-уровневой системы

(𝑣0𝑥, 𝑣0𝑧)

𝑣𝑧

𝑣𝑥

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр



Чистая дефазировка 2-уровневой системы

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 = −𝑖[𝜔0𝜎+𝜎−, 𝜌] + 𝛾ph(𝜎𝑧𝜌𝜎𝑧 − 𝜌)

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 5 Теретёнков Александр


