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Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû â Zd äëÿ ìîäóëÿ ïðîåêöèè íà ôèêñèðîâàííûé

âåêòîð. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ðàçíûå àâòîðû îáû÷íî îáîçíà÷àþò îñíîâíûå îáúåêòû, êàñàþùèåñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé
â ñëó÷àéíîé ñðåäå, íåìíîãî ïî-ðàçíîìó. Ïîýòîìó, äàáû íå âîçíèêàëî ïóòàíèöû, ïðèâåäåì îáî-
çíà÷åíèÿ, êîòîðûõ ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ.

Ω îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñðåä, îòäåëüíóþ ñðåäó îáû÷íî áóäåì îáîçíà÷àòü ω.
Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå îáîçíà÷àåì (Xn).
P xω � ìåðà íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé â ôèêñèðîâàííîé ñðåäå ω ñ óñëîâèåì P xω (X0 = x) = 1.
P � ìåðà íà ïðîñòðàíñòâå ñðåä.
Ìåðà Px îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìåð P è P xω (ò.å. Px(F×G) =

∫
F

P xω (G)P (dω)).

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áëóæäàíèÿ ïî Zd è ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñðåäà ÿâëÿåòñÿ i.i.d.
Ìåðà P íà ñðåäàõ íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 (êîíñòàíòà

ýëëèïòè÷íîñòè), ò.÷. P -ï.â. ω(x, x+ e) > ε äëÿ âñåõ x ∈ Zd, |e|=1.
Ïðåäïîëîæåíèå ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè íåìíîãî óïðîùàåò ïîñëåäóþùåå èçëîæåíèå

(ñì. [1, ñòð. 25�34]), îäíàêî ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, òðåáóÿ ëèøü ω(x, x+
e) > 0.

Äëÿ äàííîãî âåêòîðà l ∈ Rd\{0} îáîçíà÷èì: Al := { lim
n→∞

Xnl =∞}; Tu := inf{n ≥ 0|Xnl ≥ u},
D := inf{n ≥ 0|Xnl < X0l}, H(x) := inf{n ≥ 0|Xnl = x}. Èíòåðïðåòàöèÿ êàæäîãî èç îáîçíà÷åíèé
íå íóæäàåòñÿ â êîììåíòàðèÿõ.

Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû.

Äàííûé ðàçäåë â îñíîâíîì áóäåò îïèðàòüñÿ íà ðàáîòó [2, ñòð. 3�5].
Òåîðåìà (Çàêîí 0 èëè 1). Po(Al ∪A−l) ∈ {0, 1}.
Çàìå÷àíèå. Ïðè d = 2 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Po(Al) ∈ {0, 1} (ñì. [2]), òî åñòü èìååò ìåñòî

çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû íå òîëüêî äëÿ ìîäóëÿ, íî è äëÿ ñàìîé ïðîåêöèè íà ôèêñèðîâàííûé
âåêòîð.

Ïðè d > 2 åñòü íåýëëèïòè÷åñêèé êîíòðïðèìåð äëÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
Âîïðîñ î òîì, ñïðàâåäëèâ ëè çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû â òàêîì âèäå ïðè d > 2 è ïðåäïîëî-

æåíèè ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû:
Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî l ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì áàçèñíûì âåêòîðîì e1, íî ìû

áóäåì ïðîñòî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî le1 > 0.
Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ ëåììà.
Ëåììà 1. Po(]{n ≥ 0|Xnl ≥ u} =∞, Tv =∞) = 0.
Ñìûñë ëåììû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áëóæäàíèå íå ìîæåò áåñêîíå÷íî ÷àñòî ïîñåùàòü

ïîëîñó è ïðè ýòîì íå âûõîäèòü çà îäíó èç åå ãðàíèö.
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ëåììû:
Â ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè î÷åâèäíî, îäíàêî â

îáùåì ñëó÷àå îíî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî òåõíè÷åñêèì.
×åðåç S := {x|u ≤ xl < v} îáîçíà÷èì ïîëîñó.
Çàôèêñèðóåì N ∈ N, äëÿ êîòîðîãî (x+Ne1)l ≥ v äëÿ âñåõ x ∈ S.
Ïîñêîëüêó åñëè áëóæäàíèå áåñêîíå÷íî ÷àñòî ïîñåùàåò S, òî ëèáî íåêîòîðûå òî÷êè ïîñåùà-

þòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ëèáî ïîñåùàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê, ëèáî âûïîëíåíî è òî, è
òî. Ïîýòîìó
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Po(]{n ≥ 0|Xnl ≥ u} =∞, Tv =∞) ≤
∑
x∈S

Po(]{n ≥ 0|Xn = x} =∞, Tv =∞)+

+ Po(]{x ∈ S|H(x) <∞} =∞, Tv =∞).

Äîêàæåì, ÷òî îáà ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ.
à) Ïåðâîå ñëàãàåìîå.
Ôèêñèðóåì x ∈ S. Ââåäåì σ0 := H(x), σk := inf{n > σk−1 +N |Xn = x}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî P oω(]{n ≥ 0|Xn = x} =∞, Tv =∞) ≤ inf

k≥1
P oω(σk < Tv).

Èñïîëüçóÿ ñòðîãî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî, ïîëó÷àåì P oω(σk < Tv) ≤ P oω(σk−1 < Tv)P
x
ω (N < Tv).

Áåðÿ inf, èìååì inf
k≥1

P oω(σk < Tv) ≤ inf
k≥1

P oω(σk < Tv)P
x
ω (N < Tv).

Íî P xω (N < Tv) ≤ 1− ω(x, x+ e1) . . . ω(x+ (N − 1)e1, x+Ne1) < 1.
Çíà÷èò, inf

k≥1
P oω(σk < Tv) = 0, îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå.

á) Âòîðîå ñëàãàåìîå.
Äëÿ y ∈ Zd−1 ââåäåìMy := {z = (x, y)|z ∈ S}; τ0 := H(S), τk := inf{n > τk−1 +N |∃y ∈ Zd−1 :

n = H(My)}.
Òîãäà

Po(]{x ∈ S|H(x) <∞} =∞, Tv =∞) ≤ inf
k≥1

Po(τk < Tv) ≤ inf
k≥1

∑
x

E[P oω(τk−1 < Tv, Xτk−1
= x)P xω (N < Tv)] ≤

≤ inf
k≥1

∑
x

E[P oω(τk−1 < Tv, Xτk−1
= x)(1 − ω(x, x + e1) . . . ω(x + (N − 1)e1, x + Ne1))]

Ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈My ïåðâûé ñîìíîæèòåëü, ñòîÿùèé ïîä ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì, çàâèñèò òîëüêî îò ω(z, ·) ñ z /∈ My è zl < v, à âòîðîé òîëüêî îò ω(z, ·) ñ z ∈ My

èëè zl ≥ v, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäíåå íå ïðåâîñõîäèò ( inf
k≥1

Po(τk−1 < Tv))(1 − [E(ω(0, e1))]N ) <

inf
k≥1

Po(τk < Tv), îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå.

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.
Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû:
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Po(Al) > 0.
Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Po(D =∞) > 0.
Ðàññìîòðèì ñîáûòèå Ol, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî Xnl ìåíÿåò çíàê áåñêîíå÷íî ÷àñòî.
Äîêàæåì, ÷òî Po(Ol) = 0.
Ïóñòü M := sup

n
Xnl. Ïî ëåììå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Po(O∞l ) = 0 äëÿ O∞l := Ol ∩ {M =

∞}.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå ìîìåíòû: S0 := 0, Rk := inf{n ≥ Sk|Xnl < 0}, Sk+1 :=

inf{n ≥ Rk|Xnl > max
m<n

Xml}. Íà O∞l âñå îíè êîíå÷íû.

Â ìîìåíò Sk áëóæäàíèå âûõîäèò â íîâóþ äëÿ íåãî ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, ñðåäà â êîòîðîé
íå çàâèñèò îò òîé, êîòîðàÿ áûëà ðàíüøå. Ïîýòîìó ó áëóæäàíèÿ åñòü øàíñ Po(D = ∞) òóäà íå
âåðíóòüñÿ. Îòñþäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì Po(Rk <∞) ≤ Po(D <∞)k. Óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷-
íîñòè, ïîëó÷àåì Po(O∞l ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè Po(Al) > 0, òî Po(Ol) = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Po(Al∪A−l) < 1. Òîãäà íàéäåòñÿ v > 0, ò.÷. áåñêîíå÷íî ÷àñòîå ïîñåùåíèå

ïîëîñû {x| − v ≤ xl ≤ v} èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü. Îòñþäà ïî ëåììå Po(Ol) > 0, à
çíà÷èò Po(Al) = 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è Po(A−l) = 0.

�

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â ñëó÷àéíîé ñðåäå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
íåòðèâèàëüíûì óòâåðæäåíèåì. Ïî ñóùåñòâó îí ñîñòîèò èç äâóõ îòäåëüíûõ ÷àñòåé: áàëëèñòè-
÷åñêîãî è íåáàëëèñòè÷åñêîãî ñëó÷àåâ, âåñüìà ðàçëè÷íûõ ïî ñïîñîáó äîêàçàòåëüñòâà. Ïåðâûé
ðàçáèðàåòñÿ â îðèãèíàëüíîé ñòàòüå [3], âòîðîé â [4], íà êîòîðûå ìû è áóäåì îïèðàòüñÿ äàëåå. Â
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÷óòü áîëåå ñæàòîì è íåìíîãî ïåðåðàáîòàííîì âèäå çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë òàêæå ìîæíî íàéòè â
[1, ñòð. 28�34].

Òåîðåìà (Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë). Ñóùåñòâóþò íåñëó÷àéíûå âåêòîðû vl è v−l, ò.÷.

lim
n→∞

Xnl

n
= vl1Al

+ v−l1A−l
Po-ï.í.

Ñëåäñòâèå. Åñëè Po(Al) ∈ {0, 1} äëÿ âñåõ l ∈ Rd \ {0}, òî ñóùåñòâóåò íåñëó÷àéíûé âåêòîð

v, ò.÷. lim
n→∞

Xn

n
= v Po-ï.í.

Ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç òåîðåìû, ïðèìåíåííîé êî âñåì áàçèñíûì âåêòîðàì.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, âîïðîñ, âñåãäà ëè âåðíà ïîñûëêà ñëåäñòâèÿ, íà äàííûé ìîìåíò

îòêðûò.
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû:
Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l = e1.
Êàê è àíîíñèðîâàëîñü, äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç ðàçáîðà äâóõ âåñüìà ðàçíûõ ñëó÷àåâ.
I) Po(Al ∪A−l) = 1 (áàëëèñòè÷åñêèé ñëó÷àé).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Po(Al) > 0.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: S0 := 0, M0 := X0l; Sk+1 := TMk+1, Rk+1 := D ◦ θSk+1

+

Sk+1, Mk+1 := sup{Xml|0 ≤ m ≤ Rk+1} (k ≥ 0), ãäå θ îáîçíà÷àåò ñäâèã ïî âðåìåíè.
Ïî íèì îïðåäåëèì K := inf{k ≥ 1|Sk < ∞, Rk = ∞}, τ1 := Sk. τ1 íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì

âîññòàíîâëåíèÿ. Ïîñëå τ1 (Xnl) óæå íå çàõîäèò ëåâåå Xτ1 l.
Äàëåå îïðåäåëèì τk+1 := τk(X·) + τ1(Xτk+· − Xτk) � ìîìåíòû, êîãäà áëóæäàíèå çàõîäèò â

íîâîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ïîñëå ÷åãî èç íåãî íå âûõîäèò.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Po(Al ∩ {τk =∞}) = 0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü Qo(·) := Po(·|Al).
Ìîæíî ïîêàçàòü (âûêëàäêè îïóñêàåì, ïîäðîáíîñòè ñì. â [3, ñòð. 1858-1859] èëè â [1, ñòð.

30]), ÷òî îòíîñèòåëüíî Qo: (Xτ2 − Xτ1 , τ2 − τ1), . . . , (Xτk+1
− Xτk , τk+1 − τk), . . . ÿâëÿþòñÿ i.i.d.-

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Qo(Xτ2−Xτ1 ∈ C1, τ2−τ1 ∈
C2) = Po(Xτ1 ∈ C1, τ1 ∈ C2|{D =∞}).

Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíà òåõíè÷åñêàÿ ëåììà (äîêàçàòåëüñòâî ñì. òàì æå).

Ëåììà 2 (Öåðíåð). Eo(Xτ1 l|{D =∞}) =
1

Po(D =∞)
.

Ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë:
τk
k
→ Eo(τ1|{D =∞}) (≤ ∞),

Xτk l

k
→ Eo(Xτ1 l|{D =∞}) (<∞ è 6= 0 ïî Ëåììå Öåðíåðà) Qo-ï.í.

Äàëåå íåîáõîäèìî ðàçîáðàòü äâà âàðèàíòà:
à) Eo(τ1|{D =∞} <∞.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (km), ò.÷. τkm ≤ Tm < τkm+1.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ τk: Xτkm

l ≤ XTm l < Xτkm+1
.

Äåëÿ íà km è áåðÿ m→∞, ïîëó÷àåì
km
m
→ 1

Eo(Xτ1 l|{D =∞})
(Qo-ï.í.)

Îòñþäà
Tm
m
→ Eo(τ1|{D =∞})

Eo(Xτ1 l|{D =∞})
(Qo-ï.í.), ÷òî âìåñòå ñî ñëåäóþùåé ëåììîé è àíàëîãè÷-

íûìè ðàññóæäåíèÿìè íà A−l äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ëåììà 3. Åñëè
Tn
n
→ α <∞, òî

Xn

n
→ 1

α
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìîæíî íàéòè â ïåðâîì äîêëàäå.
á) Eo(τ1|{D =∞} =∞.
Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (km), ò.÷. τkm ≤ m < τkm+1.

Òîãäà
km
m
→ 0. Îòñþäà

Xml

m
≤
Xτkm+1

l

km + 1
· km + 1

m
→ 0 (Qo-ï.í.)

Òàê êàê lim
m→∞

Xml

m
≥ 0 (ïîñêîëüêó íà Al: τ1 < ∞), òî lim

m→∞

Xml

m
= 0 (Qo-ï.í.), ÷òî è

äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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II) Po(Al ∪A−l) = 0 (íåáàëëèñòè÷åñêèé ñëó÷àé).

Äîêàæåì, ÷òî lim
n→∞

Xnl

n
= 0.

Ðàññìîòðèì Hm := {z|zl = m}; τom := Tm, τ
i+1
m := min{n > τ im|Xnl = m}.

Ôèêñèðóåì L ∈ N.
Îïðåäåëèì hm,L := sup

i≥0
{τ im − τom|τ im < Tm+L} � âðåìÿ ìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì äî ïîïà-

äàíèÿ â m+L ïîñåùåíèÿìè Hm.

Äëÿ c > 0 îïðåäåëèì FM,L :=
]{0 ≤ m ≤M |hm,L ≤ c}

M + 1
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Po( lim
n→∞

Xnl

n
> 0) > 0.

Òîãäà ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåòñÿ c > 0, äëÿ êîòîðîãî Po( lim
L→∞

lim
M→∞

FM,L(c) > 0) > 0.

Ïðè hm,L ≤ c òî÷êà ïîñëåäíåãî äî Tm+L ïîñåùåíèÿ Hm íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå c
îò XTm è ïîñåùàåòñÿ íå áîëåå c ðàç. Òàêèì îáðàçîì, íàéäóòñÿ z ∈ H0, |z| ≤ c è r, 1 ≤ r ≤ c òàêèå,
÷òî r-îå ïîñåùåíèå XTm+z ïðîèñõîäèò äî ìîìåíòà Tm+L, ïîñëå ÷åãî áëóæäàíèå óæå íå ïîïàäàåò
â Hm. Ïîñëåäíåå ñîáûòèå îáîçíà÷èì B1

m,L(z, r).

Ïîñêîëüêó FM,L(c) ≤ 1

M + 1

∑
z∈H0,|z|≤c

c∑
r=1

M∑
m=0

1B1
m,L(z,r), íàéäóòñÿ z è r (òåïåðü ñ÷èòàåì èõ

çàôèêñèðîâàííûìè), ÷òî Po( lim
L→∞

lim
M→∞

1

M + 1

M∑
m=0

1B1
m,L(z,r) > 0) > 0.

Ñîáûòèÿ {B1
m,L(z, r)}m íå íåçàâèñèìû, è ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãíóòü ê íåêîìó òðþêó.

Ïîñòðîèì íåçàâèñèìûå êîïèè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé Y y· , íà÷èíàþùèåñÿ èç âñåõ òî÷åê (ïðè

ôèêñèðîâàííîé ñðåäå). Äðóãèìè ñëîâàìè, îïðåäåëèì P̃ oω := P oω ⊗
⊗
y∈Zd

P yω íà (Zd)N × ((Zd)N)Z
d

;

P̃o := P × P̃ oω.
ÏîëîæèìB2

m,L(z, r) := {r-îå ïîïàäàíèå â XTm+z ïðîèñõîäèò óæå ïîñëå Tm+L è D(Y
XTm+z
· ) ≥

Tm+L(Y
XTm+z
· )}.

Bm,L(z, r) := B1
m,L(z, r)

⋃
B2
m,L(z, r).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì i ≤ L− 1 ñîáûòèÿ {BjL+i,L(z, r)}+ j íåçàâèñèìû

è P̃o(BjL+i,L(z, r)) = Po(D ≥ TL).
Òàê êàê B1 ∈ B, òî

0 < P̃o( lim
L→∞

lim
M→∞

1

M + 1

M∑
m=0

1Bm,L(z,r) > 0) = P̃o( lim
L→∞

lim
M→∞

1

M + 1

L−1∑
i=0

[M/L]∑
j=0

1BjL+i,L(z,r) > 0)

Ïðèìåíÿÿ ê âíóòðåííåé ñóììå çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, ïîëó÷àåì
Po(D =∞) = lim

L→∞
Po(D ≥ TL) > 0.

Íî ïî ëåììå 1: Po(Al) ≥ Po(D =∞) > 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò lim
n→∞

Xnl

n
≤ 0 (Po-ï.í.).

Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ (−l), ïðèõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
�
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