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Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà äëÿ êðèâûõ

Ïóñòü L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C, îïðåäåëåííîé íàä ïîëåì k. Òîãäà
ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà

χ(C, L) = dimkH
0(C, L) − dimkH

1(C, L)

ðàâíà (òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà):

χ(C, L) = deg(L) − g(C) + 1 ,

ãäå deg(L) � ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ, è g(C) � ðîä êðèâîé.
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Ìóëüòèïëèêàòèâíûé èíâàðèàíò

Ïîìèìî �àääèòèâíîãî èíâàðèàíòà�, ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè
ðàññëîåíèÿ, ìîæíî ðàññìîòðåòü �ìóëüòèïëèêàòèâíûé
èíâàðèàíò�

det(C, L) =
max∧
k

H0(C, L) ⊗k

(
max∧
k

H1(C, L)
)∗

,

êîòîðûé åñòü 1-ìåðíîå k-âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Áîëåå èíòåðåñíî ðàññìàòðèâàòü ýòîò èíâàðèàíò äëÿ ñåìåéñòâà
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ íàä áàçîé è ðàññëîåíèÿ íà ýòîì
ñåìåéñòâå.
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Ñåìåéñòâî êðèâûõ

Ïóñòü π : X → S � ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ
íàä áàçîé S, è E � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X.
Äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ S ðàññìîòðèì 1-ìåðíîå k-âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî det

(
π−1(p), E|π−1(p)

)
. Ñåìåéñòâî 1-ìåðíûõ

k-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

p 7−→ det
(
π−1(p), E|π−1(p)

)

ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ detRπ∗E íà áàçå S.

Ââåäåì ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà ñåìåéñòâå X:

ω = ωX/S = T∗X/π∗(T∗S) ,
ãäå T∗X è T∗S � ðàññëîåíèÿ, äâîéñòâåííûå ê êàñàòåëüíûì
ðàññëîåíèÿì.
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Òåîðåìà Äåëèíÿ�Ðèìàíà�Ðîõà

Òåîðåìà Äåëèíÿ�Ðèìàíà�Ðîõà (ñôîðìóëèðîâàííàÿ â
îêîí÷àòåëüíîì ôóíêòîðèàëüíîì âèäå Ï. Äåëèíåì â 1987 ã.,
ïîñëå îòíîñèòåëüíîé òåîðåìû Ãðîòåíäèêà-Ðèìàíà-Ðîõà) äëÿ
ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ E íà ñåìåéñòâå êðèâûõ π : X → S
óòâåðæäàåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé
íà áàçå S:

(detRπ∗E)⊗12 ≃ ⟨E , E⟩⊗6 ⊗ ⟨E , ω⟩⊗−6 ⊗ ⟨ω, ω⟩

Çäåñü ⟨·, ·⟩ � ñêîáêà Äåëèíÿ, êîòîðàÿ êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì
ñòðîèò ïî äâóì ëèíåéíûì ðàññëîåíèÿì L è M íà ñåìåéñòâå X
ëèíåéíîå ðàññëîåíèå ⟨L,M⟩ íà áàçå S. Ïðè ýòîì,

⟨O(D1), O(D2)⟩ ≃ O(π∗(D1 · D2))
äëÿ äèâèçîðîâ D1 è D2 â îáùåì ïîëîæåíèè íà ñåìåéñòâå X.
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Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé

Òåîðåìà Äåëèíÿ�Ðèìàíà�Ðîõà ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ êàê
ðàâåíñòâî äâóõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà ïðîñòðàíñòâå (ñòåêå)
ìîäóëåé ïàð (C, L), ãäå C � ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ, L �
ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà êðèâîé C.

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M,
ïàðàìåòðèçóþùåå îáúåêòû (C, L, x, t, e), ãäå C � ïðîåêòèâíàÿ
êðèâàÿ, L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà êðèâîé C, x � ãëàäêàÿ
òî÷êà íà êðèâîé C, t � ôîðìàëüíûé ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â
òî÷êå x, e � òðèâèàëèçàöèÿ ðàññëîåíèÿ L â ôîðìàëüíîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x.
Íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé M äåéñòâóåò ïî÷òè ñâîáîäíî è
òðàíçèòèâíî ãðóïïà (ãðóïïîâàÿ èíä-ñõåìà) G, ñâÿçàííàÿ ñ
ôîðìàëüíûì ïðîêîëîòûì äèñêîì.
Ýëåìåíòû ãðóïïû G �ïåðåêëåèâàþò� êðèâóþ è ðàññëîåíèå â
ïðîêîëîòîé ôîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x.
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Ôîðìàëüíûé ïðîêîëîòûé äèñê

Ãðóïïà G � ýòî ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû îáðàòèìûõ
ôóíêöèé íà ôîðìàëüíîì ïðîêîëîòîì äèñêå è ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî äèñêà.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü êîììóòàòèâíîå êîëüöî A, êîòîðîå åñòü
êîëüöî ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà áàçå S, òî ãðóïïà (A-òî÷åê)
G(A) îïèñûâàåòñÿ òàê:

G(A) = A((t))∗ ⋊ AutA((t)) ,

ãäå A((t))∗ � ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà ðÿäîâ
Ëîðàíà A((t)) íàä êîëüöîì A, è AutA((t)) � ãðóïïà
íåïðåðûâíûõ A-àâòîìîðôèçìîâ A-àëãåáðû A((t)) (â
t-àäè÷åñêîé òîïîëîãèè).
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Äåòåðìèíàíòíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå

ãðóïïû G
Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Äåëèíÿ�Ðèìàíà�Ðîõà åñòü óòâåðæäåíèå
ïðî ðàâåíñòâî äâóõ öåíòðàëüíûõ ðàñøèðåíèé ãðóïïû G ïðè
ïîìîùè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Gm, ãäå Gm(A) = A∗.

Îäíî èç íèõ, äåòåðìèíàíòíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå,

1 −→ Gm −→ G̃ −→ G −→ 1

îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîé G̃(A), êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ïàð
(g, s), ãäå g ∈ G(A), è s ïîðîæäàåò ñëåäóþùèé ñâîáîäíûé
A-ìîäóëü ðàíãà 1:

HomA

(
max∧
A

(g(A[[t]])/tlA[[t]]),
max∧
A

(A[[t]]/tlA[[t]])
)
,

ãäå ÷èñëî l óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ tlA[[t]] ⊂ (g(A[[t]]) ∩ A[[t]]).
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Äåòåðìèíàíòíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå
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∪-ïðîèçâåäåíèÿ 1-êîöèêëîâ
Äðóãîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ïðèõîäèò èç ∪-ïðîèçâåäåíèÿ
1-êîöèêëîâ. Ïóñòü

λi : G(A) −→ A((t))∗ , i = 1, 2

ãðóïïîâûå 1-êîöèêëû, ãäå ãðóïïà G(A) äåéñòâóåò íà ãðóïïå
A((t))∗ ÷åðåç ãîìîìîðôèçì â ãðóïïó AutA((t)).
Îïðåäåëèì 2-êîöèêë ãðóïïû G(A) ñî çíà÷åíèåì â ãðóïïå A∗:

⟨λ1, λ2⟩ = CC ◦ (λ1 ∪ λ2) ,

ãäå λ1 ∪ λ2 � îòîáðàæåíèå èç G(A) × G(A) â A((t))∗ ⊗Z A((t))∗,
è

CC : A((t))∗ ⊗Z A((t))∗ −→ A∗

åñòü ñèìâîë Êîíòó-Êàððåðà, ñâÿçàííûé ñ àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèåé, àðèôìåòèêîé è àëãåáðàè÷åñêîé K-òåîðèåé.
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Ñïåöèàëüíûå 1 è 2-êîöèêëû

Èìåþòñÿ ñïåöèàëüíûå 1-êîöèêëû Λ è Ω íà ãðóïïå G(A) ñî
çíà÷åíèÿìè â ãðóïïå A((t))∗:

Λ((h, φ)) = h è Ω((h, φ)) = dφ(t)/dt = φ(t)′ ,

ãäå (h, φ) ∈ G(A) = A((t))∗ ⋊ AutA((t)).

Èç íèõ ïîëó÷àåì ñïåöèàëüíûå 2-êîöèêëû íà ãðóïïå G ñ
êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå Gm (íà ãðóïïå G(A) ñ
êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå A∗):

⟨Λ, Λ⟩ , ⟨Λ, Ω⟩ , ⟨Ω, Ω⟩ .
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Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Äåëèíÿ�Ðèìàíà�Ðîõà

Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Äåëèíÿ�Ðèìàíà�Ðîõà (ïîëó÷åííàÿ ìíîé)
óòâåðæäàåò, ÷òî (ïîñëå îãðàíè÷åíèÿ íà Q-àëãåáðû A) êëàññ
èçîìîðôèçìà 12-îé ñòåïåíè äåòåðìèíàíòíîãî öåíòðàëüíîãî
ðàñøèðåíèÿ G̃ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì èçîìîðôèçìà öåíòðàëüíîãî
ðàñøèðåíèÿ, çàäàííîãî ñëåäóþùèì 2-êîöèêëîì ãðóïïû G ñ
êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå Gm (â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè):

⟨Λ, Λ⟩6 · ⟨Λ, Ω⟩−6 · ⟨Ω, Ω⟩ .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íå èñïîëüçóåò ãëîáàëüíóþ
òåîðåìó Äåëèíÿ�Ðèìàíà�Ðîõà, à èñïîëüçóåò òåõíèêó ðàáîòû ñ
êîëüöàìè A((t)), à òàêæå ÿâíûå âû÷èñëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
âòîðûõ êîãîìîëîãèé àëãåáðû Ëè ãðóïïû G, èç êîòîðûõ, â
÷àñòíîñòè, âèäíà ïðè÷èíà ïîÿâëåíèÿ �çàãàäî÷íûõ�
êîýôôèöèåíòîâ 12, 6 è −6 â òåîðåìå Äåëèíÿ�Ðèìàíà�Ðîõà.
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