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Îáîçíà÷åíèÿ

Îáîçíà÷åíèÿ:

• k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå.

• G � ñâÿçíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî àôôèííàÿ) àëãåáðàè÷åâñêàÿ
ãðóïïà íàä k (èëè âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà Ëè).

• G � ïîäëåæàùåå ìíîãîãîáðàçèå ãðóïïû G

• Aut(X ) � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ (äèôôåîìîðôèçìîâ)
àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (äèôôåðåíöèðóåìîãî
ìíîãîîáðàçèÿ) X .

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Îñíîâíîé âîïðîñ

Ïîñêîëüêó ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà â G ïî îïðåäåëåíèþ
ñîãëàñîâàíà ñ òîïîëîãèåé ìíîãîîáðàçèÿ G , äîëæíà
ñóùåñòâîâàòü çàâèñèìîñòü ìåæäó G è G .
Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó:

Âîïðîñ

Â êàêîé ìåðå ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà G îïðåäåëÿåòñÿ ïî G?

ßâíî èëè íåÿâíî ýòîò âîïðîñ äàâíî ðàññìàòðèâàëñÿ â
ëèòåðàòóðå, â ÷àñòíîñòè, â êëàññè÷åñêèõ ïóáëèêàöèÿõ À. Âåéëÿ,
Ê. Øåâàëëå, À. Áîðåëÿ, À. Ãðîòåíäèêà, Ì. Ðîçåíëèõòà, Ì.
Ëàçàðà, . . .

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð: àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ

ßðêèì êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì çàâèñèìîñòè ãðóïïîâîé
ñòðóêòóðû îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñò ïîäëåæàùåãî ãðóïïîâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðìà:

Òåîðåìà (Ê. Øåâàëëå, À. Âåéëü)

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé

ïîäëåæàùåå ìíîãîîáðàçèå G ïðîåêòèâíî (ò.å. G � àáåëåâî

ìíîãîîáðàçèå). Òîãäà ãðóïïà G êîììóòàòèâíà.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð: òåîðåìà Ì. Ëàçàðà

Äðóãîé êëàññè÷åñêèé ïðèìåð:

Ïðèìåð

Ê. Øåâàëëå (1950): G óíèïîòåíòíà =⇒ G = An,

Ì. Ëàçàð (1955): G óíèïîòåíòíà ⇐= G = An

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Óíèïîòåíòíûå ãðóïïû è ðåäóêòèâíûå ãðóïïû

Äëÿ ñâÿçíûõ óíèïîòåíòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï çàâèñèìîñòü
ìåæäó G è G ñëàáàÿ:

Ïðè n > 7 âîçìîæíûå ñòðóêòóðû (àâòîìàòè÷åñêè

óíèïîòåíòíûõ) àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íà An çàâèñÿò îò

ïàðàìåòðîâ (ìîäóëåé).

Ïðîòèâîïîëîæíûì ïîëþñîì ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûå ïîëóïðîñòûå
àëãåáîðàè÷åñêèå ãðóïïû:

Èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ÷èñëî

îäíîñâÿçíûõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ëþáîãî ðàíãà r
(îíè êëàññèôèöèðóþòñÿ äèàãðàììàìè Äûíêèíà ñ r
âåðøèíàìè). Èõ öåíòðû êîíå÷íû. Ïîýòîìó èìååòñÿ òîëüêî

êîíå÷íîå ÷èñëî ñâÿçíûõ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï ëþáîãî ðàíãà (à

ïîòîìó è ëþáîé ðàçìåðíîñòè).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Âîïðîñ

Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðèíöèïèàëüíîìó âîïðîñó î
åäèíñòâåííîñòè:

Âîïðîñ

Åñëè íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå îáëàäàåò

ñòðóêòóðîé ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû,

ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ñòðóêòóðà åäèíñòâåííîé (ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà)?

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îòâåò îòðèöàòåëüíûé:

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð íååäèíñòâåííîñòè

Ïðèìåð

Ïóñòü G = GLn, n > 2. Åå öåíòð Z = {diag(t, . . . , t) | t ∈ k×}
ñâÿçåí.

Ïóñòü H := Z × D, ãäå D = [G ,G ] = SLn. Åå öåíòð

Z ∩ D = {diag(t, . . . , t) | tn = 1} íåñâÿçåí.
Ïîýòîìó ãðóïïû G è H íåèçîìîðôíû.

Îäíàêî ìíîãîîáðàçèÿ G è H èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

H → G , (diag(t, . . . , t),A) 7→ diag(t, 1, . . . , 1) · A

� èçîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé (íî íå ãðóïï!), ïîñêîëüêó

G → H, B 7→ (diag(det(B), . . . , det(B)), (1/ det(B), 1, . . . , 1)·B)

ÿâëÿåòñÿ åãî îáðàòíûì.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Îáùèé ñëó÷àé

Ýòîò ïðèìåð îêàçûâàåòñÿ ïðîÿâëåíèåì îáùåãî ôåíîìåíà.
À èìåííî, ïóñòü

G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà,
D := [G ,G ] (ýòî ñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà),
Z � êîìïîíåíòà åäèíèöû öåíòðà ãðóïïû G (ýòî
àëãåáðàè÷åñêèé òîð).

Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû D × Z è G ìîãóò îêàçàòüñÿ
íåèçîìîðôíûìè. À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé:

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• D × Z è G are èçîìîðôíû;

• D ∩ Z = {e};
• èçîãåíèÿ D ×Z → G , (d , z) 7→ dz , ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Îáùèé ñëó÷àé

Îäíàêî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïîäëåæàùèå ìíîãîîáðàçèÿ ýòèõ ãðóïï âñåãäà èçîìîðôíû:

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóåò òàêîå âëîæåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ι : Z ↪→ G ,
÷òî îòîáðàæåíèå

D × Z → G , (d , z) 7→ d ·ι(z),

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (íî, â
îáùåì ñëó÷àå, íå ãîìîìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï).

Ïðèìåð

Åñëè G = GLn, òî Z = {diag(t, . . . , t) | t ∈ k×} è

ι : Z ↪→ G , diag(t, . . . , t) 7→ diag(t, 1, . . . , 1).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Âîïðîñ Á. Êóíÿâñêîãî

Ýòî îòâå÷àåò íà âîïðîñ Á. Êóíÿâñêîãî:

Ñëåäñòâèå

Ìíîãîîáðàçèÿ G è Z × D èçîìîðôíû.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïîëå k è òîïîëîãèÿ

Ïðîäîëæàÿ îáñóæäåíèå âîïðîñà î òîì
â êàêîé ìåðå ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà G îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì G , ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ìíîãîîáðàçèÿ G , â
ñâÿçè ñ ÷åì

äàëåå ìû ñ÷èòàåì, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ÷òî k = C.

Ïî ïðèíöèïó Ëåôøåöà ñôîðìóëèðîâàííûå íèæå ðåçóëüòàòû
ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî (àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî) ïîëÿ k
íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.

Òîïîëîãè÷åêèå òåðìèíû äàëåå îòíîñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêîé
õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèè (à íå ê òîïîëîãèè Çàðèññêîãî).
Ðàññìàòðèâàåìûå ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè ñ÷èòàþòñÿ
ñèíãóëÿðíûìè.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ñâîéñòâà G , îïðåäåë¼ííûå ñâîéñòâàìè G

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî àôôèííàÿ) àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãðóïïà.

Òåîðåìà (Ê. Øåâàëëå)

G ñîäåðæèò íàèáîëüøóþ ñâÿçíóþ íîðìàëüíóþ àôôèííóþ

ïîäãðóïïó Gaff , à ãðóïïà G/Gaff ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì

ìíîãîîáðàçèåì.

Îïðåäåëåíèå (Ì. Ðîçåíëèõò)

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ òîðîèäàëüíîé (ñîâðåìåííûé òåðìèí:

ïîëóàáåëåâûì ìíîãîîáðàçèåì), åñëè Gaff ÿâëÿåòñÿ òîðîì.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïîëóàáåëåâûõ
ìíîãîîáðàçèé

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íà ïîëå k íå íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèé.

Òåîðåìà (Êðèòåðèé ïîëóàáåëåâîñòè)

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G
ýêâèâàëåíòíû:

• G ÿâëÿåòñÿ ïîëóàáåëåâûì ìíîãîîáðàçèåì;

• G íå ñîäåðæèò ïîäìíîãîîáðàçèé, èçîìîðôíûõ àôôèííîé

ïðÿìîé A1.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Îáîçíà÷åíèå: èíâàðèàíò units(X )

Îáîçíà÷åíèå:

• X � íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

• k[X ]× � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà îáðàòèìûõ ðåãóëÿðíûõ
ôóíêöèé íà X .

Òåîðåìà (Ì. Ðîçåíëèõò)

k[X ]×/k× ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé ñâîáîäíîé àáåëåâîé

ãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå

units(X ) := rank(k[X ]×/k×).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ñâîéñòâà units(X )

Òåîðåìà (Ì. Ðîçåíëèõò)

• Åñëè X è Y � íåïðèâîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ, òî

units(X × Y ) = units(X ) + units(Y ).

• Åñëè G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî

units(G ) = rank
(
Hom(G ,Gm)

)
.

Òåîðåìà

Åñëè G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî

(i) units(G ) 6 dim(G );

(ii) ðàâåíñòâî â (i) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ òîðîì.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Îáîçíà÷åíèå: èíâàðèàíò mh(X)

Îïðåäåëåíèå

mh(X ) := max{d ∈ Z>0 | Hd(G ,Q) 6= 0}.

Ñâîéñòâî:

Åñëè X � íåîñîáîå àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî

mh(X ) 6 dim(X ).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



dim(Radu(G )) è dim(Rad(G )) âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ
ñâîéñòâ G

Òåîðåìà (Î ðàçìåðíîñòÿõ ðàäèêàëîâ)

Åñëè G � ñâÿçíàÿ àôôèííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî

dim(Radu(G )) = dim(G )−mh(G ),

dim(Rad(G )) = dim(G )−mh(G ) + units(G ).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Êðèòåðèé ðåäóêòèâíîñòè G â òåðìèíàõ ñâîéñòâ G

Òåîðåìà (Êðèòåðèé ðåäóêòèâíîñòè)

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñâÿçíîé àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé

ãðóïïû G ýêâèâàëåíòíû:

• G ðåäóêòèâíà;

• dim(G ) = mh(G ).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Êðèòåðèé ïîëóïðîñòîòû G â òåðìèíàõ ñâîéñòâ G

Òåîðåìà (Êðèòåðèé ïîëóïðîñòîòû)

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñâÿçíîé àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé

ãðóïïû G ýêâèâàëåíòíû:

• G ïîëóïðîñòà;

• dim(G ) = mh(G )− units(G ).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðåäûäóùèå òåîðåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñâîéñòâà ñâÿçíîé
àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû áûòü ðåäóêòèâíîé èëè
ïîëóïðîñòîé âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
åå ïîäëåæàùåãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îáîáùàåò òåîðåìó Ì. Ëàçàðà è
ïîêàçûâàåò, ÷òî òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ñâîéñòâà ñâÿçíîé
àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû áûòü ðàçðåøèìîé.

Â íåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå

Îáîçíà÷åíèå:

An
∗ îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ìíîãîîáðàçèÿ

A1 \ {0} (ïðÿìàÿ ñ âûêîëîòîé òî÷êîé).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè G â òåðìèíàõ ñâîéñòâ G

Òåîðåìà (Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè)

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñâÿçíîé àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé

ãðóïïû S ýêâèâàëåíòíû:

• S ðàçðåøèìà;

• mh(S) = units(S);

• ñóùåñòâóþò òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà t, r ∈ Z, ÷òî S
èçîìîðôíî At

∗ ×Ar ; ïðè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè t = units(S).

Åñëè ýòè ñâîéñòâà âûïîëíåíû, òî

units(S) � ýòî ðàçìåðíîñòü ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ â S , à

dim(Ru(S)) = dim(S)− units(S).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Êðèòåðèé óíèïîòåíòíîñòè G â òåðìèíàõ ñâîéñòâ G

Òåîðåìà (Êðèòåðèé óíèïîòåíòíîñòè)

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñâÿçíîé àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé

ãðóïïû G ýêâèâàëåíòíû:

• G óíèïîòåíòíà;

• mh(G ) = units(G ) = 0;

• G èçîìîðôíî Adim(U).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Êðèòåðèé òîðè÷íîñòè G â òåðìèíàõ ñâîéñòâ G

Òåîðåìà (Êðèòåðèé òîðè÷íîñòè)

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñâÿçíîé àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé

ãðóïïû G ýêâèâàëåíòíû:

• G ÿâëÿåòñÿ òîðîì;

• dim(G ) = units(G );

• G èçîìîðôíî Adim(G)
∗ .

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ðàçëè÷íûå ãðóïïîâûå ñòðóêòóðû íà îäíîì è òîì æå

ìíîãîîáðàçèè

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïîëóàáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ

Äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ãðóïï èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîñòü:

Òåîðåìà

Ïóñòü G1 è G2 � àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, îäíà èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ ïîëóàáåëåâûì ìíîãîîáðàçèåì. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

ýêâèâàëåíòíû:

• G1 è G2 � èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû;

• G1 è G2 � èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Òîðû è àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ

Ñëåäñòâèå

Èçîìîðôíîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ

ëèáî òîð, ëèáî àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå, ýêâèâàëåíòíà

èçîìîðôíîñòè èõ ïîäëåæàùèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ýòî, â ÷àñòíîñòè, äàåò ñëåäóþùåå äàâíî èçâåñòíîå
óòâåðæäåíèå:

Ñëåäñòâèå (À. Âåéëü, 1948)

Àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà

èçîìîðôíû èõ ïîäëåæàùèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Êîììóòàòèâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

Ïîëóàáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ êîììóòàòèâíû. Åñëè char(k) = 0,
òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà (G. A. Dill, 2021)

Ïóñòü char(k) = 0 è ïóñòü G1 à G2 � ñâÿçíûå êîììóòàòèâíûå

àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• G1 è G2 � èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû;

• G1 è G2 � èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Çàìå÷àíèå

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè char(k) > 0 ñóùåñòâóþò
íåèçîìîðôíûå êîììóòàòèâíûå ñâÿçíûå óíèïîòåíòíûå
àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè (è ïîòîìó ñ
èçîìîðôíûìè ïîäëåæàùèìè ìíîãîîáðàçèÿìè). Ïîýòîìó â
ïðåäûäóùåé òåîðåìå óñëîâèå char(k) = 0 ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííûì.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ðåäóêòèâíûå ãðóïïû

Õîòÿ, êàê îáúÿñíåíî âûøå,
äëÿ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï åäèíñòâåííîñòü íå èìååò ìåñòà,
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ íèõ
íååäèíñòâåííîñòü âåñüìà îãðàíè÷åíà.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ìàñèìàëüíûå ðåäóêòèâíûå ïîäãðóïïû

Òåîðåìà

Ïóñòü G1 è G2 � ñâÿçíûå àôôèííûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, à

Ri � ìàêñèìàëüíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â

Gi , i = 1, 2.

Åñëè àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ G1 è G2 èçîìîðôíû, òî

• R1 è R2 � ñâÿçíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû,

• Lie(R1) è Lie(R2) � èçîìîðôíûå àëãåáðû Ëè.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ðåäóêòèâíûå ãðóïïû

Òåîðåìà

Ïóñòü R � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà.

(a) Åñëè G � òàêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, ÷òî G è R �

èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, òî

• G ñâÿçíà è ðåäóêòèâíà, à

Lie (R) è Lie (G ) � èçîìîðôíûå àëãåáðû Ëè;

• åñëè R ïîëóïðîñòà è îäíîñâÿçíà, òî

R è G � èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû.

(b) (Òåîðåìà êîíå÷íîñòè) Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà

ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî

òàêèõ àëãåáðàè÷åcêèõ ãðóïï G , ÷òî
àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ G è R èçîìîðôíû.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Äîêàçàòåëüñòâî â (b) îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé îáùåé
òåîðåìå êîíå÷íîñòè äëÿ ðåäóêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï
(íå îáÿçàòåëüíî ïîëóïðîñòûõ è íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûõ), â
êîòîðîé íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà õàðàêòåðèñòèêó ïîëÿ k
íå íàêëàäûâàåòñÿ:

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Òåîðåìà êîíå÷íîñòè äëÿ ðåäóêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï

Òåîðåìà F

Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë d > 0 è c > 0 òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ

ðåäóêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï G , ÷òî

dimG = d è [G : G 0] = c .

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Òåîðåìà êîíå÷íîñòè äëÿ êîðíåâûõ äàííûõ (root data)

Ïðèëîæåíèå 1: Ïîñêîëüêó ñâÿçíûå ðåäóêòèâíûå
àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû êëàññèôèöèðóþòñÿ ñâîèìè êîðíåâûìè
äàííûìè (root data), èç òåîðåìû F âûòåêàåò

Òåîðåìà

Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò òîëüêî

êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåâûõ äàííûõ (root data) ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Òåîðåìà êîíå÷íîñòè äëÿ êîìïàêòíûõ âåùåñòâåííûõ
ãðóïï Ëè

Ïðèëîæåíèå 2: Ââèäó ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ðåäóêòèâíûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè è êîìïàêòíûìè âåùåñòâåííûìè
ãðóïïàìè Ëè, çàäàâàåìîãî ïåðåõîäîì ê êîìïàêòíîé
âåùåñòâåííîé ôîðìå, èç òåîðåìû F âûòåêàåò

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë d > 0 è c > 0 òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ

êîìïàêòíûõ âåùåñòâåííûõ ãðóïï Ëè K , ÷òî

dimK = d è [K : K 0] = c.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Î òåîðåìå F

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äîñòàâëÿåò êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá
íàõîæäåíèÿ âñåõ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) óêàçàííûõ â
ýòîé òåîðåìå ãðóïï G , à òàêæå ïîëó÷èòü îöåíêè ñâåðõó íà èõ
÷èñëî. Òî æå îòíîñèòñÿ ê êîìïàêòíûì âåùåñòâåííûì ãðóïïàì
Ëè K .

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð: d 6 7, c = 1 (êëàññèôèêàöèÿ ñâÿçíûõ
ðåäóêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ðàçìåðíîñòè 6 7

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå
r(d) îáîçíà÷àåò ÷èñëî êëàññîâ èçîìîðôíûõ
ñâÿçíûõ ðåäóêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï
ðàçìåðíîñòè d ïðè char k 6= 2:

d 1 2 3 4 5 6 7

r(d) 1 1 3 4 4 8 12

Íèæå óêàçàíû ïðåäñòàâèòåëè ýòèõ êëàññîâ.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð: êëàññèôèêàöèÿ ñâÿçíûõ ðåäóêòèâíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ðàçìåðíîñòè d 6 7

d ñâÿçíûå ðåäóêòèâíûå ãðóïïû ðàçìåðíîñòè d

1 k∗

2 (k∗)2

3 (k∗)3, SL2, PSL2

4 (k∗)4, k∗ × SL2, k
∗ × PSL2,

(k∗ × SL2)/C , ãäå C = 〈(−1, diag(−1,−1))〉
5 (k∗)5, (k∗)2 × SL2, (k

∗)2 × PSL2,
((k∗)2 × SL2)/C , ãäå C = 〈((1,−1), diag(−1,−1))〉

6 (k∗)6, (k∗)3 × SL2, (k
∗)3 × PSL2,

((k∗)3 × SL2)/C , ãäå C = 〈((1, 1− 1), diag(−1,−1))〉
SL2 × SL2, SL2 × PSL2, PSL2 × PSL2,
P(SL2 × SL2) := (SL2 × SL2)/C ,

ãäå C = 〈(diag(−1,−1),diag(−1,−1))〉

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð: êëàññèôèêàöèÿ ñâÿçíûõ ðåäóêòèâíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ðàçìåðíîñòè d 6 7

d ñâÿçíûå ðåäóêòèâíûå ãðóïïû ðàçìåðíîñòè d

7 (k∗)7, (k∗)4 × SL2, (k
∗)4 × PSL2

((k∗)4 × SL2)/C , ãäå C = 〈((1, 1, 1,−1), diag(−1,−1))〉,
k∗ × SL2 × SL2, k

∗ × SL2 × PSL2, k
∗ × PSL2 × PSL2,

(k∗ × SL2 × SL2)/C , ãäå C = 〈(−1,diag(−1,−1),diag(1, 1))〉,
(k∗ × SL2 × SL2)/C , ãäå C = 〈(−1,diag(−1,−1),diag(−1,−1))〉,
(k∗ × SL2 × PSL2)/C , ãäå C = 〈(−1,diag(−1,−1), diag(1, 1))〉,
k∗ × P(SL2 × SL2),
(k∗ × P(SL2 × SL2))/C , ãäå C=〈(−1, g)〉,

g = π(diag(−1,−1), diag(1, 1)),
π : SL2 × SL2 → P(SL2 × SL2)
� ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Íåïîëóïðîñòûå ðåäóêòèâíûå ãðóïïû è ïîëóïðîñòûå
ãðóïïû

Ïåðâàÿ òåîðåìà ýòîãî äîêëàäà äàåò ñïîñîá ñòðîèòü
íåèçîìîðôíûå ñâÿçíûå ðåäóêòèâíûå íåïîëóïðîñòûå
àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû ñ èçîìîðôíûìè ïîäëåæàùèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè. Íî îíà íå äàåò ñïîñîáà ñòðîèòü ïîëóïðîñòûå
ãðóïïû ñ ýòèì ñâîéñòâîì.

Îäíàêî íåèçîìîðôíûå ñâÿçíûå ïîëóïðîñòûå ãðóïïû
ñ èçîìîðôíûìè ïîäëåæàùèìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñóùåñòâóþò.
Íèæå óêàçàí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé èõ ñòðîèòü (â ýòîé
êîíñòðóêöèè íå íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèé íà õàðàêòåðèñòèêó
ïîëÿ k).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Îáîçíà÷åíèÿ

Îáîçíà÷åíèÿ:

• A � ñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà
(êîìïàêòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà Ëè).

• G := An := A× · · · × A (n ñîìíîæèòåëåé).

• Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà n ñî ñâîáîäíîé ñèñòåìîé
îáðàçóþùèõ x1, . . . , xn.

• Åñëè w ∈ Fn è g = (a1, . . . , an) ∈ G , ai ∈ A, òî w(g) �
îáðàç w ïðè ãîìîìîðôèçìå ãðóïï Fn → A, xj 7→ aj .

• Åñëè σ ∈ Aut(Fn), òî

σ̂ : G → G , g 7→
(
σ(x1)(g), . . . , σ(xn)(g)

)
.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ñâîéñòâà σ̂

Ñâîéñòâà σ̂:

(a) σ̂ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì (äèôôåîìîðôèçìîì)
ìíîãîîáðàçèÿ G , íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ
àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G .

(b) Îãðàíè÷åíèå σ̂ íà öåíòð C (G ) ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ
àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû C (G ).

(ñ) Åñëè C � ïîäãðóïïà â C (G ), òî, ââèäó (b), ìîæíî
ðàññìîòðåòü äâà äåéñòâèÿ ãðóïïû C íà àëãåáðàè÷åñêîì
(äèôôåðåíöèðóåìîì) ìíîãîîáðàçèè G :

c(g) :=

{
cg äëÿ ïåðâîãî äåéñòâèÿ,

σ̂(c)g äëÿ âòîðîãî äåéñòâèÿ
c ∈ C , g ∈ G .

(d) îòîáðàæåíèå σ̂ : G → G ÿâëÿåòñÿ C -ýêâèâàðèàíòíûì,
åñëè íà ëåâîé êîïèè G ðàññìàòðèâàòü ïåðâîå äåéñòâèå
ãðóïïû C , à íà ïðàâîé êîïèè � âòîðîå.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Êîíñòðóêöèÿ íåèçîìîðôíûõ ñâÿçíûõ ïîëóïðîñòûõ
àëàãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ñ èçîìîðôíûìè ïîäëåæàùèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè

Èç ñâîéñòâà (d) è óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ôàêòîðîâ ñëåäóåò,
÷òî àâòîìîðôèçì σ̂ ìíîãîîáðàçèÿ G ñïóñêàåòñÿ äî
èçîìîðôèçìà (äèôôåîìîðôèçìà) σ̂C ôàêòîðîâ
ïî óêàçàííûì äåéñòâèÿì:

G

��

σ̂ // G

��
G/C

σ̂C // G/σ̂(C )

.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Êîíñòðóêöèÿ íåèçîìîðôíûõ ñâÿçíûõ ïîëóïðîñòûõ
àëàãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ñ èçîìîðôíûìè ïîäëåæàùèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè

Ò. î., G/C è G/σ̂(C ) � ñâÿçíûå ïîëóïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå

ãðóïïû (êîìïàêòíûå âåùåñòâåííûå ãðóïïû Ëè) ñ èçîìîðôíûìè
(äèôôåîìîðôíûìè) ïîäëåæàùèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû (âåùåñòâåííûå
ãðóïïû Ëè) G/C è G/σ̂(C ) èçîìîðôíûìè íå ÿâëÿþòñÿ.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Êîíñòðóêöèÿ íåèçîìîðôíûõ ñâÿçíûõ ïîëóïðîñòûõ
àëàãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ñ èçîìîðôíûìè ïîäëåæàùèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè

À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé:

Òåîðåìà (Êðèòåðèé èçîìîðôíîñòè G/C è G/σ̂(C ))

Åñëè ãðóïïà G (ýêâèâàëåíòíî, A) îäíîñâÿçíà, òî ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

(i) G/C è G/σ̂(C ) � èçîìîðôíûå ïîëóïðîñòûå

àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû (êîìïàêòíûå âåùåñòâåííûå
ãðóïïû Ëè);

(ii) ãðóïïû C è σ̂(C ) ëåæàò â îäíîé îðáèòå åñòåñòâåííîãî

äåéñòâèÿ ãðóïïû Aut(G ) íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäãðóïï

ãðóïïû C (G ).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Êîíñòðóêöèÿ íåèçîìîðôíûõ ñâÿçíûõ ïîëóïðîñòûõ
àëàãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ñ èçîìîðôíûìè ïîäëåæàùèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè

Çàìå÷àíèå. Äåéñòâèå ãðóïïû Aut(G ) íà ìíîæåñòâå âñåõ
ïîäãðóïï ãðóïïû C (G ) ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ ãðóïïû Out(G ),
êîòîðàÿ èçîìîðôíà ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ñõåìû Äûíêèíà
ãðóïïû G .

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð

Ïðèìåð

• Ïóñòü A � îäíîñâÿçíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà

(êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè) ñ íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì C (A).
• Ïóñòü n = 2, ò.å.

G = A× A. (1)

• Ïóñòü σ ∈ Aut(F2) îïðåäåëåí ðàâåíñòâàìè

σ(x1) = x1, σ(x2) = x1x
−1
2

• Ïóñòü S � íåòðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà â C (A).

Ïîëîæèì

C := {(s, s) | s ∈ S}. (2)

Òîãäà
σ̂(C ) = {(s, e) | s ∈ S}. (3)

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð

Ââèäó ïðîñòîòû A, ýëåìåíòû ãðóïïû Out(G ) îñóùåñòâëÿåò
ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1).
Ýòî, (2) è (3) ïîêàçûâàåò, ÷òî
C è σ̂(C ) íå ëåæàò â îäíîé Out(G )-îðáèòå.

Ïîýòîìó

G/C = (A× A)/C è G/σ̂(C ) = (A/S)× A

� íåèçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû (êîìïàêòíûå
âåùåñòâåííûå ãðóïïû Ëè) c èçîìîðôíûìè
(äèôôåîìîðôíûìè) ïîäëåæàùèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð (àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû)

Âîò êîíêðåòíûé ïðèìåð:

Âîçüìåì A = SLd , d > 2 è S = 〈z〉, ãäå z = diag(ε, . . . , ε) ∈ A,
ε ∈ k � ïðèìèòèâíûé d-é êîðåíü èç 1.

Ýòî äàåò íåèçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

G/C = (SLd × SLd)/〈(z , z)〉 , G/σ̂(C ) = PSLd × SLd ,

ïîäëåæàùèå ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ èçîìîðôíû.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð (àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû)

Åñëè d = 2, òî G = Spin4, G/C = SO4. Ñëåäîâàòåëüíî,

àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

SO4 è PSL2 × SL2

íå èçîìîðôíû, íî èõ ïîäëåæàùèå ìíîãîîáðàçèÿ

SO4 è PSL2 × SL2 èçîìîðôíû.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð (êîìïàêòíûå âåùåñòâåííûå ãðóïïû Ëè)

Âîçüìåì A = SUd è ïóñòü S ÿâëÿåòñÿ òîé æå ãðóïïîé, ÷òî è

âûøå. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

G/C = (SUd × SUd)/C ,

G/σ̂(C ) = PUd × SUd

� íåèçîìîðôíûå êîìïàêòíûå âåùåñòâåííûå ãðóïïû Ëè,

ïîäëåæàùèå ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ

(SUd × SUd)/C è PUd × SUd

äèôôåîìîðôíû.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð (êîìïàêòíûå âåùåñòâåííûå ãðóïïû Ëè)

Çàìå÷àíèå

Ïðè d = pr , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, ýòî óòâåðæäåíèå áûëî
äîêàçàíî â 1965 Ï. Ô. Áàóìîì è Â. Áðàóäåðîì (P. F. Baum,
W. Browder). Îíè âûâåëè íåèçîìîðôíîñòü ãðóïï
(SUd × SUd)/C è PUd × SUd èç íåèçîìîðôíîñòè èõ êîëåö
Ïîíòðÿãèíà H∗((SUd × SUd)/C ,Z/pZ) è H∗(PUd × SUd ,Z/pZ)
(îïèñàíèå ýòèõ êîëåö ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåïðîñòîé çàäà÷åé).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèìåð (êîìïàêòíûå âåùåñòâåííûå ãðóïïû Ëè)

Åñëè d = 2, òî G/C = SO4, G/σ̂(C ) = SO3 × SU2. Ïîýòîìó
êîìïàêòíûå ãðóïïû Ëè

SO4 è SO3 × SU2 . (∗)

íåèçîìîðôíû, íî èõ ïîäëåæàùèå ìíîãîîáðàçèÿ

SO4 è SO3 × SU2 äèôôåîìîðôíû.

Çàìå÷àíèå

Ïðèìåð (∗) èçâåñòåí äàâíî è âîøåë â ó÷åáíèêè: ñì. A. Hatcher,
Algebraic Topology, Cambridge University Press, Cambridge, 2002,
ãäå äèôôåîìîðôèçì ìåæäó SO4 è SO3 × SU2 ñòðîèòñÿ ñ
ïîìîùüþ êâàòåðíèîíîâ.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðîñòûå ãðóïïû

Ïîñòðîåííûå âûøå íåèçîìîðôíûå ñâÿçíûå ïîëóïðîñòûå
àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû (êîìïàêòíûå âåùåñòâåííûå ãðóïïû Ëè)
è èçîìîðôíûìè (äèôôåîìîðôíûìè) ïîäëåæàùèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè íå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Ñëåäóþùèå òåîðåìû
ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî íå ñëó÷àéíî:

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ñâÿçíûå ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

Òåîðåìà

Ïóñòü G1 è G2 � àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, îäíà èç êîòîðûõ

ñâÿçíû è ïðîñòà. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• G1 è G2 � èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû;

• G1 è G2 � èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ñâÿçíûå ïðîñòûå êîìïàêòíûå âåùåñòâåííûå ãðóïïû Ëè

Òåîðåìà

Äâå ñâÿçíûå êîìïàêòíûå âåùåñòâåííûå ïðîñòûå ãðóïïû Ëè

èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ïîäëåæàùèå

ìíîãîîáðàçèÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ïðèëîæåíèå

Óêàçàííàÿ êîíñòðóêöèÿ íåèçîìîðôíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ñ
èçîìîðôíûìè ïîäëåæàùèìè ìíîãîîáðàçèÿìè íàõîäèò
ïðèìåíåíèå ê ñëåäóþùèì âîïðîñàì î ñòðóêòóðå ãðóïï
àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, íàõîäÿùèõñÿ â
ôîêóñå âíèìàíèÿ ñïåöèàëèñòîâ â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå.

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Âîïðîñû

(Q1) Äàíà (àáñòðàêòíàÿ) ãðóïïà S . Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå
àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Z , ÷òî S âêëàäûâàåòñÿ â Aut(Z )?

(Q2) Åñëè äà, òî êàêîâû ñâîéñòâà òàêîãî Z? Ñóùåñòâóþò ëè
òàêèå Z â îïðåäåëåííûõ âûäåëåííûõ êëàññàõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé (íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíûõ)? Êàêîâû
�ýêñòðåìàëüíûå� çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ òàêèõ Z (íàïðèìåð,
ìèíèìóì èõ ðàçìåðíîñòåé)? È ò.ä.

(Q3) Â êàêèå ãðóïïû âêëàäûâàþòñÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé îïðåäåëåííîãî òèïà (íàïðèìåð,
ëèíåéíû ëè îíè)?

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



S = Aut(Fn)

Íèæå ðàññìîòðåí ñëó÷àé S = Aut(Fn).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Îáîçíà÷åíèÿ

Îáîçíà÷åíèÿ:

• G � àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíàÿ è/èëè
àôôèííàÿ),

• G 0 � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû ãðóïïû G ,

• X := G × · · · × G (n ñîìíîæèòåëåé) ñíàáæåíî
àëãåáðàè÷åñêèì äåéñòâèåì ãðóïïû Aut(Fn) (êàê îáúÿñíåíî
âûøå) è ãðóïïû Int(G ) (äèàãîíàëüíî).

• R � òàêàÿ çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Int(G ), äëÿ êîòîðîé
ñóùåñòâóåò êàòåãîðíûé ôàêòîð

πX//R : X → X//R. (∗)

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Îñíîâíûå ïðèìåðû

Äâà îñíîâíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà êàòåãîðíûé ôàêòîð (∗)
ñóùåñòâóåò:

(F) R êîíå÷íà;

(R) G àôôèííà, à R ðåäóêòèâíà.
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Action of S = Aut(Fn) on X//R

Ïîñêîëüêó äåéñòâèÿ ãðóïï S = Aut(Fn) è R íà X êîììóòèðóþò,
äåéñòâèå ãðóïïû S = Aut(Fn) íà X ñïóñêàåòñÿ äî åå
äåéñòâèÿ íà X//R .

Åñëè ýòî ïîñëåäíåå äåéñòâèå ýôôåêòèâíî, ýòî äàåò âëîæåíèå
ãðóïï

Aut(Fn) ↪→ Aut(X//R).

Îñíîâíîé âîïðîñ:

Äëÿ êàêèõ G , n è R ýòî äåéñòâèå ãðóïïû Aut(Fn) íà X//R
ýôôåêòèâíî?
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Ñëó÷àé (F) (ò.å. ãðóïïà R êîíå÷íà)

Òåîðåìà

Åñëè ãðóïïà R êîíå÷íà è n > 2, òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

ýêâèâàëåíòíû:

• Äåéñòâèå ãðóïïà Aut(Fn) íà X//R ýôôåêòèâíî.

• Ãðóïïà G 0 íåðàçðåøèìà.
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Ïðèëîæåíèÿ ê âîïðîñàì (Q1)�(Q3)

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ãðóïïà R êîíå÷íà, ãðóïïà G 0 íåðàçðåøèìà è n > 2.

(a) Ñëåäóþùèå ãðóïïû

• Aut(Fn);
• F2;

• ãðóïïà êîñ Bn ñ n íèòÿìè ïðè n > 3

äîïóñêàþò âëîæåíèå â Aut(X//R).

(b) Ãðóïïà Aut(X//R) íåàìåíàáåëüíàÿ è ïðè n > 3
íåëèíåéíà.

(c) Åñëè ãðóïïà G ñâÿçíà è àôôèííà, à R òðèâèàëüíà, òî

X//R ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ðàöèîíàëüíûì

àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì è ãðóïïà Aut(X//R)
âëîæåíà â ãðóïïó Êðåìîíû ðàíãà n dim(G ).
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Íåðàöèîíàëüíûå X//R

Òåîðåìà

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p 6= char(k) ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
p-ãðóïïà F ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k , à
ι : F ↪→ GL(V ) � òàêîå âëîæåíèå ãðóïï, ÷òî â ι(F ) íåò
íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ öåíòðà ãðóïïû GL(V ) (òàêèå ïàðû
(V , ι) ñóùåñòâóþò äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ãðóïïû F ). Ïóñòü
G = GL(V ), à R � îáðàç ãðóïïû ι(F ) ïðè êàíîíè÷åñêîì

îòîáðàæåíèè GL(V )→ Int(GL(V )). Òîãäà X//R �

íåðàöèîíàëüíîå (äàæå ñòàáèëüíî) àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå,
ñíàáæåííîå ýôôåêòèâíûì äåéñòâèåì ãðóïïû Aut(X//R).

Â. Ë. Ïîïîâ Çàâèñèìîñòü ìåæäó àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï



Ðàöèîíàëüíûå 3n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ X//R

Òåîðåìà

Ïóñòü G = SL2 èëè PSL2, n > 2, char(k) = 0, è ïóñòü ãðóïïà R
êîíå÷íà. Òîãäà X//R � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå 3n-ìåðíîå
ðàöèîíàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå

ýôôåêòèâíûì äåéñòâèå ãðóïïû Aut(X//R).
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Ïðèëîæåíèå ê âîïðîñó (Q2)

Îáîçíà÷åíèå:

Åñëè S � ãðóïïà, îáîçíà÷èì ÷åðåç

vark(S) (ñîîòâåñòâåííî, Cremk(S))

ìèíèìóì ðàçìåðíîñòåé àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé Z
(ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìóì ðàíãîâ ãðóïï Êðåìîíû Cr íàä k),
äëÿ êîòîðûõ S âëîæèìà â Aut(Z ) (ñîîòâåòñòâåííî, â Cr).

Åñëè òàêèõ Z (ñîîòâåòñòâåííî, Cr) íåò, ïîëîæèì

vark(S) =∞ (resp. Cremk(S) =∞).
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Ïðèëîæåíèå ê âîïðîñó (Q2)

Ñëåäñòâèå

Åñëè S = Fn ïðè n > 1 èëè S = Bn ïðè n > 3, òî

vark(S) 6 3n, Cremk(S) 6 3n.

Çàìå÷àíèå

Ýòè îöåíêè ÷èñåë vark(Bn) and Cremk(Bn) íà ïîðÿäîê ëó÷øå
òåõ, êîòîðûå ñëåäóþò èç ðàáîòû D. Krammer, Braid groups are

linear, Annals of Math. 155 (2002), 131�156, â êîòîðîé äîêàçàíà
âëîæèìîñòü ãðóïïû Bn â GLn(n−1)/2.
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