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В прошлой лекции...

В общем случае можно рассмартривать сложный Пуассновский

процесс, тогда

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = ℒ(𝜌𝑡), ℒ(𝜌) =

∫︁
Ω
𝜆(𝑑𝑝)(𝑈𝑝𝜌𝑈

†
𝑝 − 𝜌), 𝜆(𝑑𝑝) > 0,

𝑈𝑝 = 𝑒−
𝑖
2
a𝑇𝐻𝑝a,
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В прошлой лекции...

Утверждение. Пусть

𝑈𝑝 = 𝑒−
𝑖
2
a𝑇𝐻𝑝a,

где 𝐻𝑝 = 𝐻𝑇
𝑝 = 𝐻̃𝑝 ∈ C2𝑛×2𝑛 — непрерывная функция и

⟨⊗𝑀
𝑚=1a⟩0 <∞, тогда:

Динамика моментов определяется формулой

⟨⊗𝑀
𝑚=1a⟩𝑡 = exp

(︂∫︁
Ω
𝜆(𝑑𝑝)(⊗𝑀

𝑚=1𝑆𝑝 − 𝐼(2𝑛)𝑀 )𝑡

)︂
⟨⊗𝑀

𝑚=1a⟩0,

где 𝑆𝑝 = 𝑒𝑖𝐽𝐻𝑝 , ⟨⊗𝑀
𝑚=1a⟩𝑡 ≡ tr (𝜌𝑡 ⊗𝑀

𝑚=1 a), 𝐼(2𝑛)𝑚 — единичная

матрица в C2𝑛 ⊗ · · · ⊗ C2𝑛 = C(2𝑛)𝑚 .
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Квадратичная динамика усреднённая по Пуассоновскому

процессу

Замечание. Можно проверить, что такая динамика не

переводит гауссовские состояния в гауссовские. Это пример,

когда динамика моментов (и как мы увидим далее и

корреляционных функций) считается в более явном виде,

нежели динамика матрицы плотности.
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Квадратичная динамика усреднённая по Пуассоновскому

процессу

По обобщённой регрессионной формуле для упорядоченных по

времени корреляционных функций 𝑡𝑀 > · · · > 𝑡1:

⟨a𝑗𝑀 (𝑡𝑀 ) . . . a𝑗1(𝑡1)⟩ ≡
≡ tr (a𝑗𝑀 exp(ℒ(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1)) . . . a𝑗2 exp(ℒ(𝑡2 − 𝑡1))a𝑗1 exp(ℒ𝑡1)𝜌0)

Лемма.(Переход в представление Гейзенберга)

tr (a𝑗𝑀 exp(ℒ(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1)) . . . a𝑗2 exp(ℒ(𝑡2 − 𝑡1))a𝑗1 exp(ℒ𝑡1)𝜌0) =
= tr 𝜌0𝑒

ℒ*𝑡1((exp(ℒ*(𝑡2 − 𝑡1))((. . . exp(ℒ*(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1))a𝑗𝑀 . . .)a𝑗2))a𝑗1).
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Квадратичная динамика усреднённая по Пуассоновскому

процессу

Утверждение. Если определить

𝐿𝑀,𝑚 ≡
∫︀
Ω 𝜆(𝑑𝑝)(⊗

𝑚
𝑟=1𝑆𝑝 − 𝐼(2𝑛)𝑚)⊗ 𝐼(2𝑛)𝑀−𝑚 , 𝑚 = 1, . . . ,𝑀 ,

то динамика марковских многовременных упорядоченных

корреляционных функций имеет вид

⟨a(𝑡𝑀 )⊗. . .⊗a(𝑡1)⟩ = exp(𝐿𝑀,1(𝑡𝑀−𝑡𝑀−1)) . . . exp(𝐿𝑀,𝑀 𝑡1)⟨⊗𝑀
𝑚=1a⟩0.
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Квадратичная динамика усреднённая по Пуассоновскому

процессу

exp(ℒ*(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1))a𝑗𝑀 = (exp(𝐿1,1(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1))a)𝑗𝑀 .

exp(ℒ*(𝑡𝑀−1 − 𝑡𝑀−2))((exp(ℒ*(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1))a𝑗𝑀 )a𝑗𝑀−1) =

= exp(ℒ*(𝑡𝑀−1 − 𝑡𝑀−2))((exp(𝐿1,1(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1))a)𝑗𝑀 a𝑗𝑀−1) =

= exp(ℒ*(𝑡𝑀−1 − 𝑡𝑀−2))((exp(𝐿1,1(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1))a)⊗ a)𝑗𝑀 𝑗𝑀−1 =

= exp(ℒ*(𝑡𝑀−1 − 𝑡𝑀−2))(exp(𝐿2,1(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1))a⊗ a)𝑗𝑀 𝑗𝑀−1 =

= (exp(𝐿2,1(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1)) exp(ℒ*(𝑡𝑀−1 − 𝑡𝑀−2))(a⊗ a))𝑗𝑀 𝑗𝑀−1 =

= (exp(𝐿2,1(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1)) exp(𝐿2,2(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−2))a⊗ a)𝑗𝑀 𝑗𝑀−1 .
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Квадратичная динамика усреднённая по Пуассоновскому

процессу

Аналогично,

exp(ℒ*𝑡1)((exp(ℒ*(𝑡2 − 𝑡1))((. . . exp(ℒ*(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1))a𝑗𝑀 . . .)a𝑗2))a𝑗1) =

= exp(𝐿𝑀,1(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1)) . . . exp(𝐿𝑀,𝑀 𝑡1)⊗𝑀
𝑚=1 a.

Усредняя по начальной матрице плотности получаем

требуемое.
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Квадратичная динамика усреднённая по Пуассоновскому

процессу

Упражнение. Вычислите ⟨a(𝑡2)⊗ a(𝑡1)⟩ при 𝑡2 < 𝑡1.
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Квадратичная динамика усреднённая по Пуассоновскому

процессу

Утверждение. (Фермионный случай) Пусть

𝑈𝑝 = exp(−(𝑖/2)c𝑇𝐻𝑝c), 𝐻𝑝 = −𝐻𝑇
𝑝 = −𝐻̃𝑝 ∈ C2𝑛×2𝑛,

тогда

1) Динамика моментов определяется формулой

⟨⊗𝑀
𝑚=1c⟩𝑡 = exp

(︂∫︁
Ω
𝜆(𝑑𝑝)(⊗𝑀

𝑚=1𝑂𝑝 − 𝐼(2𝑛)𝑀 )𝑡

)︂
⟨⊗𝑀

𝑚=1c⟩0,

где 𝑂𝑝 = exp(−𝑖𝐸𝐻𝑝), ⟨⊗𝑀
𝑚=1c⟩𝑡 ≡ tr (𝜌𝑡 ⊗𝑀

𝑚=1 c), 𝐼(2𝑛)𝑚 —

единичная матрица в C2𝑛 ⊗ · · · ⊗ C2𝑛 = C(2𝑛)𝑚 .
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Квадратичная динамика усреднённая по Пуассоновскому

процессу

2) Если определить

𝐿𝑀,𝑚 ≡
∫︀
Ω 𝜆(𝑑𝑝)(⊗

𝑚
𝑟=1𝑂𝑝 − 𝐼(2𝑛)𝑚)⊗ 𝐼(2𝑛)𝑀−𝑚 , 𝑚 = 1, . . . ,𝑀 ,

то динамика марковских многовременных упорядоченных

корреляционных функций имеет вид

⟨c(𝑡𝑀 )⊗ . . .⊗ c(𝑡1)⟩ =
= exp(𝐿𝑀,1(𝑡𝑀 − 𝑡𝑀−1)) . . . exp(𝐿𝑀,𝑀 𝑡1)⟨⊗𝑀

𝑚=1c⟩0,

где 𝑡𝑀 > . . . > 𝑡1 > 0.

Yu. A. Nosal, A. E. Teretenkov, “Exact Dynamics of Moments

and Correlation Functions for GKSL Fermionic Equations of

Poisson Type”, Math. Notes, 108:6 (2020), 911–915 , arXiv:

2004.12598.
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Генераторы диффузионного типа

Утверждение. Пусть матрицы плотности 𝜌𝑡 удовлетворяет
уравнению

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = ℒ(𝜌𝑡), ℒ(𝜌) = −1

2

𝑁∑︁
𝑗=1

[𝐶𝑗 ,[𝐶𝑗 , 𝜌]],

где 𝐶𝑗 =
1
2a

𝑇𝐾𝑗a, 𝐾𝑗 = 𝐾𝑇
𝑗 = 𝐾𝑗 ∈ C2𝑛×2𝑛 и ⟨⊗𝑚

𝑙=1a⟩0 <∞,

тогда динамика моментов имеет вид:

⟨⊗𝑚
𝑙=1a⟩𝑡 = exp

(︂
− 𝑡

2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑚∑︁
𝑖,𝑝=1

⊗𝑚
𝑙=1(𝐽𝐾𝑗)

𝛿𝑖𝑙+𝛿𝑝𝑙

)︂
⟨⊗𝑚

𝑙=1a⟩0.

D. D. Ivanov, A. E. Teretenkov, “Dynamics of Moments and

Stationary States for GKSL Equations of Classical Diffusion

Type”, Math. Notes, 112:2 (2022), 318–322 , arXiv:

2203.01472
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Квадратичный генератор

Вновь вернёмся к квадратичному генератору

ℒ𝐻,Γ,𝑓 (𝜌) ≡ −𝑖
[︂
1

2
a𝑇𝐻a+ 𝑓𝑇 a, 𝜌

]︂
+a𝑇𝜌Γ𝑇 a−1

2
a𝑇Γa𝜌−1

2
𝜌 a𝑇Γ𝑇 a,

Определим

𝐵 ≡ 𝐽

(︂
𝑖𝐻 +

Γ𝑇 − Γ

2

)︂
, 𝜙 ≡ 𝑖𝐽𝑓, Ξ ≡ 𝐽Γ𝑇𝐽

Мы будем использовать нижние индексы a, 𝜙, Ξ, чтобы
обозначить номер тензорного сомножителя, которому он

соответствует. Например,

a1a2a3 ≡ a⊗ a⊗ a, a1𝜙2 ≡ a⊗ 𝜙, Ξ12a3 ≡ Ξ⊗ a

и т. д. Более того, мы будем обозначать a{1,2,3} ≡ a1a2a3.
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Уравнения для произвольных моментов

Лемма (обобщённые правила Лейбница). Пусть

ℒ*(𝑋) = 𝑖[𝐻̂,𝑋] +
1

2

∑︁
𝑗

(︁[︁
𝐶†
𝑗 , 𝑋

]︁
𝐶𝑗 + 𝐶†

𝑗

[︁
𝑋,𝐶𝑗

]︁)︁
,

тогда

ℒ*(𝑋𝑌 ) = 𝑋ℒ*(𝑌 ) + ℒ*(𝑋)𝑌 +
∑︁
𝑗

[︁
𝐶†
𝑗 , 𝑋

]︁ [︁
𝑌,𝐶𝑗

]︁
,

ℒ* (𝑋1 . . . 𝑋𝑚) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑋1 . . . 𝑋𝑘−1ℒ* (𝑋𝑘)𝑋𝑘+1 . . . 𝑋𝑚

+
∑︁

16𝑘<𝑙6𝑚

∑︁
𝑗

𝑋1 . . . 𝑋𝑘−1

[︁
𝐶†
𝑗 , 𝑋𝑘

]︁
𝑋𝑘+1 . . . 𝑋𝑙−1

[︁
𝑋𝑙, 𝐶𝑗

]︁
𝑋𝑙+1 . . . 𝑋𝑚.
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Уравнения для произвольных моментов

Утверждение. Пусть матрица плотности 𝜌𝑡 удовлетворяет
уравнению 𝑑

𝑑𝑡𝜌𝑡 = ℒ𝐻𝑡,Γ𝑡,𝑓𝑡(𝜌𝑡) и ⟨a𝐼⟩0 <∞ для всех наборов

индексов 𝐼, тогда

𝑑

𝑑𝑡
⟨a𝐼⟩𝑡 =

(︂∑︁
𝑘∈𝐼

𝐵𝑘(𝑡)

)︂
⟨a𝐼⟩𝑡

+
∑︁
𝑘∈𝐼

𝜙𝑘(𝑡)⟨a𝐼∖{𝑘}⟩𝑡 +
∑︁

𝑝∈𝑃 (𝐼)

Ξ𝑝(𝑡)⟨a𝐼∖𝑝⟩𝑡,

где 𝑃 (𝐼) — множество всех возможных пар индексов из 𝐼,
упорядоченных по возрастанию.

Iu. A. Nosal, A. E. Teretenkov, Higher Order Moments

Dynamics for Some Multimode Quantum Master Equations,

Lobachevskii J. Math., 43:7 (2022), 1726–1739 , arXiv:

2204.02502.
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Динамика произвольных моментов

Пусть 𝐺(𝑡) — решение задачи Коши

𝑑

𝑑𝑡
𝐺(𝑡) = 𝐵(𝑡)𝐺(𝑡), 𝐺(0) = 𝐼2𝑛,

и

𝜓(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏 (𝐺(𝜏))−1𝜙(𝜏), 𝛽𝑝(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏 (𝐺𝑝(𝜏))

−1Ξ𝑝(𝜏),

где 𝑝 — пара индексов (упорядоченных по возрастанию).

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 5 Теретёнков Александр



Динамика произвольных моментов

Как и ранее мы будем использовать нижний индекс 𝑘 для 𝜓𝑘(𝑡)
и 𝐺𝑘(𝑡) для обозначения номера тензорного сомножителя.

И, аналогично, для множество-значных мы определим

𝜓𝐼(𝑡) ≡
∏︁
𝑘∈𝐼

𝜓𝑘(𝑡), 𝐺𝐼(𝑡) ≡
∏︁
𝑘∈𝐼

𝐺𝑘(𝑡),

𝛽𝐼(𝑡) ≡
∑︁

𝐼=𝑝1⊔...⊔𝑝|𝐼|/2

𝛽𝑝1(𝑡) . . . 𝛽𝑝|𝐼|/2(𝑡),

где последняя сумма пробегает все возможные спаривания

индексов из 𝐼, если |𝐼| — чётная, и равна нулю для нечётной

|𝐼|.
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Динамика произвольных моментов

Утверждение.

⟨a𝐼⟩𝑡 = 𝐺𝐼(𝑡)
∑︁

𝐼=𝐼1⊔𝐼2⊔𝐼3

𝜓𝐼1(𝑡)𝛽𝐼2(𝑡)⟨a𝐼3⟩0,

где сумма пробегает все возможные разложения 𝐼 на

объединения трёх непересекающихся множеств 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3.
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Примеры

Рассмотрим несколько частных случаев.

Для 𝐼 = {1} имеем

⟨a1⟩𝑡 = 𝐺1(𝑡)(⟨a1⟩0 + 𝜓1(𝑡))

Для 𝐼 = {1,2} имеем

⟨a12(𝑡)⟩ =𝐺12(𝑡)(⟨a12⟩0 + 𝜓1(𝑡)⟨a2⟩0)
+ 𝜓2(𝑡)⟨a1⟩0 + 𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡) + 𝛽12(𝑡)).

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 5 Теретёнков Александр



Примеры

Для матрицы вторых центральных моментов

𝐷12(𝑡) ≡ ⟨a12⟩𝑡 − ⟨a1⟩𝑡⟨a2⟩𝑡,

имеем

𝐷12(𝑡) = 𝐺12(𝑡)(𝐷12(0) + 𝛽12(𝑡)).
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Примеры

Пусть (для простоты) 𝜙 = 0,тогда

⟨a1234⟩𝑡 =𝐺1234(𝑡)(⟨a1234⟩0 + ⟨a12⟩0𝛽34(𝑡) + ⟨a13⟩0𝛽24(𝑡)
+ ⟨a14⟩0𝛽23(𝑡) + 𝛽12(𝑡)𝛽34(𝑡) + 𝛽13(𝑡)𝛽24(𝑡) + 𝛽13(𝑡)𝛽24(𝑡)),

или

⟨a1234⟩𝑡 − ⟨a12⟩𝑡⟨a34⟩𝑡 = 𝐺1234(𝑡)(⟨a1234⟩0 − ⟨a12⟩0⟨a34⟩0
+ ⟨a13⟩0𝛽24(𝑡) + ⟨a14⟩0𝛽23(𝑡) + 𝛽13(𝑡)𝛽24(𝑡) + 𝛽13(𝑡)𝛽24(𝑡)).

В частности, данный тензор содержит члены вида

⟨𝑎̂†𝑖 𝑎̂𝑖𝑎̂
†
𝑗 𝑎̂𝑗⟩ − ⟨𝑎̂†𝑖 𝑎̂𝑖⟩⟨𝑎̂

†
𝑗 𝑎̂𝑗⟩, описывающие корреляции

интенсивностей электромагнитного поля.

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 5 Теретёнков Александр



Постоянные коэффициенты

В случае постоянных коэффициентов, имеем

𝐺(𝑡) = 𝑒𝐵𝑡,

𝜓(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏 𝑒−𝐵𝜏𝜙 =

1− 𝑒−𝐵𝑡

𝐵
𝜙,

𝛽12(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏 𝑒−(𝐵1+𝐵2)𝜏Ξ12 =

1− 𝑒−(𝐵1+𝐵2)𝑡

𝐵1 +𝐵2
Ξ12.

В частности, имеем

⟨a1⟩𝑡 = 𝑒𝐵1𝑡⟨a1⟩0 +
𝑒𝐵1𝑡 − 1

𝐵1
𝜙,

𝐷12(𝑡) = 𝑒(𝐵1+𝐵2)𝑡𝐷12(0) +
𝑒(𝐵1+𝐵2)𝑡 − 1

𝐵1 +𝐵2
𝛽12,
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Теорема Иссерлиса - Вика

Для гауссовского состояния c вектором средних 𝜇 и матрицей

вторых центральных моментов

⟨𝑎𝐼⟩ =
∑︁

𝐼=𝐼1⊔𝐼2

𝜇𝐼1𝐷𝐼2 .

где

𝐷𝐼 =

{︃∑︀
𝐼=𝑝1⊔...⊔𝑝|𝐼|/2 𝐷𝑝1 . . . 𝐷𝑝|𝐼|/2 , для чётных |𝐼|,

0, для нечётных |𝐼|,

и сумма берётся по всем разбиениям 𝐼 на пары.
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Теорема Иссерлиса - Вика

Упражнение. Проверьте, что если в начальный моменты

удовлетворяют теореме Вика, то динамика

⟨a𝐼⟩𝑡 = 𝐺𝐼(𝑡)
∑︁

𝐼=𝐼1⊔𝐼2⊔𝐼3

𝜓𝐼1(𝑡)𝛽𝐼2(𝑡)⟨a𝐼3⟩0

это свойство сохраняет.
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