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Àíäðåé Ãåííàäüåâè÷ Êóëèêîâñêèé
À.Ã.Êóëèêîâñêèé, Ã.À.Ëþáèìîâ. Ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà

1962: 2005:

1933 � 2024
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Äèôôóçèîííûé è áàëëèñòè÷åñêèé ïåðåíîñ òåïëà

Äèôôóçèîííûé ïåðåíîñ òåïëà:

• Òèïè÷åí äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì

• Ðåçóëüòàò îòðàæåíèÿ îò äåôåêòîâ è
íåîäíîðîäíîñòåé

• Äèôôóçèîííîå ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí

Áàëëèñòè÷åñêèé ïåðåíîñ òåïëà:

• Ðåàëèçóåòñÿ â ìèêðîñèñòåìàõ

• Íàáëþäàåòñÿ â ñâåðõ÷èñòûõ ìàòåðèàëàõ

• Áàëëèñòè÷åñêîå ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí
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Êèíåòè÷åñêîå îïèñàíèå òåïëîïåðåíîñà â òâåðäûõ òåëàõ

[1] S. Huberman et al. 2019. Science.
[2] H. Bao, J. Chen, X. Gu & B. Cao. 2018. ES Energy & Environment.
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Íåêîòîðûå îáùèå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ,
äåìîíñòðèðóþùèå ñâÿçü âîëíîâûõ è êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

• Ëó÷åâûå ïðîöåññû â îïòèêå è ýëåêòðîäèíàìèêå (âûñîêî÷àñòîòíûå âîëíîâûå

ïàêåòû, ôîòîíû)

• Ïåðåíîñ òåïëà è ýíåðãèè â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà (ôîíîíû è ïðî÷èå êâàçè÷àñòèöû)

• Êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé äóàëèçì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå (êâàíòîâûå ÷àñòèöû è

äð.)

• Ðàñïðîñòðàíåíèå ñåéñìè÷åñêèõ âîëí.

5 / 27



Ìîñêâà, Êîíôåðåíöèÿ ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè À. Ã. Êóëèêîâñêîãî, 18.03.2025 À.Ì.Êðèâöîâ. Ìåòîäû îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà

Êèíåòè÷åñêèå, ãàçîäèíàìè÷åñêèå è âîëíîâûå ìåòîäû
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè

êèíåòèêà ãàçî/ýíåðãîäèíàìèêà âîëíîâàÿ ìåõàíèêà

ìåõàíèêà
èäåàëüíûé ãàç

ìåòîä Áîëüöìàíà
ãàçîäèíàìèêà

àêóñòèêà
ñåéñìèêà

òåðìîäèíàìèêà
áàëëèñòè÷åñêèé
òåïëîïåðåíîñ

ýíåðãîäèíàìèêà òåïëîâûå âîëíû

ýëåêòðîäèíàìèêà ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà ýíåðãîäèíàìèêà âîëíîâàÿ îïòèêà

êâàíòîâàÿ
ìåõàíèêà

ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû
ìåòîä Ìàäåëóíãà

òåîðèÿ äåÁðîéëÿ - Áîìà
ìåòîä Øð¼äèíãåðà
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Ïðèìåð: âîëíû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (íåîäíîðîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå):

ρü = ∇ · (C∇u),

ãäå u � ïåðåìåùåíèå òî÷åê ñðåäû, ρ è C � ïëîòíîñòü è æåñòêîñòü ñðåäû.

Óðàâíåíèÿ áàëàíñà:

ϵ̇ = −∇· q, q̇ = −∇· g +φ,

ãäå ϵ, q è g óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ, ïîòîê è ñóïåðïîòîê ýíåðãèè:

ϵ =
ρ

2
u̇2 +

C

2
(∇u)2, q = −Cu̇∇u;

φ � ïîäâîä ïîòîêà ýíåðãèè:

φ = C

(
∇u∇u − 1

2
(∇u)2 I

)
· ∇

(
C

ρ

)
.

Òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, ∇ � ãðàäèåíò ìåñòà, I � åäèíè÷íûé òåíçîð.
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Íåîäíîðîäíàÿ ñðåäà
Äâèæåíèå âäîëü ãðàäèåíòà

Íàïðàâëåíèå óñêîðåíèÿ î÷åâèäíî

Äâèæåíèå ïîïåðåê ãðàäèåíòà

Âîïðîñ � êóäà íàïðàâëåíî óñêîðåíèå?
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Íåîäíîðîäíàÿ ñðåäà
Äâèæåíèå âäîëü ãðàäèåíòà

Íàïðàâëåíèå óñêîðåíèÿ î÷åâèäíî

Äâèæåíèå ïîïåðåê ãðàäèåíòà

Àíàëîãè÷íî íàïðàâëåííîå óñêîðåíèå

9 / 27



Ìîñêâà, Êîíôåðåíöèÿ ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè À. Ã. Êóëèêîâñêîãî, 18.03.2025 À.Ì.Êðèâöîâ. Ìåòîäû îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà

Íåîäíîðîäíàÿ ñðåäà
Äâèæåíèå âäîëü ãðàäèåíòà

Íàïðàâëåíèå óñêîðåíèÿ î÷åâèäíî

Äâèæåíèå ïîïåðåê ãðàäèåíòà

Ïðàâèëüíî íàïðàâëåííîå óñêîðåíèå
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Íåîäíîðîäíàÿ ñðåäà

Äâèæåíèå ïîïåðåê ãðàäèåíòà

Îáúÿñíåíèå

Äâèæåíèå ïîïåðåê ãðàäèåíòà

Ïðàâèëüíî íàïðàâëåííîå óñêîðåíèå
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Íåîäíîðîäíàÿ ñðåäà

Äâèæåíèå ïîïåðåê ãðàäèåíòà

Îáúÿñíåíèå

Äâèæåíèå ïîïåðåê ãðàäèåíòà

Ïðàâèëüíî íàïðàâëåííîå óñêîðåíèå
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Îáúÿñíåíèå: äâèæåíèå âîçìóùåíèÿ

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âîçìóùåíèÿ

q̇ = −∇· g +φ ⇒ E r̈ = Φ, E =

∫
ϵdV , ṙ =

1

E

∫
q dV , Φ =

∫
φdV .

Âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ñèëû (â âèðèàëüíîì ïðèáëèæåíèè)

Φ =
m

2
(∇∥ −∇⊥)(c

2),

ãäå
c =

√
C/ρ, ∇∥ = e e · ∇, ∇⊥ = ∇−∇∥, e = ṙ / |ṙ|.

Çàìêíóòîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

r̈ =
(
2ṙṙ − c2I

)
· ∇ ln c(r).
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Âîëíîâàÿ ìåõàíèêà Øð¼äèíãåðà

Ýðâèí Øð¼äèíãåð 1887 � 1961.

1914: Î äèíàìèêå óïðóãîñâÿçàííûõ òî÷å÷íûõ ñèñòåì, Annalen der Physik (íà

íåìåöêîì). Ôàêòîðèçàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà

∂2t − c2∆2
n = (∂t − c∆n) (∂t + c∆n)

äàåò àíàëè÷åñêîå îïèñàíèå äèíàìèêè öåïî÷êè Ãóêà â ôóíêöèÿõ Áåññåëÿ.

1926: Êâàíòîâàíèå êàê çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ, ÷àñòü 4, Annalen der
Physik (íà íåìåöêîì). Ôàêòîðèçàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

∂2t + b2∂4x =
(
∂t − ib∂2x

) (
∂t + ib∂2x

)
ñâîäèò âåùåñòâåííîå óðàâíåíèå ê êîìïëåêñíîìó.

t � âðåìÿ, n è x � ïîëîæåíèå â äèñêðåòíîì è êîíòèíàëüíîì îïèñàíèÿõ, c è b � êîíñòàíòû, i �
ìíèìàÿ åäèíèöà, ∂t è ∂x � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ∆n � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð.
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Ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ áàëêè ê óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè áàëêè Áåðíóëëè-Ýéëåðà:(
∂2t + b2∂4x

)
u = 0, b =

√
C/µ

Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà:(
∂t − ib∂2x

)
ψ = 0, b =

√
ℏ/(2m)

Ïåðåõîä:(
∂t − ib∂2x

) (
∂t + ib∂2x

)
u︸ ︷︷ ︸

ψ/λ

= 0 ⇐⇒
(
∂t − ib∂2x

)
ψ = 0, ψ = λ

(
∂t + ib∂2x

)
u

u � ïðîãèá áàëêè, C � ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòü, µ � ïîãîííàÿ ïëîòíîñòü; ψ � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ,
ℏ � ïðèâåäåííàÿ ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, m � ìàññà êâàíòîâîé ÷àñòèöû; λ � êîíñòàíòà.
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Ñâÿçü âîëíîâîé ôóíêöèè ñ ïðîãèáîì áàëêè

Îïðåäåëåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè ÷åðåç ñêîðîñòü ñå÷åíèÿ è äåôîðìàöèþ áàëêè:

ψ = λ (u̇ + ibu′′)

Îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è äåôîðìàöèè ÷åðåç âîëíîâóþ ôóíêöèþ:

u̇ =
1

λ
Reψ, u′′ =

1

λb
Imψ

� ñêîðîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà âåùåñòâåííîé ÷àñòè, äåôîðìàöèÿ � ìíèìîé.

Òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t, øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå x .
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Ýíåðãèÿ è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

Óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ áàëêè (îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå äëèíû)

ϵ =
µ

2
u̇2 +

C

2
u′′2.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû

ρ = ψ∗ψ = |ψ|2.

Ñâÿçü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è ýíåðãèè:

ρ =
λ2

µ
ϵ

� ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

Çâåçäî÷êà � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
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Áàëàíñ ýíåðãèè è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè áàëêè (q � ïîòîê ýíåðãèè):

ϵ̇ = −q ′, q = C
(
u̇u′′′ − u̇′u′′

)
.

Óðàâíåíèå áàëàíñà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ( j � ïîòîê âåðîÿòíîñòè):

ρ̇ = −j ′, j = 2b Im
(
ψ∗ψ′) .

Ñâÿçü ïîòîêà âåðîÿòíîñòè è ïîòîêà ýíåðãèè:

j =
λ2

µ
q

� ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåíîñ ýíåðãèè â áàëêå Áåðíóëëè-Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì
àíàëîãîì ïåðåíîñà âåðîÿòíîñòè â âîëíîâîé ìåõàíèêå Øð¼äèíãåðà∗.

∗S.N. Gavrilov, A.M. Krivtsov, E.V. Shishkina. Energy transport in a free Euler�Bernoulli beam in

terms of Schr�odinger's wave function. 2025, Mechanics Research Communications, 144, 104382
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Âîëíîâàÿ ìåõàíèêà → ãàçîâàÿ äèíàìèêà

Ïîäõîä ýíåðãåòè÷åñêîé äèíàìèêè∗: ïîñòðîåíèå öåïî÷êè óðàâíåíèé áàëàíñà
ïîòîêîâ ýíåðãèè (èëè âåðîÿòíîñòè):

q̇n = −q′n, n = 0, 1, 2, ....

n = 0: ïëîòíîñòü; n = 1: ïîòîê; n = 2: ñóïåðïîòîê (ïîòîê ïîòîêà) è ò.ä.

Äëÿ âîëíîâîé ìåõàíèêè Øð¼äèíãåðà (ôîðìóëà ïîëó÷åíà ñîâìåñòíî ñ È.Òðóíîâîé):

qn(t, x) = (ib)n
(
∂

∂x
− ∂

∂y

)n

ψ∗(t, x)ψ(t, y)

∣∣∣∣
y=x

,

â ÷àñòíîñòè,

q0 = ψ∗ψ, q1 = 2b Im (ψ∗ψ′), q2 = 2b2Re (ψ′∗ψ′ − ψ∗ψ′′).

∗A.M. Krivtsov. Dynamics of matter and energy. 2022, ZAMM, 103, e202100496.
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Ãàç Øð¼äèíãåðà (ïîòîêè)

Óðàâíåíèÿ áàëàíñà

q̇0 = −q′1, q̇1 = −q′2, q̇2 = −q′3.

Ïîòîêè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Èç íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ ñëåäóåò îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå

q3 = 3
q2q1
q0

− 2
q31
q20

− b2q0

(
q1
q0

)′′
,

çàìûêàþùåå ñèñòåìó.
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Êèíåòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

Ïëîòíîñòü, ïîòîê, ñóïåðïîòîê è ãèïåðïîòîê (èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ îò −∞ äî ∞):

qn =

∫
νn f dν, n ∈ {0, 1, 2, 3},

ãäå f = f (t, x , ν) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ÷àñòèö, ν � ñêîðîñòü
êèíåòè÷åñêîé ÷àñòèöû.

Ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, äàâëåíèå

ρ =

∫
f dν, v =

1

ρ

∫
ν f dν, p =

∫
(ν − v)2 f dν.

Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è òåïëîâîé ïîòîê

ε =
1

2ρ

∫
(ν − v)2 f dν, h =

1

2

∫
(ν − v)3 f dν.
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Ãàç Øð¼äèíãåðà (ãàçîäèíàìè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ)

Óðàâíåíèÿ áàëàíñà:

⋆
ρ = −ρv ′, ρ

⋆
v = −p′, ρ

⋆
ε = −pv ′ − h′.

Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ

p = 2ρε, h = −b2

2
ρv ′′.

Îáîçíà÷åíèÿ: ρ � ïëîòíîñòü, v � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå,

ε � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, h � óäåëüíûé òåïëîâîé ïîòîê,

çâåçäî÷êà � ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ:
⋆
ρ = ρ̇+ vρ′.

Óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîìó îäíîìåðíîìó îäíîàòîìíîìó ãàçó.
Òåïëîâîé ïîòîê ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòà ãàçîâîé ñðåäû.
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äèñöèïëèíà óðàâíåíèÿ ïîÿñíåíèÿ

êèíåòè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ḟ = −νf ′ f (t, x , ν) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ãàçîâàÿ
äèíàìèêà

⋆
ρ = −ρv ′, ρ

⋆
v = −p′, ρ

⋆
ε = −2ρεv ′ − h′,

p = 2ρε, h = 1
2ρv

′′

ρ � ïëîòíîñòü, v � ñêîðîñòü,
p � äàâëåíèå, ε � òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ,
h � òåïëîâîé ïîòîê, ôóíêöèè (t, x)

êâàíòîâàÿ
ìåõàíèêà

ψ̇ = iψ′′ ψ(t, x) � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

òåîðèÿ
ñòðåæíåé ü = −u′′′′ u(t, x) � ïðîãèá ñòåðæíÿ

Ïðîèçâîäíûå: òî÷êà � ïî âðåìåíè t, øòðèõ � ïî êîîðäèíàòå x , çâåçäî÷êà:
⋆
ρ = ρ̇+ vρ′

� ìàòåðèàëüíàÿ; ν � êèíåòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü, i � ìíèìàÿ åäèíèöà.
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äèñöèïëèíà óðàâíåíèÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïëîòíîñòü

êèíåòè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ḟ = νf ′ f = 1

2π e−
x2

2 − ν2

2

∞∫
−∞

f dν

ãàçîâàÿ
äèíàìèêà

⋆
ρ = −ρv ′, ρ

⋆
v = −p′,

⋆
p = −3pv ′ − (ρv ′′)′

ρ = 1√
2π

e−
x2

2 , v = 0,

p = 1√
2π

e−
x2

2

ρ

êâàíòîâàÿ
ìåõàíèêà

ψ̇ = iψ′′ ψ = 1
4√2π

e−
x2

4 ψ∗ψ

òåîðèÿ
áàëîê

ü = −u′′′′
u= 4

√
32π

(
x
2 erf x

2 + e−
x2

4√
π

)
,

u̇ = 0

1
2

(
u̇2 + u′′2

)

ρ(t, x) =
1√

2π(1 + t2)
e
− x2

2(1+t2)
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Èçìåíåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè

−3 −2 −1 1 2 3

0.25

0.5

0.75

1 t
=

1

t
=
2

⇐ ⇒ ∼
√
1 + t2

x

ρ/ρmax
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Çàêëþ÷åíèå

• Ïîäõîä ýíåðãåòè÷åñêîé äèíàìèêè ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü äâèæåíèå âîçìóùåíèÿ
àíàëîãè÷íî äâèæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû.

• Îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, íàðÿäó ñ äâèæåíèåì êâàíòîâîé ÷àñòèöû,
îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â áàëêå Áåðíóëëè-Ýéëåðà.

• Óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè è âåðîÿòíîñòè ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì ãàçîâîé
äèíàìèêè ñî ñïåöèôè÷åñêèì çàêîíîì òåïëîïðîâîäíîñòè.

• Äëÿ ÷åòûðåõ ìîäåëåé: êèíåòè÷åñêîé, ãàçîäèíàìè÷åñêîé, Áåðíóëëè-Ýéëåðà è
Øð¼äèíãåðà ðåàëèçóåòñÿ ãàóññîâî ðåøåíèå.

• Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ
ìîäåëè èç ñìåæíûõ îáëàñòåé ìåõàíèêè è ôèçèêè, â ÷àñòíîñòè, íåëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîãóò çàìåíÿòüñÿ ëèíåéíûìè
óðàâíåíèÿìè âîëíîâîé äèíàìèêè.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ: tm.spbstu.ru/TC
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