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Спин-бозон в приближении вращающейся волны

Спин-бозон

C2 ⊗ F𝑏(𝐿
2(R))

𝐻̂SB =

∫︁
𝜔𝑘𝐼 ⊗ 𝑏†𝑘𝑏𝑘𝑑𝑘+

+ Ω|1⟩⟨1| ⊗ 𝐼 + (|0⟩⟨1| + |1⟩⟨0|) ⊗
∫︁ (︁

𝑔*𝑘𝑏
†
𝑘 + 𝑔𝑘𝑏𝑘

)︁
𝑑𝑘.

𝑏†𝑘 и 𝑏𝑘 — операторы рождения и уничтожения

удовлетворяющие ККС

[𝑏𝑘, 𝑏
†
𝑘′ ] = 𝛿(𝑘 − 𝑘′)

Вакуум

𝑏𝑘|vac⟩ = 0
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Спин-бозон в приближении вращающейся волны

Приближение вращающейся волны

𝐻̂0 =

∫︁
𝜔𝑘𝐼 ⊗ 𝑏†𝑘𝑏𝑘𝑑𝑘 + Ω|1⟩⟨1| ⊗ 𝐼

𝐻̂𝐼 = (|0⟩⟨1| + |1⟩⟨0|) ⊗
∫︁ (︁

𝑔*𝑘𝑏
†
𝑘 + 𝑔𝑘𝑏𝑘

)︁
𝑑𝑘.

𝐻̂SB,I(𝑡) ≡ 𝑒𝑖𝐻̂0𝑡𝐻̂𝐼𝑒
−𝑖𝐻̂0𝑡 =

= (𝑒−𝑖Ω𝑡|0⟩⟨1| + 𝑒𝑖Ω𝑡|1⟩⟨0|) ⊗
∫︁ (︁

𝑒𝑖𝜔𝑘𝑡𝑔*𝑘𝑏
†
𝑘 + 𝑔𝑘𝑒

−𝑖𝜔𝑘𝑡𝑏𝑘

)︁
𝑑𝑘 =

=

∫︁ (︂
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡𝑔*𝑘|0⟩⟨1| ⊗ 𝑏†𝑘 + 𝑒𝑖(𝜔𝑘+Ω)𝑡𝑔*𝑘|1⟩⟨0| ⊗ 𝑏†𝑘+

+𝑒−𝑖(𝜔𝑘+Ω)𝑡𝑔𝑘|0⟩⟨1| ⊗ 𝑏𝑘 + 𝑔𝑘𝑒
−𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡|1⟩⟨0| ⊗ 𝑏𝑘

)︂
𝑑𝑘 ≈

≈
∫︁ (︁

𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡𝑔*𝑘|0⟩⟨1| ⊗ 𝑏†𝑘 + 𝑔𝑘𝑒
−𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡|1⟩⟨0| ⊗ 𝑏𝑘

)︁
𝑑𝑘 = 𝐻̂RWA

SB,I (𝑡)
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Спин-бозон в приближении вращающейся волны

𝐻̂RWA
SB ≡ 𝑒−𝑖𝐻̂0𝑡𝐻̂RWA

SB,I (𝑡)𝑒𝑖𝐻̂0𝑡 =

=

∫︁
𝜔𝑘𝐼 ⊗ 𝑏†𝑘𝑏𝑘𝑑𝑘 + Ω|1⟩⟨1| ⊗ 𝐼+

+

∫︁ (︁
𝑔*𝑘|0⟩⟨1| ⊗ 𝑏†𝑘 + 𝑔𝑘|1⟩⟨0| ⊗ 𝑏𝑘

)︁
𝑑𝑘.

𝑁̂ =

∫︁
𝐼 ⊗ 𝑏†𝑘𝑏𝑘𝑑𝑘 + |1⟩⟨1| ⊗ 𝐼

[𝐻̂RWA
SB , 𝑁̂ ] = 0
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Спин-бозон в приближении вращающейся волны

Проектор на 0-частичное подпространство

𝑃0 = |0⟩⟨0| ⊗ |vac⟩⟨vac|

Проектор на 1-частичное подпространство

𝑃1 = |1⟩⟨1| ⊗ |vac⟩⟨vac| +

∫︁
|0⟩⟨0| ⊗ 𝑏†𝑘|vac⟩⟨vac|𝑏𝑘

[𝑃𝑖, 𝐻̂
RWA
SB ] = 0
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Спин-бозон в приближении вращающейся волны

𝑃0𝐻̂
RWA
SB 𝑃0 = 0

𝑃1𝐻̂
RWA
SB 𝑃1 =

∫︁
𝜔𝑘|0⟩⟨0| ⊗ 𝑏†𝑘|vac⟩⟨vac|𝑏𝑘𝑑𝑘 + Ω|1⟩⟨1| ⊗ |vac⟩⟨vac|+

+

∫︁ (︁
𝑔*𝑘|0⟩⟨1| ⊗ 𝑏†𝑘|vac⟩⟨vac| + 𝑔𝑘|1⟩⟨0| ⊗ |vac⟩⟨vac|𝑏𝑘

)︁
𝑑𝑘.

|1⟩ ⊗ |vac⟩ → |1̂⟩,

|0⟩ ⊗ 𝑏†𝑘|vac⟩ → |𝑘⟩,

𝐻𝐹 =

∫︁
𝜔𝑘|𝑘⟩⟨𝑘|𝑑𝑘 + Ω|1̂⟩⟨1̂| +

∫︁ (︁
𝑔*𝑘|𝑘⟩⟨1̂| + 𝑔𝑘|1̂⟩⟨𝑘|

)︁
𝑑𝑘,

— модель Фридрихса.
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Модель Фридрихса

Утверждение. Задача Коши{︃
𝑑
𝑑𝑡 |𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻𝐹 |𝜓(𝑡)⟩
|𝜓(0)⟩ = |1̂⟩

имеет решение

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝜓1(𝑡)|1̂⟩ +

∫︁
𝑑𝑘𝜓𝑘(𝑡)|𝑘⟩,

где 𝜓1(𝑡) удовлетворяет уравнению

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑖Ω𝜓1(𝑡) −

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏𝐺(𝑡− 𝜏)𝜓1(𝜏),

где введено обозначение 𝐺(𝑡) =
∫︀
𝑑𝑘𝑒−𝑖𝜔𝑘𝑡|𝑔𝑘|2, а 𝜓𝑘(𝑡) может

быть выражено через 𝜓1(𝑡) по формуле

𝜓𝑘(𝑡) = −𝑖𝑔*𝑘
∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏𝑒𝑖𝜔𝑘(𝜏−𝑡)𝜓1(𝜏).
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Модель Фридрихса

С учтётом |𝜓(𝑡)⟩ = 𝜓1(𝑡)||̂1⟩ +
∫︀
𝑑𝑘𝜓𝑘(𝑡)|𝑘⟩, имеем{︃

𝑑
𝑑𝑡𝜓1(𝑡) = −𝑖Ω𝜓1(𝑡) − 𝑖

∫︀
𝑑𝑘𝑔𝑘𝜓𝑘(𝑡),

𝑑
𝑑𝑡𝜓𝑘(𝑡) = −𝑖𝜔𝑘𝜓𝑘(𝑡) − 𝑖𝑔*𝑘𝜓1(𝑡).

С учётом 𝜓𝑘(0) = 0, имеем

𝜓𝑘(𝑡) = −𝑖𝑔*𝑘
∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏𝑒𝑖𝜔𝑘(𝜏−𝑡)𝜓1(𝜏).

𝑑

𝑑𝑡
𝜓1(𝑡) = −𝑖Ω𝜓1(𝑡) −

∫︁
𝑑𝑘|𝑔𝑘|2

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏𝑒𝑖𝜔𝑘(𝜏−𝑡)𝜓1(𝜏)
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Метод псевдомод

𝐺(𝑡) =

∫︁ +∞

−∞

𝑑𝜔

2𝜋
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝐽(𝜔).

𝐽(𝜔) =

𝑛∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙𝑔
2
𝑙(︀𝛾𝑙

2

)︀2
+ (𝜔 − 𝜔𝑙)2

𝐺(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑔2𝑙 𝑒
−( 𝛾𝑙

2
+𝑖𝜔𝑙)𝑡, 𝑡 > 0,
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Метод псевдомод

Утверждение. Введём неэрмитов гамильтониан в

𝐻eff ∈ C(𝑛+1)×(𝑛+1) по формуле

𝐻eff = Ω|1̂⟩⟨1̂| +

𝑛∑︁
𝑙=1

(︁(︁
𝜔𝑙 − 𝑖

𝛾𝑙
2

)︁
|𝑙̃⟩⟨𝑙̃| + 𝑔𝑙(|𝑙̃⟩⟨1̂| + |1̂⟩⟨𝑙̃|)

)︁
тогда вектор

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝜓1(𝑡)|1̂⟩ +
∑︁
𝑙

𝜙𝑙(𝑡)|𝑙̃⟩,

где

𝜙𝑙(𝑡) = −𝑖𝑔𝑙
∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏𝑒−( 𝛾𝑙

2
+𝑖𝜔𝑙)(𝑡−𝜏)𝜓1(𝜏),

удовлетворяет уравнению

𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻eff |𝜓(𝑡)⟩.
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Метод псевдомод

Доказательство.

𝑑

𝑑𝑡
𝜓1(𝑡) = −𝑖Ω𝜓1(𝑡) − 𝑖

∑︁
𝑙

𝑔𝑙𝜙𝑙(𝑡).

Кроме того, дифференцируя определение 𝜙𝑙(𝑡), имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝜙𝑙(𝑡) = −𝑖𝑔𝑙𝜓1(𝑡) −

(︁𝛾𝑙
2

+ 𝑖𝜔𝑙

)︁
𝜙𝑙(𝑡).

Полученные уравнения совпадают с уравнением
𝑑
𝑑𝑡 |𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻eff |𝜓(𝑡)⟩, расписанным покомпонентно.
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Уравнение с неэрмитовым гамильтонианом

Рассмотрим гильбертово пространство C⊕ C𝑛 и матрицу

𝜌 =

(︂
𝜌00 ⟨𝜓|
|𝜓⟩ 𝑅

)︂
, 𝜌00 = 1 − Tr 𝑅, 𝑅 = 𝑅†.
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Уравнение с неэрмитовым гамильтонианом

Утверждение. Решение уравнения ГКСЛ 𝜌(𝑡) в C⊕ C𝑛

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[0⊕𝐻, 𝜌(𝑡)]+

𝑛∑︁
𝑙=1

(︂
𝐿𝑙𝜌(𝑡)𝐿†

𝑙 −
1

2
𝐿†
𝑙𝐿𝑙𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝐿†

𝑙𝐿𝑙

)︂
,

где 𝐻 ∈ C𝑛×𝑛 (𝐻 = 𝐻†) и 𝐿𝑙 =
√
𝛾𝑙|0⟩⟨𝑙| ∈ C(𝑛+1)×(𝑛+1) ,

имеет вид представленный на предыдущем слайде, где |𝜓(𝑡)⟩ и
𝑅(𝑡) удовлетворяет уравнения

𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻eff |𝜓(𝑡)⟩,

𝑑

𝑑𝑡
𝑅(𝑡) = −𝑖𝐻eff𝑅(𝑡) + 𝑖𝑅(𝑡)𝐻†

eff ,

где

𝑖𝐻eff = 𝑖𝐻 +
1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙|𝑙⟩⟨𝑙|,

—аккретивная матрица.
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