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Доклад посвящен свойствам степенных функций Такаги 𝑆𝑝(𝑥). Эти
функции по конструкции аналогичны непрерывной, но нигде не диффе-
ренцируемой функции Такаги 𝑇 (𝑥), описанной в 1903 году. Они имеют
один вещественный параметр 𝑝 > 0 и могут быть заданы так:

Определение 1. Степенной функцией Такаги с параметром (или показа-
телем) 𝑝 > 0 мы называем вещественнозначную функцию 𝑆𝑝, задавае-
мую на числовой осиℝ с помощью равенства

𝑆𝑝(𝑥) =
∞
∑
𝑛=0

(𝑆0(2𝑛𝑥)
2𝑛

)
𝑝

=
∞
∑
𝑛=0

𝑆𝑝
0 (2𝑛𝑥)
2𝑛𝑝

, 𝑥 ∈ ℝ, (1)

где𝑆0(𝑥) = ∣𝑥−⌊𝑥+1/2⌋∣ = 𝜌(𝑥, ℤ) = inf𝑞∈ℤ |𝑥−𝑞| — расстояниемежду
точкой𝑥 и ближайшей к ней целой точкой, ⌊𝑦⌋ — целая часть числа 𝑦 ∈ ℝ,
{𝑦} — дробная часть числа 𝑦.

При 𝑝 = 1функция 𝑆𝑝(𝑥) совпадает с функцией Такаги 𝑇 (𝑥).
Частичные суммы ряда (1) будем обозначать через 𝑆𝑝,𝑚(𝑥):
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График степеннойфункцийТакаги 𝑦 = 𝑆𝑝(𝑥) для случая 𝑝 = 0,5, изоб-
раженный сплошной синей линией, вместе с графиками частичных сумм
𝑦 = 𝑆𝑝,𝑛(𝑥) при 𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4, изображенными красными и зелеными
линиями, можно увидеть на рисунке 1. Вертикальные штрихпунктирные
линии указывают положение двух точек глобального максимума на отрез-
ке [0; 1]: 𝑥 = 1/3 и 𝑥 = 2/3.
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Рис. 1: График функции 𝑦 = 𝑆𝑝(𝑥) при 𝑝 = 0,5.

Мы получили, в частности, следующие результаты:
1. Функции 𝑆𝑝 наℝ при любом 𝑝 > 0 непрерывны, имеют период 1, сим-

метричны и ограничены, причём в случае 𝑝 ∈ (0; 1) они нигде не диф-
ференцируемы.

2. Для 𝑝 ∈ (0; 1) глобальный максимум функции 𝑆𝑝 равен 2𝑝/(3𝑝(2𝑝 −
1)) и достигается только в точках вида 𝑞 + 1/3 и 𝑞 + 2/3, где 𝑞 ∈ ℤ,
а глобальный минимум равен 0 и достигается только в целых точках.

3. При 𝑝 ∈ (0; 1] степенная функцияТакаги𝑆𝑝 удовлетворяет логарифми-
ческому условиюГёльдера |𝑆𝑝(𝑥)−𝑆𝑝(𝑦)| ⩽ 𝐶⋅|𝑥−𝑦|𝑝⋅ log3 (1/|𝑥−𝑦|)
c наименьшей константой𝐶 = 2𝑝/(2𝑝−1). Отсюда вытекает «обычное»
условие Гёльдера для 𝑆𝑝.

4. В случае 𝑝 ∈ (0; 1) в двоично-рациональных точках, и только в них,
функция 𝑆𝑝 достигает строгого локального минимума на ℝ, а в точ-
ках вида 𝑞/(3⋅2𝑛), где 𝑛 ∈ {0, 1, 2,…}, 𝑞 — целое и не делится на 3, 𝑆𝑝
достигает строгого локального максимума.
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