
Ежегодная международная научная конференция
«Бесконечномерный анализ и математическая физика»

Формула Фейнмана-Каца в вопросах существования решения
сингулярных параболических систем

В. П. Бурский12.

Рассмотрена следующая задача:

{
𝜕𝑢
𝜕𝑡 = 𝑞Δ𝑢 + 𝑉 (𝑥) 𝑢, (𝑥 ∈ R𝑁, 𝑡 > 0),
𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), (𝑥 ∈ R𝑁), 0 ⩽ 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑁). (∗)

Интерес к задаче (*) с указанным потенциалом вызван тем, что в скаляр-
ном случае 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ R, 𝑞 > 0, 𝑐 > 0, при 0 ⩽ 𝑉 ∈ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐(R𝑁 ∖ {0}),
𝑉 (𝑥) ⩽ 𝑐/|𝑥|2−𝜀, 𝑐 > 0, 𝜀 > 0 в окрестности нуля задача (1) имеет
единственное неотрицательное решение в смысле распределений, а при
𝑉 (𝑥) ⩾ 𝑐/|𝑥|2+𝜀, 𝑐 > 0, 𝜀 > 0 в некоторой окрестности нуля, задача (*),
как показали Брезис и Лионс, не имеет неотрицательного решения. В ра-
боте [2] рассматривается скалярная задача (*) 𝑞 = 1, 𝑉 (𝑥) = 𝑐/|𝑥|2 и ее
приближение

{
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑡 = 𝑞Δ𝑢𝑛 + 𝑉𝑛(𝑥) 𝑢𝑛,
𝑢𝑛(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), (∗∗) 𝑉𝑛(𝑥) = { 𝑐/|𝑥|2, |𝑥| ⩾ 1/𝑛

𝑐𝑛2, |𝑥| < 1/𝑛

идоказано, что, если0 ⩽ 𝑐 ⩽ 𝑐∗ = (𝑁−2)2/4, то𝑢𝑛 возрастает крешению
𝑢 из (1) в смысле распределений, а если 𝑐 > 𝑐∗, то 𝑢𝑛(𝑥) → ∞,
∃𝛼 > 0, ∫

𝑅𝑛 |𝑥|−𝛼𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < ∞.
В нашей работе [1] рассмотрена система (*), где 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ R𝑝, 𝑞 =

diag(𝑞1, 𝑞2,… , 𝑞𝑝), 𝑞𝑘 > 0, 𝑉 𝑖𝑗(𝑥) = 𝑐𝑖𝑗/|𝑥|2, которая приближается си-
стемой (**). Доказано, что, если 𝑐𝑖𝑗 > 0, 𝑐𝑖𝑖 > 𝜋2𝑁2 max 𝑞𝑖/8, то решение
системы (**) 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) → ∞, ∀𝑡 > 0, ∀𝑥. Наоборот, пусть 𝑆 = max𝑖 𝑆𝑖/𝑞𝑖,
где 𝑆𝑖 — сумма элементов 𝑖-й строки матрицы (𝑐𝑖𝑗). Если 𝑆 ⩽ (𝑁 − 2)2/4,
то задача (*) имеет неотрицательное решение. В доказательстве использу-
ется формула Ли-Троттера-Далецкого для параболических операторов,
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которую теперь часто называют формулой Фейнмана-Каца.
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