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В настоящем докладе мы рассматриваем одномерный оператор Шрё-
дингера, который возмущен оператором сдвига. Основная цель работы —
получить асимптотику собственных значений для больших номеров, кото-
рая будет равномерна по параметру сдвига. Ранее (см. [1] и используемую
там литературу), в основном, изучались задачи для отдельных модельных
случаев операторов, которые содержали малый параметр при старшей
производной.

Дадим подробную постановку задачи. В пространстве𝐿2(0, 1) рассмот-
рим оператор 𝒜 вида 𝒜𝑦 = −𝑦″, который мы будем считать невозму-
щенным. В качестве области определения оператора𝒜 будет выступать
пространство 𝑊̊ 2

2 (0, 1), т. е. подпространство функций из пространства
Соболева 𝑊 2

2 (0, 1), обращающихся в нуль на концах отрезка. При этом
оператор𝒜 самосопряжен.

Введем в рассмотрение два вспомогательных оператора. Черезℒ обо-
значим оператор продолжения нулем вне интервала (0, 1), который рас-
сматриваем как действующий из𝐿2(0, 1) в𝐿2(R), а черезℛ— оператор
сужения на (0, 1), действующий из 𝐿2(R) в 𝐿2(0, 1). Оба введенных опе-
ратора задаются следующим образом:ℒ𝑦 = 𝑦 в (0, 1) иℒ𝑦 = 0 вне (0, 1),
а также ℛ𝑦 = 𝑦 на (0, 1). Далее в 𝐿2(R) определим оператор 𝒯𝛼 сдвига
(𝒯𝛼𝑦)(𝑥) = 𝑦(𝑥 + 𝛼), где 𝛼 ∈ [0, 1].

Пусть 𝑉 и 𝑆— комплекснозначные функции из пространства𝐶1[0, 1].
Тогда для произвольной функции 𝑦 ∈ 𝐿2(0, 1) основной возмущающий
операторℬ𝛼 в пространстве𝐿2(0, 1) действует следующим образом:

(ℬ𝛼𝑦)(𝑥) = −𝑉 (𝑥)𝑦(𝑥) − 𝑆(𝑥)(𝑦(𝑥 + 𝛼) − 𝑦(𝑥)),
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где функция 𝑦 считается продолженной нулем вне отрезка [0, 1], а резуль-
тат действия сужается на данный отрезок. Хорошо видно, что при 𝛼 = 0
операторℬ𝛼 превращается в обычный оператор умножения на потенциал
−𝑉, а при 𝛼 = 1 — в оператор умножения на потенциал −𝑉 + 𝑆. Таким
образом, основным объектом изучения в настоящей работе является опе-
ратор ℋ𝛼 = 𝒜 − ℬ𝛼, действующий в 𝐿2(0, 1) на области определения
𝑊̊ 2

2 (0, 1).
Несложно установить, что операторℋ𝛼 имеет компактную резольвен-

ту и его спектр состоит из счетного числа собственных значений с един-
ственной точкой накопления в бесконечности. Обозначим собственные
значения через 𝜆𝑛, 𝑛 ∈ N, и пронумеруем их в порядке возрастания их мо-
дулей. Через 𝜒𝐼 = 𝜒𝐼(𝑥) будем обозначать характеристическую функцию
отрезка 𝐼 на вещественной прямой.

Наш основной результат посвящен асимптотике собственных значе-
ний оператораℋ𝛼 при больших номерах 𝑛.

Теорема 1. Для собственных значений 𝜆𝑛 оператора ℋ𝛼 справедлива
следующая асимптотика

𝜆𝑛 = 𝜋2𝑛2 + 2
1

∫
0

𝑉 (𝑥) sin2 𝜋𝑛𝑥 𝑑𝑥

+2
1

∫
0

𝑆(𝑥) sin𝜋𝑛𝑥(𝜒[0,1−𝛼](𝑥) sin𝜋𝑛(𝑥 + 𝛼) − sin𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥

−sin𝜋𝑛𝛼
2𝜋𝑛

1

∫
0

(𝑆(𝑥) − 𝑉 (𝑥))⎛⎜⎜
⎝

𝑥

∫
max{0,𝑥−𝛼}

𝑆(𝑡) 𝑑𝑡 − 𝛼
1−𝛼

∫
0

𝑆(𝑡) 𝑑𝑡⎞⎟⎟
⎠

𝑑𝑥

+sin 2𝜋𝑛𝛼
2𝜋𝑛

1−𝛼

∫
0

𝑆(𝑥)⎛⎜⎜
⎝

𝑥

∫
max{0,𝑥−𝛼}

𝑆(𝑡) 𝑑𝑡 − 𝛼
2

1−𝛼

∫
0

𝑆(𝑡) 𝑑𝑡⎞⎟⎟
⎠

𝑑𝑥 + 𝑂(𝑛−2),

при 𝑛 → +∞. Оценка остаточного члена равномерна по 𝛼 ∈ [0, 1].
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