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Àëåêñàíäð Îñèïîâè÷ ÃÅËÜÔÎÍÄ

Ðîäèëñÿ 24(11) îêòÿáðÿ 1906 ã. â ñåìüå âðà÷à â Ïåòåðáóðãå,
óìåð 7 íîÿáðÿ 1968 ã. â Ìîñêâå. Ïîñòóïèë â Ìîñêîâñêèé
óíèâåðñèòåò â 1924 ã. è îêîí÷èë åãî â 1927 ã., àñïèðàíòóðó
îêîí÷èë â 1930 ã., ñ 1931 ã. ïðîôåññîð ÌÃÓ, ñ 1933 ã. ðàáîòàë
òàêæå â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â. À. Ñòåêëîâà.

Ó÷åíàÿ ñòåïåíü äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê áûëà
ïðèñâîåíà Àëåêñàíäðó Îñèïîâè÷ó â 1935 ã., â 1939 ã. îí èçáðàí
÷ëåíîì - êîððåñïîíäåíòîì ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñ 1968 ã.�
÷ëåí-êîððåñïîíäåíò Ìåæäóíàðîäíîé àêàäåìèè èñòîðèè íàóêè â
Ïàðèæå.

Àëåêñàíäð Îñèïîâè÷ áûë íàãðàæäåí îðäåíîì Ëåíèíà (1953),
òðåìÿ îðäåíàìè Òðóäîâîãî Êðàñíîãî Çíàìåíè (11.06.1945;
8.07.1945; 1966) è ìåäàëÿìè.
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ÍÀÃÐÀÄÍÎÉ ËÈÑÒ
íà ñòàðøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà 11 Îòäåëà ÐÓ ÃÌØ ÂÌÔ

ÃÅËÜÔÎÍÄ Àëåêñàíäðà Îñèïîâè÷à
¾ÒÐÓÄÎÂÎÅ ÊÐÀÑÍÎÅ ÇÍÀÌß¿ (íàèìåíîâàíèå íàãðàäû)

1. Ãîä ðîæäåíèÿ 1906 ã.
2. Íàöèîíàëüíîñòü Åâðåé
3. Ñîöïîëîæåíèå Ñëóæàùèé
4. Ïàðòèéíîñòü ÷ë.ÂÊÏ(á) ñ 1940 ã.
5. Ñ êàêîãî âðåìåíè â ÐÊÊÀ è ÂÌÔ Âîëüíîíà¼ìíûé
6. Ó÷àñòèå â ãðàæäàíñêîé âîéíå Íå ó÷àñòâîâàë
7. Ðàíåíèÿ è êîíòóçèè Íå èìååò
8. Ïðåäñòàâëÿëñÿ ëè ðàíåå ê íàãðàäå, êîãäà è çà ÷òî Íå

ïðåäñòàâëÿëñÿ
9. Êàêèå èìååò ïîîùðåíèÿ è íàãðàäû è çà ÷òî Íå èìååò
10. Ñëóæáà â áåëîé èëè äðóãèõ áóðæóàçíûõ àðìèÿõ,

ïðåáûâàíèå â ïëåíó è â îêðóæåíèè Íå áûë
11. Ïîñòîÿííûé àäðåñ
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Ïðîäîëæåíèå Íàãðàäíîãî ëèñòà

Êðàòêîå, êîíêðåòíîå èçëîæåíèå ëè÷íîãî áîåâîãî ïîäâèãà

èëè çàñëóã (ñîñòàâëÿåòñÿ â øòàáå âîéñêîâîé ÷àñòè,
ñîåäèíåíèÿ ó÷ðåæäåíèÿ èëè çàâåäåíèÿ)

×ëåí êîððåñïîíäåíò Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ, äîêòîð
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð òîâ. Ãåëüôîíä ïðèø¼ë â
ðàçâåäêó â ïåðèîä Îòå÷åñòâåííîé âîéíû ñ òåì, ÷òîáû âñå ñâîè
çíàíèÿ è îïûò âûäàþùåãîñÿ ó÷¼íîãî îòäàòü íåïîñðåäñòâåííî
äåëó ðàçãðîìà ãèòëåðîâñêîé Ãåðìàíèè.

Áóäó÷è íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî
Îòäåëåíèÿ òîâ. Ãåëüôîíä ëè÷íî ðàçðåøèë ðÿä ñëîæíåéøèõ
òåîðåòè÷åñêèõ ïðîáëåì, èìåâøèõ áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.
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Ñ 1931 ã. À.Î. Ãåëüôîíä ðàáîòàë íà ôèç.-ìåõ., à ïîñëå
ðåîðãàíèçàöèè â àïðåëå 1933 ãîäà � íà ìåõ.-ìàò. ôàêóëüòåòå ÌÃÓ. Â
1938 ãîäó êàôåäðà àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé áûëà ðàçäåëåíà íà
êàôåäðó òåîðèè ôóíêöèé è êàôåäðó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
çàâåäóþùèì êîòîðîé ñòàë À. Î. Ãåëüôîíä, âîçãëàâëÿâøèé å¼ äî 1943
ãîäà. Ñ 1948 ãîäà äî êîíöà ñâîåé æèçíè Ãåëüôîíä áûë çàâåäóþùèì
êàôåäðîé òåîðèè ÷èñåë è îäíîâðåìåííî êàáèíåòà èñòîðèè
ìàòåìàòèêè. Àëåêñàíäð Îñèïîâè÷ áûë âûäàþùèìñÿ ïåäàãîãîì.
Ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ � áîëåå 10 äîêòîðîâ íàóê è 30 êàíäèäàòîâ íàóê.

Âî âðåìÿ Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû Ãåëüôîíä áûë ïðèâëå÷¼í ê
ðàáîòàì â îáëàñòè êðèïòîãðàôèè ïðè Ãëàâíîì Øòàáå
Âîåííî-Ìîðñêîãî Ôëîòà.

Ñ 1933 ã. äî êîíöà æèçíè À. Î. Ãåëüôîíä ðàáîòàë â ÔÌÈ, â
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ïðåáûâàíèÿ Èíñòèòóòà äî 1934 ã. â Ëåíèíãðàäå) � ñòàðøèé íàó÷íûé

ñîòðóäíèê â 1933�1939 ãã. è â 1944�1960 ãã., çàâåäóþùèé Îòäåëîì

òåîðèè ÷èñåë â 1939�1941 ãã., çàâåäóþùèé Îòäåëîì òåîðèè ôóíêöèé

â 1942�1943 ãã., çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé � 1 Îòäåëà ïðèêëàäíûõ

ðàñ÷åòîâ â 1960�1968 ãã.
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Èç èíòåðâüþ Â.È. Àðíîëüäà, 2007 ã.

Âåðíî ëè ìíåíèå, ÷òî ïîäðàçäåëåíèÿ êðèïòîãðàôèè ÊÃÁ áûëè

øêîëîé ïîäãîòîâêè ìàòåìàòè÷åñêèõ ãåíèåâ è âíåñëè ñâîé

âêëàä â íàóêó?

� Íà ìîé âçãëÿä, íèêàêîé ïîëüçû äëÿ ìàòåìàòèêè â

Ðîññèè îò êðèïòîãðàôèè íå áûëî, òàê æå, êàê îò áóõãàëòåðèè è
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ó÷àñòâîâàâøèì ìàòåìàòèêàì. Âåðíî, îäíàêî, ÷òî äëÿ êðèïòîãðàôèè
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òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ê íåé ïðèìûêàþò. ß
çíàêîì áûë ñ Ãåëüôîíäîì åùå äî òîãî, êàê ïîñòóïèë â
óíèâåðñèòåò. Íàøè îòöû áûëè çíàêîìû, è ìû ïîçíàêîìèëèñü
òàêèì âîò îáðàçîì. Íåîáûêíîâåííîé ñèëû áûë ìàòåìàòèê.
Íåîáûêíîâåííîé, ñðåäè ìàòåìàòèêîâ, ñèëû áûë øàõìàòèñò,
âåëèêîëåïíî èãðàë â øàõìàòû è óíèâåðñèòåò ïðåäñòàâëÿë íà
ïåðâîé äîñêå â ñâîå âðåìÿ. Î÷åíü, î÷åíü ñèëüíîé âîîáùå
ìûñëè ÷åëîâåê, î÷åíü âîëåâàÿ íàòóðà.

Åñòü ìàòåìàòèêè,
êîòîðûå íå èíòåðåñóþòñÿ èñòîðèåé ñâîåé íàóêè è äàæå ñ÷èòàþò,
÷òî ýòî íåíóæíîå äåëî. Åñòü äðóãèå, êîòîðûì êàæåòñÿ ýòî è
ïîëåçíûì, è èíòåðåñíûì. Ãåëüôîíä ïðèíàäëåæàë êî âòîðîé
êàòåãîðèè, åãî èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè èíòåðåñîâàëà.Ãåëüôîíä áûë
÷åëîâåêîì îãðîìíîãî óìà, îãðîìíîé êóëüòóðû, â âûñøåé
ñòåïåíè îáàÿòåëüíûé â îáðàùåíèè.
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Â 1900 ãîäó êðóïíåéøèé ìàòåìàòèê òîãî âðåìåíè Äàâèä Ãèëüáåðò íà
ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå â Ïàðèæå âûäâèíóë ñïèñîê íåðåøåííûõ
ïðîáëåì, êîòîðûå îí ñ÷èòàë íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûìè è âàæíûìè
äëÿ áóäóùåãî ìàòåìàòèêè. Ñðåäè íèõ áûëà ñåäüìàÿ ïðîáëåìà �
êàñàþùàÿñÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Â 29-ì ã. Ãåëüôîíä ïîëó÷èë
ïåðâûå ñâîè ðåçóëüòàòû â òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë, à ïîòîì è
ïîëíîå ðåøåíèå ñåäüìîé ïðîáëåìû. Ýòè ðàáîòû ïðîñëàâèëè åãî íà
âåñü ìèð.

×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îí áûë êîìàíäèðîâàí íà íåñêîëüêî
ìåñÿöåâ â Ãåðìàíèþ, ïî-ìîåìó â Ãåòòèíãåí, ãäå êàê ðàç è æèë ýòîò
çíàìåíèòûé Ãèëüáåðò, óæå ê òîìó âðåìåíè ïîæèëîé ÷åëîâåê. Âñêîðå
Ãåëüôîíä âûäâèíóëñÿ â ðÿäû ïåðâûõ ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðèè ÷èñåë
è, âåñüìà ìîëîäûì áûë âûáðàí ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì Àêàäåìèè
íàóê.

Êîãäà â 1957 ãîäó íà òîðæåñòâåííîé ñåññèè Àêàäåìèè íàóê â

Ëåíèíãðàäå îòìå÷àëîñü 250-ëåòèå ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ýéëåðà,

Ãåëüôîíä ñäåëàë âåëèêîëåïíûé äîêëàä î ðàáîòàõ ïî òåîðèè ÷èñåë

ýòîãî Ýéëåðà. Äîêëàä áûë ïîòîì íàïå÷àòàí è ñòàë îäíîé èç ëó÷øèõ,

ÿ äóìàþ, ðàáîò îá Ýéëåðå, êîòîðûå âûõîäèëè çà ìíîãèå è ìíîãèå

ãîäû, ïî ãëóáèíå ïðîíèêíîâåíèÿ â ñóùåñòâî òâîð÷åñòâà Ýéëåðà.
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ÿ äóìàþ, ðàáîò îá Ýéëåðå, êîòîðûå âûõîäèëè çà ìíîãèå è ìíîãèå

ãîäû, ïî ãëóáèíå ïðîíèêíîâåíèÿ â ñóùåñòâî òâîð÷åñòâà Ýéëåðà.
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ýòîãî Ýéëåðà. Äîêëàä áûë ïîòîì íàïå÷àòàí è ñòàë îäíîé èç ëó÷øèõ,

ÿ äóìàþ, ðàáîò îá Ýéëåðå, êîòîðûå âûõîäèëè çà ìíîãèå è ìíîãèå

ãîäû, ïî ãëóáèíå ïðîíèêíîâåíèÿ â ñóùåñòâî òâîð÷åñòâà Ýéëåðà.
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Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà

×èñëî íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî åñòü êîðåíü

ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

îíî íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì.

Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà: e (Ýðìèò, 1873), π (Ëèíäåìàí, 1882).
7-ÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà (äâå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè:)
1. Ñòåïåíü ab ïðè àëãåáðàè÷åñêîì îñíîâàíèè a è àëãåáðàè÷åñêîì

èððàöèîíàëüíîì ïîêàçàòåëå b åñòü òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî.

2
√
2, eπ = i−2i

2. Åñëè α è β - àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, îòíîøåíèå ln β
lnα îïðåäåëåíî è

èððàöèîíàëüíî, òî ýòî îòíîøåíèå òðàíñöåíäåíòíî.
ln 3
ln 2 ,

ln 4
ln2

= 2.

Ýéëåð (ãèïîòåçà): Ëîãàðèôì àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà ïî

àëãåáðàè÷åñêîìó îñíîâàíèþ ìîæåò áûòü ëèáî ðàöèîíàëüíûì

÷èñëîì, ëèáî ÷èñëîì òðàíñöåíäåíòíûì. log2 3 = ln 3
ln 2 .

eπ (À.Î. Ãåëüôîíä,1929); 2
√
2 (Ð.Î. Êóçüìèí, 1930);

À.Î. Ãåëüôîíä (1934) âòîðàÿ ôîðìóëèðîâêà; Th. Schneider (1934)

ïåðâàÿ ôîðìóëèðîâêà.

Þ.Â. Íåñòåðåíêî Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. ËîìîíîñîâàÀ.Î.Ãåëüôîíä è òåîðåòèêî - ÷èñëîâûå èññëåäîâàíèÿ â êðèïòîãðàôèè
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ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

îíî íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì.

Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà: e (Ýðìèò, 1873), π (Ëèíäåìàí, 1882).
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ln 2 ,
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ln2
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Ýéëåð (ãèïîòåçà): Ëîãàðèôì àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà ïî

àëãåáðàè÷åñêîìó îñíîâàíèþ ìîæåò áûòü ëèáî ðàöèîíàëüíûì
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ln 2 .

eπ (À.Î. Ãåëüôîíä,1929); 2
√
2 (Ð.Î. Êóçüìèí, 1930);

À.Î. Ãåëüôîíä (1934) âòîðàÿ ôîðìóëèðîâêà; Th. Schneider (1934)
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÷èñëîì, ëèáî ÷èñëîì òðàíñöåíäåíòíûì. log2 3 = ln 3
ln 2 .

eπ (À.Î. Ãåëüôîíä,1929); 2
√
2 (Ð.Î. Êóçüìèí, 1930);
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Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà

×èñëî íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî åñòü êîðåíü
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Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà: e (Ýðìèò, 1873), π (Ëèíäåìàí, 1882).
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èððàöèîíàëüíî, òî ýòî îòíîøåíèå òðàíñöåíäåíòíî.
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ln 2 ,

ln 4
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= 2.

Ýéëåð (ãèïîòåçà): Ëîãàðèôì àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà ïî

àëãåáðàè÷åñêîìó îñíîâàíèþ ìîæåò áûòü ëèáî ðàöèîíàëüíûì

÷èñëîì, ëèáî ÷èñëîì òðàíñöåíäåíòíûì. log2 3 = ln 3
ln 2 .

eπ (À.Î. Ãåëüôîíä,1929); 2
√
2 (Ð.Î. Êóçüìèí, 1930);

À.Î. Ãåëüôîíä (1934) âòîðàÿ ôîðìóëèðîâêà; Th. Schneider (1934)

ïåðâàÿ ôîðìóëèðîâêà.
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Ëèíåéíûå ôîðìû îò ëîãàðèôìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Ïóñòü α1, . . . , αm - àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà è

Λ = b1 lnα1 + · · ·+ bm lnαm ̸= 0, bj ∈ Z.

Ïðîáëåìà: Íàéòè íåòðèâèàëüíóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ âåëè÷èíû

|Λ| â çàâèñèìîñòè îò B = max |bj |.

À.Î. Ãåëüôîíä â ïåðèîä ñ 1935 ïî 1949 ãîäû äîêàçàë ðÿä
ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè m = 2.
Ëó÷øèé èç íèõ: Ïóñòü α, β � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà,

Λ = b1 lnα+ b2 lnβ ̸= 0, òîãäà

|Λ| ≥ e−c(1+lnB)2+ε
, c = c(ε, lnα, lnβ) > 0.

Ãåëüôîíä âñÿ÷åñêè ïðîïàãàíäèðîâàë äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðè m ≥ 3. Òàêèå îöåíêè, îáîáùèâ äîëæíûì
îáðàçîì ìåòîä Ãåëüôîíäà, âïåðâûå ïîëó÷èë â 1966ã.
àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê A. Baker. Çà ýòîò ðåçóëüòàò è åãî
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ÷èñåë Áåéêåð áûë
óäîñòîåí Ôèëäñîâñêîé ïðåìèè.

Þ.Â. Íåñòåðåíêî Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. ËîìîíîñîâàÀ.Î.Ãåëüôîíä è òåîðåòèêî - ÷èñëîâûå èññëåäîâàíèÿ â êðèïòîãðàôèè



Ëèíåéíûå ôîðìû îò ëîãàðèôìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Ïóñòü α1, . . . , αm - àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà è

Λ = b1 lnα1 + · · ·+ bm lnαm ̸= 0, bj ∈ Z.

Ïðîáëåìà: Íàéòè íåòðèâèàëüíóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ âåëè÷èíû

|Λ| â çàâèñèìîñòè îò B = max |bj |.
À.Î. Ãåëüôîíä â ïåðèîä ñ 1935 ïî 1949 ãîäû äîêàçàë ðÿä
ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè m = 2.
Ëó÷øèé èç íèõ: Ïóñòü α, β � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà,

Λ = b1 lnα+ b2 lnβ ̸= 0, òîãäà

|Λ| ≥ e−c(1+lnB)2+ε
, c = c(ε, lnα, lnβ) > 0.

Ãåëüôîíä âñÿ÷åñêè ïðîïàãàíäèðîâàë äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðè m ≥ 3. Òàêèå îöåíêè, îáîáùèâ äîëæíûì
îáðàçîì ìåòîä Ãåëüôîíäà, âïåðâûå ïîëó÷èë â 1966ã.
àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê A. Baker. Çà ýòîò ðåçóëüòàò è åãî
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ÷èñåë Áåéêåð áûë
óäîñòîåí Ôèëäñîâñêîé ïðåìèè.
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Ïóñòü α1, . . . , αm - àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà è

Λ = b1 lnα1 + · · ·+ bm lnαm ̸= 0, bj ∈ Z.

Ïðîáëåìà: Íàéòè íåòðèâèàëüíóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ âåëè÷èíû

|Λ| â çàâèñèìîñòè îò B = max |bj |.
À.Î. Ãåëüôîíä â ïåðèîä ñ 1935 ïî 1949 ãîäû äîêàçàë ðÿä
ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè m = 2.
Ëó÷øèé èç íèõ: Ïóñòü α, β � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà,

Λ = b1 lnα+ b2 lnβ ̸= 0, òîãäà

|Λ| ≥ e−c(1+lnB)2+ε
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Ãåëüôîíä âñÿ÷åñêè ïðîïàãàíäèðîâàë äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðè m ≥ 3. Òàêèå îöåíêè, îáîáùèâ äîëæíûì
îáðàçîì ìåòîä Ãåëüôîíäà, âïåðâûå ïîëó÷èë â 1966ã.
àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê A. Baker. Çà ýòîò ðåçóëüòàò è åãî
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ÷èñåë Áåéêåð áûë
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Þ.Â. Íåñòåðåíêî Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. ËîìîíîñîâàÀ.Î.Ãåëüôîíä è òåîðåòèêî - ÷èñëîâûå èññëåäîâàíèÿ â êðèïòîãðàôèè



Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü ÷èñåë

Ïðîáëåìà 1 (À.Î. Ãåëüôîíä, îòêðûòà)

Åñëè α ̸= 0, 1 è β - àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, d = deg β ≥ 2, òî
÷èñëà

αβ, . . . , αβd−1

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Òåîðåìà 2 (Ãåëüôîíä, 1949)

Åñëè α ̸= 0, 1 - àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî è β - êóáè÷åñêàÿ

èððàöèîíàëüíîñòü, òî αβ, αβ2
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Òåîðåìà 3 (Diaz,1989, Í.,1989)

Åñëè α ̸= 0, 1 è β - àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, d = deg β ≥ 2, òî
ñðåäè ÷èñåë αβ, . . . , αβd−1

èìååòñÿ íå ìåíåå
[
d+1
2

]
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ.
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Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F ∗
p

öèêëè÷åñêàÿ. Å¼ îáðàçóþùóþ g ëåãêî ïîñòðîèòü. Ðåøèòü ñðàâíåíèå
g x ≡ b mod p î÷åíü òðóäíî, ëó÷øèå èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ
òðåáóþò O(exp(c(ln p)1/3(ln ln p)2/3)) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì (Äèôôè è Õåëëìàí, 1976) ïîçâîëÿåò äâóì
ëèöàì, îáùàþùèìñÿ ïî íåçàùèùåííîìó êàíàëó ñâÿçè, áåç
ïðåäâàðèòåëüíîãî îáìåíà ñåêðåòíîé èíôîðìàöèåé âûðàáîòàòü
îáùèé êëþ÷, êîòîðûé áóäåò èçâåñòåí òîëüêî èì äâîèì.

Àëãîðèòì 1
Äàííûå: Ïðîñòîå ÷èñëî p, ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g ïî ìîäóëþ p,
ñåêðåòíûé êëþ÷ a àáîíåíòà A è ñåêðåòíûé êëþ÷ b àáîíåíòà B.
Íàéòè: Îáùèé êëþ÷ k ∈ F ∗

p , èçâåñòíûé òîëüêî àáîíåíòàì A è B.
1. Àáîíåíòó A âû÷èñëèòü x = g a è ïåðåäàòü ðåçóëüòàò àáîíåíòó B.
2. Àáîíåíòó B âû÷èñëèòü y = gb è ïåðåäàòü ðåçóëüòàò àáîíåíòó A.
3. Àáîíåíòó A ïîëîæèòü k = y a,

4. Àáîíåíòó B ïîëîæèòü k = xb.
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òðåáóþò O(exp(c(ln p)1/3(ln ln p)2/3)) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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Èçëàãàåìûé çäåñü àëãîðèòì äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ("ìåòîä
ñîãëàñîâàíèÿ") ïðåäëîæåí À.Î. Ãåëüôîíäîì â 1962ã. Òðåáóåò
O(p1/2 ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå
íàçûâàåòñÿ "ìåòîäîì áîëüøèõ è ìàëûõ øàãîâ"(Øåíêñ, 1973).

Àëãîðèòì 2
Äàííûå: Ïðîñòîå ÷èñëî p ≥ 3, ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g ïî ìîäóëþ p,
÷èñëî b ∈ Z, p ∤ b.
Íàéòè: Ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ax ≡ b (mod p).
1. Âû÷èñëèòü H = [

√
p] + 1.

2. Ïîëîæèòü c = gH mod p.
3. Ñîñòàâèòü äâà íàáîðà ÷èñåë

S1 = {cu mod p : 1 ≤ u ≤ H}, S2 = {bg v mod p : 1 ≤ v ≤ H}.

4. Óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ îáà íàáîðà S1 è S2. Íàéòè ñîâïàâøèå

ýëåìåíòû ýòèõ íàáîðîâ, òî åñòü òàêèå ÷èñëà u, v , äëÿ êîòîðûõ

cu ≡ bg v (mod p).

5. Ïîëîæèòü

log b = Hu − v .
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Íàèáîëüøåå èç èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîñòûõ ÷èñåë
èìååò âèä 2136279841 − 1. Îíî çàïèñûâàåòñÿ 41024320
äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè è áûëî íàéäåíî â 2024 ãîäó.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåêîðäîì ôàêòîðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ
ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè öåëîãî ÷èñëà RSA-250,
çàïèñûâàåìîãî 250 äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè, 2020 ã. Îáùåå
âðåìÿ âû÷èñëåíèé ñîñòàâèëî 2700 ëåò â ïåðåñ÷¼òå íà îäèí
ïðîöåññîð ÷àñòîòîé 2,1 ÃÃö. Â âû÷èñëåíèÿõ ó÷àñòâîâàëè
äåñÿòêè òûñÿ÷ êîìïüþòåðîâ ïî âñåìó ìèðó. Ðàáîòà áûëà
çàâåðøåíà çà íåñêîëüêî ìåñÿöåâ.
Â äåêàáðå 2019 ãîäà áûë âû÷èñëåí äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ïî
ìîäóëþ 240-çíà÷íîãî (795-áèòíîãî) ïðîñòîãî ÷èñëà.
Âû÷èñëåíèÿ çàíÿëè ïðèìåðíî 3100 ïðîöåññîðíûõ ëåò ñ
èñïîëüçîâàíèåì â êà÷åñòâå ýòàëîíà ïðîöåññîðîâ ÷àñòîòîé 2,1
ÃÃö.
Â äåéñòâóþùèõ ñòàíäàðòàõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ
èñïîëüçóþòñÿ ïðîñòûå ÷èñëà ðàçìåðîì â 1024 áèòà èëè â áîëåå
âàæíûõ ñèòóàöèÿõ â 2048 áèòîâ.
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ïðîöåññîð ÷àñòîòîé 2,1 ÃÃö. Â âû÷èñëåíèÿõ ó÷àñòâîâàëè
äåñÿòêè òûñÿ÷ êîìïüþòåðîâ ïî âñåìó ìèðó. Ðàáîòà áûëà
çàâåðøåíà çà íåñêîëüêî ìåñÿöåâ.

Â äåêàáðå 2019 ãîäà áûë âû÷èñëåí äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ïî
ìîäóëþ 240-çíà÷íîãî (795-áèòíîãî) ïðîñòîãî ÷èñëà.
Âû÷èñëåíèÿ çàíÿëè ïðèìåðíî 3100 ïðîöåññîðíûõ ëåò ñ
èñïîëüçîâàíèåì â êà÷åñòâå ýòàëîíà ïðîöåññîðîâ ÷àñòîòîé 2,1
ÃÃö.
Â äåéñòâóþùèõ ñòàíäàðòàõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ
èñïîëüçóþòñÿ ïðîñòûå ÷èñëà ðàçìåðîì â 1024 áèòà èëè â áîëåå
âàæíûõ ñèòóàöèÿõ â 2048 áèòîâ.

Þ.Â. Íåñòåðåíêî Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. ËîìîíîñîâàÀ.Î.Ãåëüôîíä è òåîðåòèêî - ÷èñëîâûå èññëåäîâàíèÿ â êðèïòîãðàôèè



Íàèáîëüøåå èç èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîñòûõ ÷èñåë
èìååò âèä 2136279841 − 1. Îíî çàïèñûâàåòñÿ 41024320
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