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В прошлой лекции...

Утверждение. Уравнение Накадзимы-Цванцига (Nakajima,

1958; Zwanzig, 1960):

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌𝑡 + ℐ𝑡𝜌𝑡0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒦𝑡
𝑠𝜌𝑠𝑑𝑠

𝒦𝑡
𝑠 = 𝜆2𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡

𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫, ℐ𝑡 = 𝜆𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡
𝑡0𝒬,

𝒢𝑡
𝑠 =

←−
Texp

(︂
𝜆

∫︁ 𝑡

𝑠
𝒬ℒ𝜏𝑑𝜏

)︂
, 𝒢𝑠

𝑠 = 𝐼
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В прошлой лекции...

Как правило, рассматривают случай, когда 𝒫ℒ𝑡𝒫 = 0, тогда

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = ℐ𝑡𝜌𝑡0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒦𝑡
𝑠𝜌𝑠𝑑𝑠

В частности для 𝒫 = tr𝐵(·) ⊗ 𝜌𝐵

𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌 = −𝑖(Tr𝐵[𝐻𝐼(𝑡),𝜌𝑆⊗𝜌𝐵])⊗𝜌𝐵 = −𝑖[Tr𝐵(𝐻𝐼(𝑡)𝜌𝐵), 𝜌𝑆 ]⊗𝜌𝐵

Таким образом, 𝒫ℒ𝑡𝒫𝜌 = 0, если Tr𝐵(𝐻𝐼(𝑡)𝜌𝐵) = 0.
Это выполнено в случае, когда рассматривается гауссовский

бозонный резервуар с нулевым средним, а 𝐻𝐼(𝑡) — линеен по

операторам рождения и уничтожения. Более того, в этом

случае обнуление моментов нечётного порядка даёт

𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1 · · · ℒ𝑡2𝑘𝒫 = 0,

что также часто предполагается.
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В прошлой лекции...

Член ℐ𝑡𝜌𝑡0 характеризует насколько начальное состояние

согласовано с проекцией. Если 𝒫𝜌𝑡0 = 𝜌𝑡0 , то ℐ𝑡𝜌𝑡0 = 0. В
случае проектора 𝒫 = tr𝐵(·) ⊗ 𝜌𝐵, 𝒫𝜌𝑡0 = 𝜌𝑡0 соответствует

факторизованным начальным состояниям вида

𝜌𝑡0 = 𝜌𝑆(𝑡0) ⊗ 𝜌𝐵.
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Метод проекционных операторов Накадзимы —

Цванцига

Если 𝒫ℒ𝑡𝒫 = 0 и 𝒫𝜌𝑡0 = 𝜌𝑡0 , то первый неисчезающий член —

второго порядка по 𝜆

𝒦𝑡
𝑠 = 𝜆2𝒫ℒ𝑡𝒢𝑡

𝑠𝒬ℒ𝑠𝒫 = 𝜆2𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑠𝒫 + 𝑂(𝜆3)

С учётом ℒ𝑠𝒫 = 𝒬ℒ𝑠𝒫 + 𝒫ℒ𝑠𝒫 = 𝒬ℒ𝑠𝒫, имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝒫ℒ𝑡ℒ𝑠𝒫𝜌𝑠𝑑𝑠

— уравнение в приближении Борна.
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Метод проекционных операторов Накадзимы —

Цванцига

В случае 𝒫 = tr𝐵(·) ⊗ 𝜌𝐵, то оно принимает вид

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡) ⊗ 𝜌𝐵 = −𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

Tr𝐵[𝐻𝐼(𝑡), [𝐻𝐼(𝑠), 𝜌𝑆(𝑠) ⊗ 𝜌𝐵]]𝑑𝑠⊗ 𝜌𝐵

”Сокращая” на 𝜌𝐵, имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡) = −𝜆2

∫︁ 𝑡

𝑡0

Tr𝐵[𝐻𝐼(𝑡), [𝐻𝐼(𝑠), 𝜌𝑆(𝑠) ⊗ 𝜌𝐵]]𝑑𝑠

— такое уравнение уже возникало при ”физическом” выводе

уравнений.

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 11 Теретёнков Александр



Локальное по времени уравнение

Теорема

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑡 = 𝜆ℒ𝑡𝜌𝑡.

Тогда
𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝜌𝑡 = 𝒦(𝑡)𝒫𝜌𝑡 + ℐ(𝑡)𝒬𝜌𝑡0 ,

где 𝒬 = 𝐼 − 𝒫,

𝒦(𝑡) ≡
(︂

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒫
)︂

(𝒫𝒰 𝑡
𝑡0𝒫)(−1),

ℐ(𝑡) ≡ 𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒬−𝒦(𝑡)𝒫𝒰 𝑡
𝑡0𝒬,

где 𝒰 𝑡
𝑡0 — решение задачи Коши 𝑑

𝑑𝑡𝒰
𝑡
𝑡0 = 𝜆ℒ𝑡𝒰 𝑡

𝑡0 ,𝒰
𝑡0
𝑡0

= 𝐼, при
достаточно малых 𝑡 или 𝜆.
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Локальное по времени уравнение

Псеводообратный

𝒜(−1)

выбирается так, что

𝒜(−1)𝒜 = 𝒫, 𝒜(−1)𝒬 = 𝒬𝒜(−1) = 0.
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Локальное по времени уравнение

Доказательство.

𝜌𝑡 = 𝒰 𝑡
𝑡0𝜌𝑡0 ,

где 𝒰 𝑡
𝑡0 — решение задачи Коши

𝑑

𝑑𝑡
𝒰 𝑡
𝑡0 = 𝜆ℒ𝑡𝒰 𝑡

𝑡0 , 𝒰 𝑡0
𝑡0

= 𝐼.

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0 =
𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒫 +
𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒬

=

(︂
𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒫
)︂

(𝒫𝒰 𝑡
𝑡0𝒫)(−1)𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒫 +
𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒬

=

(︂
𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒫
)︂

(𝒫𝒰 𝑡
𝑡0𝒫)(−1)𝒫𝒰 𝑡

𝑡0

−
(︂

𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒫
)︂

(𝒫𝒰 𝑡
𝑡0𝒫)(−1)𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒬 +
𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒬.
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Локальное по времени уравнение

Теорема

При 𝜆 → 0 выполнено следующее асимптотическое разложение

𝒦(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛𝒦𝑛(𝑡),

𝒦𝑛(𝑡) =

𝑛−1∑︁
𝑞=0

(−1)𝑞
∑︁

∑︀𝑞
𝑗=0 𝑘𝑗=𝑛,𝑘𝑗>1

ℳ̇𝑘0(𝑡)ℳ𝑘1(𝑡) . . .ℳ𝑘𝑞(𝑡),

ℳ𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1 . . .

∫︁ 𝑡𝑘−1

𝑡0

𝑑𝑡𝑘𝒫ℒ𝑡1 . . .ℒ𝑡𝑘𝒫,

ℳ̇𝑘(𝑡) ≡ 𝑑

𝑑𝑡
ℳ𝑘(𝑡).
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Лемма. При 𝜆 → 0(︃
𝐼 +

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝒜𝑘

)︃−1
=

∞∑︁
𝑛=0

𝜆𝑛
𝑛∑︁

𝑞=0

(−1)𝑞
∑︁

∑︀𝑞
𝑗=1 𝑘𝑗=𝑛,𝑘𝑗>1

𝒜𝑘1 . . .𝒜𝑘𝑞 ,

Доказательство.(︃
𝐼 +

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝒜𝑘

)︃−1
=

∞∑︁
𝑞=0

(−1)𝑞

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝒜𝑘

)︃𝑞

=

∞∑︁
𝑞=0

(−1)𝑞
∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛
∑︁

∑︀𝑞
𝑗=1 𝑘𝑗=𝑛,𝑘𝑗>1

𝒜𝑘1 . . .𝒜𝑘𝑞

=

∞∑︁
𝑛=0

𝜆𝑛
∑︁

∑︀𝑞
𝑗=1 𝑘𝑗=𝑛,𝑘𝑗>1

(−1)𝑞𝒜𝑘1 . . .𝒜𝑘𝑞 .
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Локальное по времени уравнение

Доказательство теоремы.

𝒰 𝑡
𝑡0 =

∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1 . . .

∫︁ 𝑡𝑘−1

𝑡0

𝑑𝑡𝑘ℒ𝑡1 . . .ℒ𝑡𝑘 .

𝒦(𝑡) ≡ 𝑑

𝑑𝑡
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒫
(︀
𝒫𝒰 𝑡

𝑡0𝒫
)︀(−1)

=

∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘ℳ̇𝑘(𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑚=0

𝜆𝑚ℳ𝑚(𝑡)

)︃(−1)

=

∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘ℳ̇𝑘(𝑡)

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑛=0

𝜆𝑛
𝑛∑︁

𝑞=0

(−1)𝑞
∑︁

∑︀𝑞
𝑗=1 𝑘𝑗=𝑛,𝑘𝑗>1

ℳ𝑘1(𝑡) . . .ℳ𝑘𝑞(𝑡)

⎞⎟⎠
=

∞∑︁
𝑛=0

𝜆𝑛
𝑛−1∑︁
𝑞=0

(−1)𝑞
∑︁

∑︀𝑞
𝑗=0 𝑘𝑗=𝑛,𝑘𝑗>1

ℳ̇𝑘0(𝑡)ℳ𝑘1(𝑡) . . .ℳ𝑘𝑞(𝑡).
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Локальное по времени уравнение

Теорема

При 𝜆 → 0 выполнено следующее асимптотическое разложение

ℐ(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛ℐ𝑛(𝑡),

ℐ𝑛(𝑡) = ˙̃ℳ𝑛(𝑡)

+

𝑛−1∑︁
𝑞=1

(−1)𝑞
∑︁

∑︀𝑞
𝑗=0 𝑘𝑗=𝑛,𝑘𝑗>1

ℳ̇𝑘0(𝑡)ℳ𝑘1(𝑡) . . .ℳ𝑘𝑞−1(𝑡)ℳ̃𝑘𝑞(𝑡),

ℳ̃𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1 . . .

∫︁ 𝑡𝑘−1

𝑡0

𝑑𝑡𝑘𝒫ℒ𝑡1 . . .ℒ𝑡𝑘𝒬, ˙̃ℳ𝑘(𝑡) ≡ 𝑑

𝑑𝑡
ℳ̃𝑘(𝑡).
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Локальное по времени уравнение

Доказательство.

ℐ(𝑡) =

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑛 ˙̃ℳ𝑛(𝑡)

−

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑛=0

𝜆𝑛
𝑛−1∑︁
𝑞=0

(−1)𝑞
∑︁

∑︀𝑞
𝑗=0 𝑘𝑗=𝑛,𝑘𝑗>1

ℳ̇𝑘0(𝑡)ℳ𝑘1(𝑡) . . .ℳ𝑘𝑞(𝑡)

⎞⎟⎠ ·

·

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 ˙̃ℳ𝑘(𝑡)

)︃

=

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑛

(︂
˙̃ℳ𝑛(𝑡)

+

𝑛−1∑︁
𝑞=1

(−1)𝑞
∑︁

∑︀𝑞
𝑗=0 𝑘𝑗=𝑛,𝑘𝑗>1

ℳ̇𝑘0(𝑡)ℳ𝑘1(𝑡) . . .ℳ𝑘𝑞−1(𝑡)ℳ̃𝑘𝑞(𝑡)

)︂
.
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Локальное по времени уравнение

Первые члены

ℳ0(𝑡) = 𝒫,

ℳ1(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1𝒫ℒ𝑡1𝒫,

ℳ2(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫,

ℳ3(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫,

ℳ4(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3

∫︁ 𝑡3

𝑡0

𝑑𝑡4𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3ℒ𝑡4𝒫
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Локальное по времени уравнение

𝑛 = 1. Композиции: 1

𝒦1(𝑡) = ℳ̇1(𝑡) = 𝒫ℒ𝑡𝒫

𝑛 = 2. Композиции: 2 = 1 + 1

𝒦2(𝑡) = ℳ̇2(𝑡) − ℳ̇1(𝑡)ℳ1(𝑡)

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1ℒ𝑡1𝒫

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1(𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫)
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Локальное по времени уравнение

𝑛 = 3. Композиции: 3 = 2 + 1 = 1 + 2 = 1 + 1 + 1

𝒦3(𝑡) = ℳ̇3(𝑡)−ℳ̇2(𝑡)ℳ1(𝑡)−ℳ̇1(𝑡)ℳ2(𝑡)+ℳ̇1(𝑡)ℳ1(𝑡)ℳ1(𝑡)

𝑛 = 4. Композиции: 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 1 + 3 = 2 + 1 + 1 =
1 + 2 + 1 = 1 + 1 + 2 = 1 + 1 + 1 + 1

𝒦4(𝑡) =ℳ̇4(𝑡) − ℳ̇3(𝑡)ℳ1(𝑡) − ℳ̇2(𝑡)ℳ2(𝑡) − ℳ̇1(𝑡)ℳ3(𝑡)+

+ ℳ̇2(𝑡)ℳ1(𝑡)ℳ1(𝑡) + ℳ̇1(𝑡)ℳ2(𝑡)ℳ1(𝑡)

+ ℳ̇1(𝑡)ℳ1(𝑡)ℳ2(𝑡) − ℳ̇1(𝑡)(ℳ1(𝑡))
3
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Локальное по времени уравнение

В случае обнуления нечётных комбинаций 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝑚 . . .ℒ𝑡1𝒫 = 0

𝒦3(𝑡) =0,

𝒦4(𝑡) =ℳ̇4(𝑡) − ℳ̇2(𝑡)ℳ2(𝑡)

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫

−
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫
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Локальное по времени уравнение

Упорядочение интегралов по времени∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3𝑓(𝑡1,𝑡2,𝑡3) =

∫︁
𝑡>𝑡1>𝑡0

𝑡>𝑡2>𝑡3>𝑡0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3𝑓(𝑡1,𝑡2,𝑡3)

=

∫︁
𝑡>𝑡1>𝑡2>𝑡3>𝑡0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3𝑓(𝑡1,𝑡2,𝑡3) +

∫︁
𝑡>𝑡2>𝑡1>𝑡3>𝑡0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3𝑓(𝑡1,𝑡2,𝑡3)

+

∫︁
𝑡>𝑡2>𝑡3>𝑡1>𝑡0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3𝑓(𝑡1,𝑡2,𝑡3)

=

∫︁
𝑡>𝑡1>𝑡2>𝑡3>𝑡0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3(𝑓(𝑡1,𝑡2,𝑡3) + 𝑓(𝑡2,𝑡1,𝑡3) + 𝑓(𝑡3,𝑡1,𝑡2))
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Локальное по времени уравнение

𝒦4(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3·

·
(︂
𝒫ℒ(𝑡)ℒ(𝑡1)ℒ(𝑡2)ℒ(𝑡3)𝒫 − 𝒫ℒ(𝑡)ℒ(𝑡1)𝒫ℒ(𝑡2)ℒ(𝑡3)𝒫

− 𝒫ℒ(𝑡)ℒ(𝑡2)𝒫ℒ(𝑡1)ℒ(𝑡3)𝒫 − 𝒫ℒ(𝑡)ℒ(𝑡3)𝒫ℒ(𝑡1)ℒ(𝑡2)𝒫
)︂
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Заметим, что между проекторами 𝒫 произведения

упорядочены по времени. Оказывается, что в общем случае

верна формула

𝒦(𝑛)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2 . . .

∫︁ 𝑡𝑛−2

𝑡0

𝑑𝑡𝑛−1𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1 . . .ℒ𝑡𝑛−1),

где 𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1 . . .ℒ𝑡𝑛−1) — частично упорядоченные кумулянты

(Кубо - ван Кампена). (Для компактности дальнейших формул

переобозначим ℒ𝑡 = ℒ(𝑡).)
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Локальное по времени кинетическое уравнение

1 Пишем строчку 𝒫ℒ . . .ℒ𝒫.
2 На её основе пишем все возможные строчки, вставляя

операторы 𝒫 так, чтобы получившая строчка содержала

хотя бы один символ ℒ между двумя операторами 𝒫 и

ставим знак (−1)#𝒫 , где #𝒫 — количество вставленных

операторов 𝒫.
3 Добавляем к первому символу ℒ индекс 𝑡, а к остальным

индексы 𝑡 так, чтобы между любой парой супероператоров

𝒫 индексы 𝑡𝑘 были упорядочены по возростанию индекса

𝑘. Если таких способов несколько, то выписываем все

возможные способы, сохраняя знак, получившийся на

предыдущем шаге.

4 Складываем получившиеся члены с учётом знаков.
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Локальное по времени кинетическое уравнение

𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1) - ?

1 𝒫ℒℒ𝒫.
2 𝒫ℒℒ𝒫, −𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫.
3 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫, −𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫
4 𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1) = 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫
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Локальное по времени кинетическое уравнение

𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3) - ?

1 𝒫ℒℒℒℒ𝒫.
2 𝒫ℒℒℒℒ𝒫, −𝒫ℒ𝒫ℒℒℒ𝒫, −𝒫ℒℒ𝒫ℒℒ𝒫,

−𝒫ℒℒℒ𝒫ℒ𝒫,𝒫ℒℒ𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫 ,𝒫ℒ𝒫ℒℒ𝒫ℒ𝒫,𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫ℒℒ𝒫,
−𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫ℒ𝒫.

3 −𝒫ℒℒ𝒫ℒℒ𝒫 →
−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫,−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫,−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫

4
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Локальное по времени кинетическое уравнение

𝜅𝑝.𝑜.(ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3) = 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫−

−𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫−

−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫+

+𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫 + 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫 + 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫+

+𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫 + 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫 + 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫+

+𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫 + 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫 + 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡3𝒫+

+𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫 + 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫 + 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2𝒫−
−𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡3𝒫−
−𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒫ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2𝒫
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Несколько более компактный вид (Chaturvedi, Shibata, 1979)

𝒦1(𝑡) = 𝒫ℒ𝑡𝒫

𝒦2(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒫

𝒦3(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2(𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒫)

𝒦4(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3(𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫−

− 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒫+

+ 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡1𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫−
− 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒫 − 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡1𝒫)
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Локальное по времени кинетическое уравнение

Аналогично (Chang, Skinner, 1993)

ℐ1(𝑡) = 𝒫ℒ𝑡𝒬

ℐ2(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬

ℐ3(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2(𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒬)

ℐ(4)
𝑡 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡3(𝒬ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒬−

−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒬−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒬+

+ 𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡1𝒬−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡3𝒬−
−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1𝒬ℒ𝑡2𝒬−𝒫ℒ𝑡𝒬ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡2𝒬ℒ𝑡1𝒬)
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Пример

C2 ⊗ F𝑏(𝐿
2(R))

𝐻̂RWA
SB =

∫︁
𝜔𝑘𝐼⊗𝑏†𝑘𝑏𝑘𝑑𝑘+Ω𝜎+𝜎−⊗𝐼+

∫︁ (︁
𝑔*𝑘𝜎− ⊗ 𝑏†𝑘 + 𝑔𝑘𝜎+ ⊗ 𝑏𝑘

)︁
𝑑𝑘.

𝐻̂RWA
SB,I (𝑡) =

∫︁ (︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡𝑔*𝑘𝜎− ⊗ 𝑏†𝑘 + 𝑔𝑘𝑒

−𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡𝜎+ ⊗ 𝑏𝑘

)︁
𝑑𝑘

ℒ𝑡(𝜌) = −𝑖[𝐻̂RWA
SB,I (𝑡),𝜌]

𝒫𝜌 = Tr𝐵 𝜌⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|
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Пример

Утверждение.

ℒ𝑡ℒ𝑡1𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵 = −𝐺𝐼(𝑡− 𝑡1)𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵,

где

𝜌𝐵 = |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|

𝐺𝐼(𝑡) =

∫︁
|𝑔𝑘|2𝑑𝑘𝑒−𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡

Кроме того,

𝒫𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵 = 𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵
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Пример

ℒ𝑡1(𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵) = −𝑖[𝐻̂RWA
SB,I (𝑡1), 𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|] =

= −𝑖

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏†𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘

ℒ𝑡ℒ𝑡1(𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵) =

= −
[︂
𝐻̂RWA

SB,I (𝑡),

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏†𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘

]︂
=

= −
∫︁

𝑔𝑘′𝑒
−𝑖(𝜔𝑘′−Ω)𝑡

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎+𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏𝑘′𝑏

†
𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘𝑑𝑘

′ =

= −
∫︁

𝑔𝑘′𝑒
−𝑖(𝜔𝑘′−Ω)𝑡

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎+ ⊗ 𝛿(𝑘 − 𝑘′)|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘𝑑𝑘′ =

= −
∫︁

𝑑𝑘𝑒−𝑖(𝜔𝑘−Ω)(𝑡−𝑡1)|𝑔𝑘|2𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐| =

= −𝐺𝐼(𝑡− 𝑡1)𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|
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Пример

ℒ𝑡1(𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵) = −𝑖[𝐻̂RWA
SB,I (𝑡1), 𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|] =

= −𝑖

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏†𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘

ℒ𝑡ℒ𝑡1(𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵) =

= −
[︂
𝐻̂RWA

SB,I (𝑡),

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏†𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘

]︂
=

= −
∫︁

𝑔𝑘′𝑒
−𝑖(𝜔𝑘′−Ω)𝑡

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎+𝜎−𝜎+ ⊗ 𝑏𝑘′𝑏

†
𝑘|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘𝑑𝑘

′ =

= −
∫︁

𝑔𝑘′𝑒
−𝑖(𝜔𝑘′−Ω)𝑡

∫︁
𝑒𝑖(𝜔𝑘−Ω)𝑡1𝑔*𝑘𝜎+ ⊗ 𝛿(𝑘 − 𝑘′)|𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|𝑑𝑘𝑑𝑘′ =

= −
∫︁

𝑑𝑘𝑒−𝑖(𝜔𝑘−Ω)(𝑡−𝑡1)|𝑔𝑘|2𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐| =

= −𝐺𝐼(𝑡− 𝑡1)𝜎+ ⊗ |𝑣𝑎𝑐⟩⟨𝑣𝑎𝑐|
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Пример

(𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡1𝒫ℒ𝑡2ℒ𝑡3𝒫−
−𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡2𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡3𝒫 − 𝒫ℒ𝑡ℒ𝑡3𝒫ℒ𝑡1ℒ𝑡2𝒫)𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵 =

= −(ℒ𝑡ℒ𝑡2ℒ𝑡1ℒ𝑡3 + ℒ𝑡ℒ𝑡3ℒ𝑡1ℒ𝑡2)𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵 =

= −(𝐺𝐼(𝑡− 𝑡2)𝐺𝐼(𝑡1 − 𝑡3) + 𝐺𝐼(𝑡− 𝑡3)𝐺𝐼(𝑡1 − 𝑡2))𝜎+ ⊗ 𝜌𝐵
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