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Öèêëû â ïðîñòðàíñòâå

Ïîíÿòèå öèêëà â ïðîñòðàíñòâå X êàê îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f : M → X
ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå À.Ïóàíêàðå (1895).

Öèêë ñ÷èòàåòñÿ ãîìîëîãè÷íûì íóëþ, åñëè îòîáðàæåíèå f ïðîäîëæàåòñÿ
äî îòîáðàæåíèÿ W → X , ãäå W � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé
∂W = M.

Ïðîáëåìà (N.Steenrod, êîíåö 1940-õ)

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è z ∈ Hn(X ;Z) � êëàññ ãîìîëîãèé.
Ñóùåñòâóþò ëè çàìêíóòîå ãëàäêîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Mn

è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Mn → X , òàêèå, ÷òî f∗[Mn] = z?

Åñëè îòâåò ïîëîæèòåëåí, òî êëàññ z íàçûâàåòñÿ ðåàëèçóåìûì.
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Êîíñòðóêöèÿ Ïîíòðÿãèíà�Òîìà

Ïîíÿòèå êîöèêëà îïèðàåòñÿ íà êîíñòðóêöèþ Ïîíòðÿãèíà�Òîìà.
Âëîæåíèþ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé i : M1 → M2, òàêîìó, ÷òî ∂M1 = ∅ è
i(M1) ∩ ∂M2 = ∅, ñîïîñòàâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå M2/∂M2 → Tν,
ãäå ν � íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå âëîæåíèÿ i è Tν = Dν/∂Dν � åãî
ïðîñòðàíñòâî Òîìà, à Dν ⊂ ν � ïîäðàññëîåíèå ñî ñëîåì åäèíè÷íûé øàð.

Îïðåäåëåíèå êîöèêëà îïèðàåòñÿ íà ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå è ñâîéñòâà
òðàíñâåðñàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé.

Íà îñíîâå ïîíÿòèé öèêëà è êîöèêëà ñòðîÿòñÿ îáîáùåííûå òåîðèè ãîìîëîãèé
è êîãîìîëîãèé � òåîðèè áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ, ââåäåííûå Ì. Àòüÿ
â 1961 ã.
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Êîìïëåêñíûå êîáîðäèçìû

Òåîðèè êîìïëåêñíûõ áîðäèçìîâ U∗(·) è êîáîðäèçìîâ U∗(·) èñïîëüçóþò
ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ (U-ìíîãîîáðàçèÿ),
ò.å. ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùèå âëîæåíèÿ Mn ⊂ RN

ñ êîìïëåêñíûì íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì.

Òåîðåìà (J.Milnor, Ñ.Ï.Íîâèêîâ, 1960)

ΩU = U∗(pt) = Z[a1, . . . , an, . . . ], deg an = −2n.

Â äîêëàäå íà Ìåæäóíàðîäíîì Ìàòåìàòè÷åñêîì Êîíãðåññå (Ìîñêâà, 1966)
Ñ.Ï.Íîâèêîâ âûäâèíóë ïðîãðàììó ïðèëîæåíèé òåîðèè êîìïëåêñíûõ
êîáîðäèçìîâ ê àêòóàëüíûì ïðîáëåìàì àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòîé ïðîãðàììû ñì. Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. ìàò., 1967.

Ðåçóëüòàòû Ñ. Ï. Íîâèêîâà è åãî øêîëû ïî ýòîé ïðîãðàììå ñîáðàíû â òîìå
�Êîáîðäèçìû â Ñîâåòñêîì Ñîþçå�, 1967�1979, Ì., Èæåâñê, 2011, 584 ñòð.
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Òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ U∗(X )

Òåîðèþ U∗(X ) ñâÿçûâàåò ñ òåîðèåé êîãîìîëîãèé H∗(X ;Z) ñïåêòðàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àòüÿ è Õèðöåáðóõà ñ

E∗,∗2 (X ) = H∗(X ; U∗(pt)) =⇒ U∗(X ).

Ñëåäñòâèÿ (òåîðåìû Ìèëíîðà�Íîâèêîâà)

Ïóñòü TorsionH∗(X ;Z) = 0. Òîãäà ëþáîé êëàññ z ∈ Hn(X ;Z)
ðåàëèçóåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì f : Mn → X , ãäå Mn �
ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå.

U∗(CP∞) = ΩU [[u]], ãäå u = cU
1 (η) � ïåðâûé êëàññ ×åðíà

óíèâåðñàëüíîãî îäíîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ
η → CP∞ = lim−→CPn.

U∗(HP∞) = ΩU [[x ]], ãäå x = pU
1 (ζ) � ïåðâûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà�Áîðåëÿ

óíèâåðñàëüíîãî îäíîìåðíîãî êâàòåðíèîííîãî ðàññëîåíèÿ
ζ → HP∞ = lim−→HPn.
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Ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ

Òåîðåìà (Ñ.Ï. Íîâèêîâ, À.Ñ. Ìèùåíêî, 1967)

Ôîðìàëüíûé ðÿä

FU(u, v) = cU
1 (η1 ⊗C η2) = u + v +

∑
i,j

ai,juiv j , ai,j ∈ Ω−2(i+j−1)
U ,

ãäå u = cU
1 (η1), v = cU

1 (η2), çàäàåò ôîðìàëüíóþ ãðóïïó íàä ΩU .

FU(u, v) íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïîé ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ.

Òåîðåìà (À.Ñ. Ìèùåíêî, 1967)

Ëîãàðèôì ãðóïïû FU(u, v) çàäàåòñÿ ðÿäîì

g(u) = u +
∞∑

n=1
[CPn] un+1

n + 1 , ò.å. g
(
FU(u, v)

)
= g(u) + g(v).
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Õàðàêòåð ×åðíà�Äîëüäà â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ

Ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðèé êîãîìîëîãèé
(õàðàêòåð ×åðíà�Äîëüäà )

chU : U∗(X )→ H∗(X ,ΩU ⊗Q),

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè X = {òî÷êà} îíî çàäàåò âëîæåíèå
ΩU ⊂ ΩU ⊗Q : 1→ 1⊗ 1. Ïðåîáðàçîâàíèå chU ⊗Q � èçîìîðôèçì.

Òåîðåìà (Áóõøòàáåð, 1970)

Ïðåîáðàçîâàíèå chU îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

chU(u) = β(z) = z +
∞∑

n=1
[B2n] zn+1

(n + 1)! ,

ãäå u = cU
1 (η) è z = cH

1 (η) � ïåðâûå êëàññû ×åðíà óíèâåðñàëüíîãî
îäíîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ η → CP∞ è [B2n] ∈ Ω−2n

U � êëàññ
êîáîðäèçìîâ U-ìíîãîîáðàçèÿ B2n ñ ðîäîì Òîääà Td(B2n) = (−1)n.
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Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, 1970)

Ðÿä FU(u, v) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

FU(u, v) =
u + v +

∑
i,j [Hi,j ]uiv j

CP(u)CP(v) , i > 0, j > 0, i + j > 2,

ãäå CP(u) = 1 +
∞∑

n=1
[CPn]un è Hi,j ⊂ CP i × CP j � ãëàäêèå íåïðèâîäèìûå

àëãåáðàè÷åñêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè Ìèëíîðà.

Ñëåäñòâèå

Êîýôôèöèåíòû ai,j ðÿäà FU(u, v) ïîðîæäàþò êîëüöî ΩU .

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, 1970)

Ýêñïîíåíòà ãðóïïû FU(u, v) çàäàåòñÿ ðÿäîì

β(z) = chU(u), ò.å. FU(β(z1), β(z2)) = β(z1 + z2).
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Ïðîáëåìà (J.Milnor�F.Hirzebruch, 1958)

Êîãäà â êëàññå êîáîðäèçìîâ [M2n] ∈ Ω−2n
U ñîäåðæèòñÿ íåïðèâîäèìîå

ãëàäêîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå?

Ýòîò âîïðîñ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, À.Ï. Âåñåëîâ, 2020)

Êîýôôèöèåíò [B2n] ýêñïîíåíòû β(z) = chU(u) ôîðìàëüíîé ãðóïïû FU(u, v)
ñîäåðæèò íåïðèâîäèìîå ãëàäêîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Θn

(òýòà-äèâèçîð ãëàâíîïîëÿðèçîâàííîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ).
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Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà

Òåîðåìà (M. Lazard, 1955)

Óíèâåðñàëüíàÿ îäíîìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà F(u, v)
îïðåäåëåíà íàä êîëüöîì L ∼= Z[x1, . . . , xn, . . .], êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà F(u, v).

Òåîðåìà (D. Quillen, 1969)

Êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì L→ ΩU , êëàññèôèöèðóþùèé ôîðìàëüíóþ
ãðóïïó ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ FU(u, v), ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
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Äâóçíà÷íûå ôîðìàëüíûå ãðóïïû (2-ô ãðóïïû)

Ïóñòü ζ → HP∞ � óíèâåðñàëüíîå îäíîìåðíîå êâàòåðíèîííîå ðàññëîåíèå.
Ïîëîæèì x = pU

1 (ζ1), y = pU
1 (ζ2),

Θk(x , y) = pU
k (ζ1 ⊗C ζ2) ∈ U4k(HP∞ ×HP∞) = ΩU [[x , y ]], k = 1, 2,

ãäå pU
k , � êëàññû Ïîíòðÿãèíà�Áîðåëÿ â U∗-òåîðèè.

Ââåäåì êîëüöî Λ ⊂ ΩU , ïîðîæäåííîå êîýôôèöèåíòàìè ðÿäîâ Θk(x , y).

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ñ.Ï. Íîâèêîâ, 1971)

Óðàâíåíèå Z 2 −Θ1(x , y)Z + Θ2(x , y) = 0, Θk(x , y) ∈ Λ[[x , y ]],
çàäàåò â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ êîììóòàòèâíóþ 2-ô ãðóïïó
íàä êîëüöîì Λ.
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n-çíà÷íûå ãðóïïû

Àâòîð äàë àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå n-çíà÷íûõ ôîðìàëüíûõ ãðóïï
(n-ô ãðóïï) è ðàçâèë èõ òåîðèþ â öèêëå ðàáîò.

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, 1976)

2-ô ãðóïïà íàä Λ â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé
2-ô ãðóïïîé â êëàññå 2-ô ãðóïï íàä êîëüöàìè áåç êðó÷åíèÿ ïðè óñëîâèè
Θ2(x , x) = 0.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèâåë ê ðåøåíèþ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè
è ñòèìóëèðîâàë ðàçâèòèå àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè n-çíà÷íûõ ãðóïï.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðÿäîì àâòîðîâ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè
n-çíà÷íûõ ãðóïï (ôîðìàëüíûõ, êîíå÷íûõ, äèñêðåòíûõ, òîïîëîãè÷åñêèõ,
àëãåáðàè÷åñêèõ, àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ) ñ ïðèëîæåíèÿìè â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
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Ñèììåòðè÷åñêèå ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà X îáîçíà÷èì ÷åðåç (X )n åãî n-êðàòíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ
ñòåïåíü, ò.å. (X )n = X n/Σn, ãäå ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Σn äåéñòâóåò
ïåðåñòàíîâêîé ñîìíîæèòåëåé.

Òî÷êó â (X )n áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîæåñòâî â X , ñîñòîÿùåå
èç n òî÷åê (âîçìîæíî ñ ïîâòîðåíèÿìè), ò.å. êàê n-ìóëüòèìíîæåñòâî.
Ïðèìåð. Ïðîñòðàíñòâà (C)n = Cn/Σn è Cn ìîæíî îòîæäåñòâèòü ïðè ïîìîùè
îòîáðàæåíèÿ

S : Cn → Cn : (z1, z2, . . . , zn)→ er (z1, z2, . . . , zn), 1 6 r 6 n,

ãäå er � r -òûé ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì. Ïðîåêòèâèçàöèÿ

îòîáðàæåíèÿ S èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì (CP1)n → CPn.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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n-çíà÷íûå ãðóïïû
n-çíà÷íîå óìíîæåíèå (ñëîæåíèå) íà X çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì

µ : X × X → (X )n : µ(x , y) = x ∗ y = [z1, . . . , zn], zk = (x ∗ y)k .

Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò. Òî÷êà e ∈ X , òàêàÿ, ÷òî
e ∗ x = x ∗ e = [x , x , . . . , x ] äëÿ âñåõ x ∈ X .

Îáðàòíûé ýëåìåíò. Îòîáðàæåíèå inv : X → X , òàêîå, ÷òî
e ∈ inv(x) ∗ x and e ∈ x ∗ inv(x) äëÿ âñåõ x ∈ X .

Àññîöèàòèâíîñòü. n2-ìíîæåñòâà

[x ∗ (y ∗ z)1, x ∗ (y ∗ z)2, . . . , x ∗ (y ∗ z)n],
[(x ∗ y)1 ∗ z , (x ∗ y)2 ∗ z , . . . , (x ∗ y)n ∗ z ]

ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ x , y , z ∈ X .
Êîììóòàòèâíîñòü. n-ìíîæåñòâà x ∗ y è y ∗ x ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ x , y ∈ X .

Îòîáðàæåíèå µ îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó n-çíà÷íîé ãðóïïû íà X ,
åñëè îíî àññîöèàòèâíî è ñóùåñòâóþò e è inv.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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(n, 1)-çíà÷íûå êîëüöà

Îïðåäåëåíèå

(n, 1)-çíà÷íûì êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X ñ îïåðàöèÿìè
µ : X × X → (X )n : µ(x , y) = x ∗ y è ξ : X × X → X : ξ(x , y) = x · y ,
òàêèìè, ÷òî µ çàäàåò â X ñòðóêòóðó n-çíà÷íîé êîììóòàòèâíîé ãðóïïû,
à ξ � ñòðóêòóðó 1-çíà÷íîé ïîëóãðóïïû ñ óñëîâèåì äâóõñòîðîííåé
äèñòðèáóòèâíîñòè:
Ïóñòü x ∗ y = [z1, . . . , zn]. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x , y è u èç X

(x ∗ y) · u = [z1 · u, . . . , zn · u] = (x · u) ∗ (y · u),
u · (x ∗ y) = [u · z1, . . . , u · zn] = (u · x) ∗ (u · y).

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ñòðóêòóðà 2-çíà÷íîé ãðóïïû è (2, 1)-êîëüöà íà Z+.

Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó ïî ñëîæåíèþ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë Z+.
Ââåäåì 2-çíà÷íîå êîììóòàòèâíîå ñëîæåíèå íà Z+

µ : Z+ × Z+ → (Z+)2 : x ∗ y = [x + y , |x − y |].

Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò: e = 0.
Îáðàòíûé ýëåìåíò: inv(x) = x .
Àññîöèàòèâíîñòü: 4-ìíîæåñòâà

(x ∗ y) ∗ z = [x + y + z , |x − y − z |, x + |y − z |, |x − |y − z ||]

è
x ∗ (y ∗ z) = [x + y + z , |x + y − z |, |x − y |+ z , ||x − y | − z |]

ñîâïàäàþò äëÿ ëþáûõ x , y , z ∈ Z+.

2-çíà÷íàÿ ãðóïïà Z+ ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì · ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ (2, 1)-êîëüöîì.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Êîíñòðóêöèè n-çíà÷íûõ ãðóïï.

Äëÿ ëþáîãî m ∈ N, n-çíà÷íóþ ãðóïïó X ñ îïåðàöèåé µn ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê mn-çíà÷íóþ ãðóïïó c îïåðàöèåé

µm
n : X × X µn−→ (X )n (D)m

−→ (X )mn, ãäå D � äèàãîíàëü.

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì n-çíà÷íûõ ãðóïï,
åñëè

f (eX ) = eY , f (invX (x)) = invY (f (x)) äëÿ âñåõ x ∈ X ,

µY (f (x), f (y)) = (f )nµX (x , y) äëÿ âñåõ x , y ∈ X .

Îïðåäåëåíèå

n-çíà÷íàÿ ãðóïïà X íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

f : X → Y , ãäå Y � n-çíà÷íàÿ ãðóïïà ñ îïåðàöèåé µn = µm
k , n = mk.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Êîñåòíûå ãðóïïû.

Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ (1-çíà÷íàÿ) ãðóïïà ñ óìíîæåíèåì µ1, åäèíèöåé eG
è îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì invG (u) = u−1.

Ïóñòü A, |A| = n, � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ Aut G .
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî îðáèò X = G/A ãðóïïû G ïî äåéñòâèþ ãðóïïû A
è ôàêòîð-îòîáðàæåíèå π : G → X .
Îïðåäåëèì n-çíà÷íîå óìíîæåíèå

µ : X × X → (X )n : µ(x , y) = [π(µ0(u, v a)), a ∈ A],

ãäå u ∈ π−1(x), v ∈ π−1(y) è va � îáðàç äåéñòâèÿ ýëåìåíòà a ∈ A
íà v ∈ G .

Òåîðåìà

Óìíîæåíèå µ çàäàåò íà X = G/A ñòðóêòóðó n-çíà÷íîé êîñåòíîé ãðóïïû

(G ,A) ñ åäèíèöåé eX = π(eG ) è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì îòîáðàæåíèåì

inv(x) = π(u−1), ãäå π(u) = x .

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà

Äâóçíà÷íàÿ ãðóïïà íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâíîé, åñëè
ìóëüòèìíîæåñòâî x ∗ y ñîäåðæèò åäèíèöó e òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x = y .

Òåîðåìà (Â.Ì.Áóõøòàáåð, À.Ï.Âåñåëîâ, À.À.Ãàéôóëëèí, 2022)

1) Îïðåäåëåíû òðè ñåðèè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ èíâîëþòèâíûõ
êîììóòàòèâíûõ äâóçíà÷íûõ ãðóïï: îñíîâíàÿ, óíèïîòåíòíàÿ è
ñïåöèàëüíàÿ.

2) Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ
äâóçíà÷íàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà äâóçíà÷íîé ãðóïïå, ïðèíàäëåæàùåé
îäíîé èç ýòèõ ñåðèé.

Òåîðåìà (À.À. Ãàéôóëëèí, 2024)

Âñÿêàÿ èíâîëþòèâíàÿ äâóçíà÷íàÿ ãðóïïà êîììóòàòèâíà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Àëãåáðàè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Àëãåáðàè÷åñêîé n-çíà÷íîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå X ñ n-çíà÷íîé îïåðàöèåé µ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
íà íåêîòîðîì ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå Y ⊂ X × X â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî
è óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì n-çíà÷íûõ ãðóïï.

Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ n-çíà÷íûõ ãðóïï è å¼ ñâÿçü ñ òåîðèåé èíòåãðèðóåìûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äèñêðåòíîãî âðåìåíè áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ
Â.Ì.Áóõøòàáåðà è À.Ï.Âåñåëîâà.

Ïîëîæèì

P(z ; x , y) =
n∑

k=0
Fk(x , y)zn−k , (1)

ãäå Fk(x , y) ∈ C[x , y ] è
F0(0, 0) = 1. (2)

Òîãäà îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ∗, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòàì x è y
íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ìóëüòèìíîæåñòâî x ∗ y êîðíåé
ïîëèíîìà (1) îò ïåðåìåííîé z .

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì.

Èç àêñèîìû íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà x = 0 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

P(z ; 0, y) = F0(0, y)(z − y)n. (3)

Àêñèîìà îáðàòíîãî ýëåìåíòà ãîâîðèò î ñóùåñòâîâàíèè àëãåáðàè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ inv : C→ C, òàêîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ C

Fn(x , inv(x)) = Fn(inv(x), x) = 0. (4)

Ââåäåì àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ z(x , y) = [z1(x , y), . . . , zn(x , y)],
ãäå zj = zj(x , y), j = 1, . . . , n, � êîðíè ïîëèíîìà P.
Â òåðìèíàõ òåîðèè ðàñøèðåíèÿ ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé óñëîâèå
àññîöèàòèâíîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà äâóõ
ïîëèíîìîâ îò ïåðåìåííîé t

n∏
i,j=1

(t − zi (zj(x , y), z)) =
n∏

i,j=1
(t − zi (x , zj(y , z))). (5)

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Óðàâíåíèå àññîöèàòèâíîñòè

Ïîëîæèì Rk(x , y) = Fk (x ,y)
F0(x ,y) .

Çàìåòèì, ÷òî

n∏
i,j=1

(t − zi (zj(x , y), z)) =
n∏

j=1

(
tn +

n∑
k=1

Rk(zj(x , y), z)tn−k

)
.

Ñëåäñòâèå

Êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ îò t â óðàâíåíèè àññîöèàòèâíîñòè (5)

n∏
j=1

(
tn +

n∑
k=1

Rk(zj(x , y), z)tn−k

)
=

n∏
j=1

(
tn +

n∑
k=1

Rk(x , zj(y , z))tn−k

)

ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò ïåðåìåííûõ x , y è z .

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Óíèâåðñàëüíàÿ n-çíà÷íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà
Ïóñòü Rn = C[ai,j,k : 0 6 i , j 6 nk , 0 6 k 6 n]. Ðàññìîòðèì ïîëèíîì

Πn(z ; x , y) =
n∑

k=0
Fk(x , y)zn−k , ãäå Fk(x , y) =

∑
ai,j,kx iy j ∈ Rn[x , y ].

Ïðåäëîæåíèå

Â êîëüöå Rn îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí èäåàë Jn, òàêîé, ÷òî ïîëèíîì

Π∗n(z ; x , y) =
n∑

k=0
F∗k (x , y)zk

çàäàåò óíèâåðñàëüíóþ êîììóòàòèâíóþ n-çíà÷íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó

íàä êîëüöîì Un = Rn/Jn, ãäå F∗k (x , y) =
∑

a∗i,j,kx iy j ∈ Un[x , y ],
a∗i,j,k = π(ai,j,k) è π : Rn → Un � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîé n-çíà÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû

ñ ïîëèíîìîì P(z ; x , y) =
n∑

k=0
Fk(x , y)zn−k íàä ëþáîé êîììóòàòèâíîé

C-àëãåáðîé K îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì ϕ : Un → K ,

ïðè êîòîðîì ϕ∗(Π∗n(z ; x , y)) = P(z ; x , y), ò. å. Fk(x , y) =
∑
ϕ(a∗i,j,k)x iy j .

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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n-àëãåáðàè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Íàçîâåì n-àëãåáðàè÷åñêîé n-çíà÷íîé ãðóïïîé íà C àëãåáðàè÷åñêóþ
n-çíà÷íóþ ãðóïïó ñ óìíîæåíèåì

∗ : (C× C)\{(x , y) | F0(x , y) = 0} // Symn(C)

(x , y) � // [z1, ..., zn]

,

ãäå zj � êîðíè ïîëèíîìà (1), òàêîãî, ÷òî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ x è y
âõîäèò â íåãî â ñòåïåíè íå âûøå n, è ýòîò ïîëèíîì óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (2), (3), (4) è (5).

Ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G(P).

Îïðåäåëåíèå

n-àëãåáðàè÷åñêàÿ n-çíà÷íàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé,
åñëè ïîëèíîì P(z ; (−1)nx , (−1)ny) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïî x , y , z .

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ñèììåòðè÷åñêèå 1-àëãåáðàè÷åñêèå 1-çíà÷íûå ãðóïïû

Èç óñëîâèÿ F0(0, 0) = 1 ñëåäóåò, ÷òî n-àëãåáðàè÷åñêàÿ n-çíà÷íàÿ ãðóïïà
íà C ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé n-çíà÷íîé ãðóïïîé íà C òàê êàê îïåðàöèÿ µ
îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè 0 ∈ C.
Îíà îïðåäåëåíà íà âñåì C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F0(x , y) ≡ 1.

Ïðåäëîæåíèå

Óíèâåðñàëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ 1-àëãåáðàè÷åñêàÿ 1-çíà÷íàÿ ãðóïïà G(Π1)
îïðåäåëåíà íàä C[α] è çàäàåòñÿ ïîëèíîìîì

Π1(z ; x , y) = (1 + αxy)z − x − y .

Îíà èçîìîðôíà àëãåáðàè÷åñêîé 1-çíà÷íîé ãðóïïå ìàòðèö âèäà

(
1 x
αx 1

)
ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òàê êàê(

1 x
αx 1

)
·
(

1 y
αy 1

)
= (1 + αxy)

(
1 x+y

1+αxy
α x+y

1+αxy 1

)
.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ñèììåòðè÷åñêèå 2-àëãåáðàè÷åñêèå 2-çíà÷íûå ãðóïïû

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Óíèâåðñàëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ 2-àëãåáðàè÷åñêàÿ 2-çíà÷íàÿ ãðóïïà G(Π∗2)
îïðåäåëåíà íàä êîëüöîì êîýôôèöèåíòîâ

C[k2, k4, k6, k8]/(4k8 − k2
4 + k6k2) ∼= C[k2, k4, k6],

è çàäàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì

Π∗2(z ; x , y) = e2
1 − 4e2 + [2k2 + 2k4e1 + 2k6e2 + (k2

4 − k6k2)e3]e3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîëó÷åíî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óíèâåðñàëüíîãî
ñåìåéñòâà ïðè ïîìîùè ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðûWolframMathematica.

Âïåðâûå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Â.Ì.Áóõøòàáåðîì è À.Ï.Âåñåëîâûì
êàê ñëåäñòâèå êëàññèôèêàöèè äâóçíà÷íûõ ôîðìàëüíûõ ãðóïï.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ñèììåòðè÷åñêèå 3-àëãåáðàè÷åñêèå 3-çíà÷íûå ãðóïïû

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Ñóùåñòâóåò äâà êëàññà óíèâåðñàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ 3-àëãåáðàè÷åñêèõ
3-çíà÷íûõ ãðóïï:

1 Π∗,13 (z ;−x ,−y) = e3
1 − 27e3. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì 3-çíà÷íóþ

ãðóïïó G3.

2 Π∗,23 (z ;−x ,−y) = (e1 + αe3)3
. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ

3-çíà÷íàÿ ãðóïïà ïîëó÷àåòñÿ äèàãîíàëüíîé êîíñòðóêöèåé

G × G µ // G Sym3◦diag // Sym3(G)

èç óíèâåðñàëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé 1-àëãåáðàè÷åñêîé 1-çíà÷íîé
ãðóïïû G(Π1), ïîñòðîåííîé ïî ïîëèíîìó

Π∗1(z ;−x ,−y) = (1 + αxy)z + x + y = e1 + αe3.

Ýòîò íîâûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óíèâåðñàëüíîãî
ñåìåéñòâà ïðè ïîìîùè ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðûWolframMathematica.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Îáîáùåíèå äâîéñòâåííîñòè Ïîíòðÿãèíà

Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì
íåïðèâîäèìûõ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû G
è ìíîæåñòâîì X = G/G êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè ãðóïïû G .

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, 2006)

1) Äåéñòâèå êîíå÷íîé ãðóïïû G íà ñåáå âíóòðåííèìè àâòîìîðôèçìàìè
çàäàåò íà X = G/G ñòðóêòóðó êîììóòàòèâíîé êîñåòíîé m-çíà÷íîé
ãðóïïû, ãäå m = |G |.
2) Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ρ0, . . . , ρk
ãðóïïû G çàäàåò íà X = G/G = {x0, . . . , xk} ñòðóêòóðó êîììóòàòèâíîé
n-çíà÷íîé ãðóïïû, ãäå xi = ρi/di , x0 = e, è n = ÍÎÊ{didj | di = dim ρi}.

Äëÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïû G : m = n = 1.
Äëÿ G = Σ3 ïîëó÷àåì íà X = {x0, x1, x2} íåïðèâîäèìûå
3!-çíà÷íóþ è 4-çíà÷íóþ ãðóïïû.

Äëÿ G = Σ4 ïîëó÷àåì íà X = {x0, . . . , x4} íåïðèâîäèìûå
4!-çíà÷íóþ è 18-çíà÷íóþ ãðóïïû.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ïðèëîæåíèÿ òåîðèè n-çíà÷íûõ ãðóïï

Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èç ðàçíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè ïîëó÷èëè
íîâûå âçàèìîñâÿçè è ïðèëîæåíèÿ íà îñíîâå òåîðèè n-çíà÷íûõ ãðóïï.

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, À.Ï. Âåñåëîâ, 1996)

Âñå àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ 2-çíà÷íîé ãðóïïû Z+ íà CP1 ïîðîæäàþòñÿ
ëèáî ñîîòâåòñòâèåì Ýéëåðà�Øàëÿ, ëèáî åãî âûðîæäåíèÿìè.

Òåîðåìà (V.Dragovič , 2010)
Óðàâíåíèå àññîöèàòèâíîñòè äëÿ 2-çíà÷íîé ãðóïïû îáúÿñíÿåò ìåõàíèçì
èíòåãðèðîâàíèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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n-çíà÷íûå ãðóïïû Gn íà C.

Ïóñòü ε = exp 2πi
n . Ââåäåì n-çíà÷íîå êîñåòíîå ñëîæåíèå

µ : C× C→ (C)n : x ∗ y = [z1, . . . , zn], zk = ( n
√

x + εk n
√y )n.

Åäèíèöà: e = 0. Îáðàòíûé ýëåìåíò: inv(x) = (−1)nx .
Ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíûå àëãåáðàè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû Gn
ñ çàêîíîì pn(z ; x , y) = 0, ãäå

pn(z ; x , y) = (z − z1) · · · (z − zk)

ïîëèíîìû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïåðâûå ïîëèíîìû:

p1 =z − x − y ,
p2 =(z + x + y)2 − 4(xy + yz + zx),
p3 =(z − x − y)3 − 27xyz ,
p4 =((z + y + x)2 − 4(xy + yz + zx))2 − 27(z + y + x)xyz .

Ïîëèíîì pn(z ; (−1)nx , (−1)ny) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïî x , y , z
è îäíîðîäíûì.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ïîëèíîìû Pn(e1, e2, e3) è ïðîñòûå ÷èñëà
Ïîëîæèì Pn(e1, e2, e3) = pn(z ; (−1)nx , (−1)ny), ãäå e1, e2, e3 � ýëåìåíòàðíûå
ñèììåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû.

P5 = e5
1 − 54e3(e2

1 − 5e2),

P6 = e6
1 − 22 · 3 e4

1e2 − 2 · 34 · 17 e3
1e3 + 24 · 3 e2

1e2
2−

− 23 · 34 · 19 e1e2e3 − 26e3
2 + 33 · 193 e2

3 ,

P7 = e7
1 − 74e3

(
5e4

1 − 2 · 72e2
1e2 − 74e1e3 + 73e2

2
)
,

P11 = e11
1 − 114e3

(
5 · 53 e8

1 − 2 · 112 · 197 e6
1e2 − 113 · 61 · 1499 e5

1e3+
+ 2 · 114 · 41 e4

1e2
2 − 115 · 17 · 2957 e3

1e2e3 − 5 · 116 e2
1e3

2+
+ 2 · 116 · 673 e2

1e2
3 − 22 · 7 · 117 · 67 e1e2

2e3 + 117 e4
2 − 117 · 673 e2e2

3
)
.

Ñîïîñòàâèì ÷èñëó n íàáîð ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå âîçíèêàþò
êàê äåëèòåëè êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Pn(e1, e2, e3).

Âîïðîñ:

Êàêèå çàêîíîìåðíîñòè â ýòîì ñîïîñòàâëåíèè?

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ãðóïïû Gn è ïîëèíîìû pn(z ; x , y)

Ãðóïïû Gn è ïîëèíîìû pn(z ; x , y) âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Â ðàáîòå Â.Ì. Áóõøòàáåðà, À.Í. Õîëîäîâà, 1989, ïîëèíîìû pn(z ; x , y)
îïèñûâàþò ñäâèãè T y

x íà îäíîðîäíûõ êîàëãåáðàõ ñ ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè bn(λx), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè,
ãäå

T y
x : Q[[x ]]→ Q[[x , y ]], T y

x bn(x) = bn(x)bn(y),

bn(x) =0Fn−1

(
1
n , . . . ,

n − 1
n ; (n − 1)!

nn−1 x
)
.

Ïîëó÷àåì:
b1(x) = ex , b2(x) = ch(

√
2x),

ãäå ch(x) � ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.

Â ðàáîòå I. Gaiur, V. Rubtsov, D. van Straten, 2024, îïèñàíà ñâÿçü
ïîëèíîìîâ pn(z ; x , y) ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ÿäðàìè â ñìûñëå Êîíöåâè÷à,
áåññåëåâûìè ÿäðàìè è ïîòåíöèàëàìè â ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ñóììû Êðîíåêåðà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû íàä ïîëåì C
ïîðÿäêîâ m è n ñîîòâåòñòâåííî.
Êðîíåêåðîâîé ñóììîé A� B ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ (mn ×mn)-ìàòðèöà

A� B = A⊗ In + Im ⊗ B.

Ñóììû Êðîíåêåðà âàæíû â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé, ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, ðîáîòîòåõíèêè.

Îíè èñïîëüçóþòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (Ðèêêàòè,
Ëÿïóíîâà, Ñèëüâåñòðà) è ìàòðè÷íûõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ íà ñåòêàõ.

Íàïðèìåð, â òåðìèíàõ ñóììû Êðîíåêåðà ôîðìóëèðóåòñÿ êðèòåðèé
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

AX + XB = C .

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö è ñóììû Êðîíåêåðà

Ðàññìîòðèì ìóëüòèìíîæåñòâà [λ1, . . . , λm] è [µ1, . . . , µn] ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìàòðèö A è B.

Ïðåäëîæåíèå (C. Stephanos, 1900)

Ïóñòü p(x , y) =
∑̀

j,k=0
cjkx jyk ∈ C[x , y ]. Òîãäà

[p(λr , µs), r = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , n]−

ìóëüòèìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

p(A,B) =
∑̀

j,k=0
cjkAj ⊗ Bk .

Ñëåäñòâèå

[λr + µs , r = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , n] � ìóëüòèìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ñóììû Êðîíåêåðà A� B.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ôðîáåíèóñîâû ñîïðîâîæäàþùèå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Ôðîáåíèóñîâîé ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé F (an−1, . . . , a0) ïîëèíîìà
f (t) = tn + an−1tn−1 + . . .+ a0 ∈ C[t] íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

0 0 0 0 −a0
1 0 0 0 −a1
0 1 0 0 −a2

0 0
. . .

...
...

0 0 0 1 −an−1


Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ Ôðîáåíèóñîâà ñîïðîâîæäàþùàÿ áëî÷íàÿ
ìàòðèöà F (An−1, . . . ,A0) ìàòðè÷íîãî ïîëèíîìà

f (t) = tn + An−1tn−1 + . . .+ A0 ∈ Matm(C)[t].

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ôðîáåíèóñîâû ìàòðèöû è ñóììû Êðîíåêåðà

Ââåä¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì (n × n)-ìàòðèöû A

χ(t; A) = det(tIn − A),

ãäå In � åäèíè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà. Ìóëüòèìíîæåñòâî êîðíåé ïîëèíîìà
χ(t; A) ñîâïàäàåò ñ ìóëüòèìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A.
Ïóñòü f (t) = tm + am−1tm−1 + . . .+ a0. Òîãäà χ(t; F (am−1, . . . , a0)) = f (t).

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü [λj ] è [µk ] � ìóëüòèìíîæåñòâà êîðíåé ïîëèíîìîâ

f (t) = tm + am−1tm−1 + . . .+ a0 è g(t) = tn + bn−1tn−1 + . . .+ b0.

Òîãäà [λj + µk ] ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèìíîæåñòâîì êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ïîëèíîìà ñòåïåíè mn

χ(t; F (am−1, . . . , a0)� F (bn−1, . . . , b0)).

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
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Ãðóïïû Gn, ïîëèíîìû pn(z ; x , y) è ñóììû Êðîíåêåðà

Ïðåäëîæåíèå (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

(1) Äëÿ x , y , z è tn = z âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

pn(z ; x , y) = χ
(
t; F (0, . . . , 0,−x︸ ︷︷ ︸

n

)� F (0, . . . , 0,−y︸ ︷︷ ︸
n

)
)
.

(2) Ïîëèíîì pn(z ; (−1)nx , (−1)ny) ñèììåòðè÷åí ïî ïåðåìåííûì x , y è z .
(3) pn(z ; x , y) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè n ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè ïî ïåðåìåííûì x , y è z .

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Òåîðåìà Âåíäòà

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöåé Âåíäòà Wn íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíò ïîëèíîìà (1 + x)n − xn

Wn =


1

(n
1
) (n

2
)
· · ·

( n
n−1
)( n

n−1
)

1
(n

1
)
· · ·

( n
n−2
)

...
...

...
. . .

...(n
1
) (n

2
) (n

3
)
· · · 1



Òåîðåìà (E. Wendt, 1894)

Ïóñòü p > 3 � ïðîñòîå è q = 2kp + 1 � ïðîñòîå ïðè íåêîòîðîì k > 1.
Òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå a, b, c, íå äåëÿùèåñÿ íà q, òàêèå, ÷òî

ap + bp + cp ≡ 0 mod q

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà det W2k .

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
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n-äîïóñòèìûå ïðîñòûå ÷èñëà

Òåîðåìà (J. Dirichlet, 1837)

Ïóñòü m è n � íàòóðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.
Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë q â àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè m + kn .

Îïðåäåëåíèå

Ïðîñòîå ÷èñëî q íàçûâàåòñÿ n-äîïóñòèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
óðàâíåíèå xn = 1 èìååò n ðåøåíèé â êîëüöå öåëûõ q-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Zq.

Êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî q ÿâëÿåòñÿ 2-äîïóñòèìûì.

Ïðåäëîæåíèå

Ïðîñòîå ÷èñëî q > n ÿâëÿåòñÿ n-äîïóñòèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî ïðèíàäëåæèò àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè 1 + kn.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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q-àäè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X n
q ⊂ Zq îáðàç îòîáðàæåíèÿ Zq → Zq : a→ x = an.

Ñëåäñòâèå

Äëÿ êàæäîãî n-äîïóñòèìîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q > n ìíîæåñòâî X n
q ÿâëÿåòñÿ

(n, 1)-êîëüöîì ñ n-çíà÷íûì êîñåòíûì ñëîæåíèåì, çàäàâàåìûì
àâòîìîðôèçìîì n-òîãî ïîðÿäêà ε : Zq → Zq : a→ εa, ãäå εn = 1,
è 1-çíà÷íûì óìíîæåíèåì â X n

q , çàäàâàåìûì îáû÷íûì óìíîæåíèåì â Zq.

Ïðèìåð. n = 3, q = 7, ε ∈ Z7, ãäå ε
3 = 1 è ε ≡ 2 mod 7.

Ñëîæåíèå â (3,1)-çíà÷íîì êîëüöå X 3
7 ⊂ Z7:

x ∗ y = [z1, z2, z3], ãäå x = a3, y = b3, zk = c3
k è ck = a + εkb ∈ Z7, k = 1, 2, 3.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ìàòðèöû Wn(z ; x , y)

Îïðåäåëåíèå

y -öèðêóëÿíòîì Circy (a0, ..., an−1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Òåïëèöà

Circy (a0, ..., an−1) =



a0 ya1 ya2 · · · yan−1

an−1 a0 ya1
. . .

...

an−2 an−1 a0
. . . ya2

...
. . .

. . .
. . . ya1

a1 · · · an−2 an−1 a0


Îïðåäåëåíèå (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Ìàòðèöåé Wn(z ; x , y) íàçûâàåòñÿ y -öèðêóëÿíò, ó êîòîðîãî
a0 = wn + (−1)n+1x + y , ak =

(n
k
)
wk , k = 1, . . . , n − 1, wn = z .

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ãðóïïû Gn è ìàòðèöû Âåíäòà Wn

Òåîðåìà (*) (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

(1) Ïîëèíîì pn(z ; x , y), çàäàþùèé ñëîæåíèå â n-çíà÷íîé ãðóïïå Gn,
ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòîì ìàòðèöû Wn(z ; x , y).
(2) Wn(1; (−1)nx , 1) = Wn − tIn, ãäå t = x − 1 è Wn � ìàòðèöà Âåíäòà.

Ñëåäñòâèå

χ(t,Wn) = pn(x ; (−1)n, (−1)n), ãäå t = (−1)nx − 1, Wn = Wn(1; (−1)n, 1).

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025
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Ïðèëîæåíèå òåîðåìû Âîëüñòåíõîëüìà

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Ïðè ïðîñòûõ n > 5 ìíîãî÷ëåí

pn(z ; (−1)nx , (−1)ny)− (x + y + z)n

äåëèòñÿ íà n4xyz .

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà íàøåé òåîðåìå (*) è êëàññè÷åñêîì
ðåçóëüòàòå:

Òåîðåìà (J. Wolstenholme, 1862)

×èñëî (
2n − 1
n − 1

)
− 1

äåëèòñÿ íà n3 äëÿ ïðîñòûõ n > 5.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
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Ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì e1

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà n > 5 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ξn : [0, n − 3]→ Z,
òàêàÿ, ÷òî ξn(k) = 0, k = 0, 1; ξn(k) > 0, k > 1; ξn(n − 3) = n − 4 è

pn(z ;−x ,−y) = pn(e1, e2, e3) = en
1 − n4e3

(n−3∑
k=0

nξn(k)πn,k(e2, e3)en−k−3
1

)
,

ãäå
πn,k(e2, e3) =

∑
2i+3j=k αn,i,je i

2ej
3, i > 0, j > 0, αn,i,j ∈ Z, (πn,k(e2, e3), n) = 1.

Ïðèìåðû: ξ5 : [0, 2]→ (0, 0, 1);
ξ7 : [0, 4]→ (0, 0, 2, 4, 3);
ξ11 : [0, 8]→ (0, 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 7);
ξ13 : [0, 10]→ (0, 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 9),

ãäå π13,9(e2, e3) = α13,3,1 e3
2e3 + 13α13,0,3e3

3 è (α13,3,1, 13) = 1, (α13,0,3, 13) = 1.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025

44 / 48



Ëèòåðàòóðà

J.Wolstenholme,
On certain properties of prime numbers.
The Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics, 5 (1862), 35�39.

E.Wendt,
Arithmetische Studien über den 'letzten' Fermatschen Satz, welcher aussagt,
dass die Gleichung an = bn + cn für n > 2; in ganzen Zahlen nicht au�ösbar ist.
Journal für die reine und angewandte Mathematik, 113, 1894, 335�347.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ñ.Ï.Íîâèêîâ,
Ôîðìàëüíûå ãðóïïû, ñòåïåííûå ñèñòåìû è îïåðàòîðû Àäàìñà.
Ìàòåì. Ñá., 84(126):1 (1971), 81�118.

Â.Ì.Áóõøòàáåð,
Äâóçíà÷íûå ôîðìàëüíûå ãðóïïû. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ
ê êîáîðäèçìàì. I; II.
Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì., 39:5, 1975, 1044�1064; 40:2, 1976, 289�325.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025

45 / 48



Ëèòåðàòóðà

Â.Ì.Áóõøòàáåð, À.Í.Õîëîäîâ,
Ãðóïïû ôîðìàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñóïåðïðÿìîé, ïðîèçâîäÿùèå
ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëèíîìîâ è ôóíêöèîíàëüíûå
óðàâíåíèÿ.
Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. ìàò., 53:5, Ì., 1989, 944�970.

V.M.Buchstaber, A.P.Veselov,
Integrable correspondences and algebraic representations of multivalued groups.
Internat. Math. Res. Notices, N 8, 1996, 381�400.

V.M.Buchstaber,
n-valued groups: theory and applications.
Moscow Math. J., 6:1, 2006, 57�84.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, À.Ï.Âåñåëîâ,
Òîïîãðàô Êîíâåÿ, PGL2(Z)-äèíàìèêà è äâóçíà÷íûå ãðóïïû.
ÓÌÍ, 74:3(447), 2019, 17�62.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, À.À.Ãàéôóëëèí, À.Ï.Âåñåëîâ,
Êëàññèôèêàöèÿ èíâîëþòèâíûõ êîììóòàòèâíûõ äâóçíà÷íûõ ãðóïï.
ÓÌÍ, 77:4(466) (2022), 91�172.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025

46 / 48



Ëèòåðàòóðà

Â.Ì.Áóõøòàáåð, À.Þ.Âåñíèí,
n-çíà÷íûå ãðóïïû, ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ è òðåõìåðíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ.
Ìàòåì. ñá., 215:11 (2024), 3�32.

V.M.Buchstaber, A.P.Veselov,
Chern�Dold character in complex cobordisms and theta divisors.
Advances in Mathematics, 449 (2024), 109720, 35 pp.

I.Gaiur, V.Rubtsov, D.van Straten,
Product formulas for the Higher Bessel functions.
arXiv:2405.03015v1 [math.AG] 5 May 2024.

V.M.Buchstaber, I.Yu.Gaiur, V.N.Rubtsov,

Algebraic 2-valued group structures on P1, Kontsevich-type polynomials,
and multiplication formulas. I.
Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 2026, �1; arXiv:2412.07330v1 [math.AG] 10 Dec 2024.

Victor Buchstaber, Mikhail Kornev,
n-Valued Groups, Kronecker Sums, and Wendt's (x , y , z)-Matrices.
arXiv:2505.04296v1 [math.GR] 7 May 2025.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025

47 / 48



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîáîðäèçìû è n-çíà÷íûå ãðóïïû
"Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" Êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà Ìîñêâà, 2�6 èþíÿ 2025

48 / 48


