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Модель
Рассмотрим полосу Z× {0, . . . ,N − 1}. В момент времени t = 0 в
каждом узле правее границы 0× {0, . . . ,N − 1} находится одна
частица, которая начинает оттуда своё случайное блуждание по
полосе (переходные вероятности см. на рисунке ниже).
Обозначим в момент времени t координату частицы, начавшей
блуждание из положения (x , k), через (ηX(x,k)(t), η

W
(x,k)(t)):
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(b) Начальное положение частиц в модели
для N = 3.
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Модель

Введём случайный процесс n(t) следующим образом:

n(t) =
∑

(x,k): x∈N,
k∈{0,...,N−1}

1

(
min
τ≤t

ηX(x,k)(τ) ≤ 0
)

(1)

Если рассмотреть процесс с поглощением на границе
0× {0, . . . ,N − 1}, то n(t) есть число поглощенных к моменту
времени t точек, но для дальнейших выкладок удобно считать, что
частицы продолжают свое движение, а мы просто зафиксировали
сам факт прохождения этой частицы через границу (единожды за
всё время наблюдения).

Наша цель состоит в нахождении асимптотики En(t).
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Определим марковскую цепь W , управляющую вертикальной
координатой частицы:

P(W (t) = k + 1|W (t − 1) = k) = p↑k ,

P(W (t) = k − 1|W (t − 1) = k) = p↓k

P(W (t) = k |W (t − 1) = k) = 1− p↓k − p↑k =

= p+k + p−k + psk = p̃k

(2)

Далее предполагаем, что цепь W неприводимая и апериодичная, то
есть эргодическая. Стационарное распределение цепи W обозначим
за π. Тогда верна:
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Теорема
Пусть

d =
∑

k∈{0,...,N−1}

π(k)
(
p+k − p−k

)
.

(Средневзвешенный снос). Тогда:
1. при d < 0:

n(t)

t
P→ −Nd

2. при d > 0 существует константа C > 0, такая что

E (n(t)) ≤ C , ∀t ≥ 0

3. при d = 0:

lim
t→∞

E (n(t))√
t

= Nσ

√
2
π

, где σ2 =
∑
k

π(k)
(
p+k + p−k

)
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Идея доказательства
Рассмотрим задачу накопления для Z при меняющемся
распределении скачков. В момент t = 0 в каждом узле x > 0
расположены частицы. Для частицы с начальным положением x
введем стационарную цепь Wx(t), отвечающую за переключение
распределения скачков. Введем x + ξx(t) – координату частицы в
момент t следующим образом:

ξx(t)−ξx(t−1) =

{
0, если Wx(t) 6= Wx(t − 1)
ux,k(t), если Wx(t) = Wx(t − 1) = k

, ξx(0) = 0

(3)
где

ux,k(t) =


1, с вер. p+k

p̃

0, с вер. psk
p̃

−1, с вер. p−k

p̃

Пара (Wx(t), ξx(t)) является марковским процессом с теми же
переходными вероятностями, что и изначальная цепь для полосы.
Введем для такого блуждания процесс накопления ñ(t):

ñ(t) =
∑
x∈N

1(min
τ≤t

(x + ξx(t)) ≤ 0) (4)
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Идея доказательства

Утверждение 1
Cредние процессов n(t) и ñ(t) связаны соотношением
N · Eñ(t) = En(t).
Относительные движения частиц ξx(t) распределены одинаково,
тогда можно опустить индекс x .

Утверждение 2
Для процесса ñ(t) выполнено:

Eñ(t) = −E min
τ≤t

ξ(τ)

Поскольку последовательность et = ξ(t)− ξ(t − 1) регулируется
эргодической стационарной марковской цепью W , она сама является
стационарной и обладает свойством экспоненциального
перемешивания.
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Идея доказательства

Введем средневзвешенный снос:

d = Ee1 =
∑

k∈{0,...,N−1}

π(k)
(
p+k − p−k

)
(5)

Теорема
Для введенных выше процесса ξ(t) и d выполнено:

−E min
τ≤t

(ξ(τ)− τd)/
√
t → σ

√
2
π

где σ2 = E (e1 − d)2.
Утверждение следует из теоремы Донскера для стационарных
последовательностей с перемешиванием (Billingsley, Theorem 19.2,
cтр.200).
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Идея доказательства
В силу теоремы 2 и утверждения 2 следует:

Теорема
Для введенных выше процесса ñ(t) и средневзвешенного сноса d
выполнено:
При d < 0:

ñ(t)

t
P→ −d

При d > 0 существует константа C , такая что

E (ñ(t)) ≤ C

При d = 0:

lim
t→∞

E (ñ(t))√
t

= σ

√
2
π

где
σ2 =

∑
k

π(k)
(
p+k + p−k

)
Сходимость по вероятности следует из закона больших чисел для
схемы серий (Боровков, Теорема 3, стр. 157).
Теорема 1 вытекает из теоремы 3 и утверждения 1.
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Спасибо за внимание!
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