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Клод Элвуд Шеннон (1916 – 2001), США
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Андрей Николаевич Колмогоров (1903 – 1987), СССР
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Информация случайного события

P(A) < P(B) ⇒ IA > IB

P(B) = 1 ⇒ IB = 0

P(A) = 0 ⇒ IA = ∞

Определение
IA ≑ − log2 P(A)
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Информация случайного события
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Энтропия случайной величины

Рассмотрим дискретную случайную величину ξ, принимающую конечное число
значений

ξ ∼
(
x1 . . . xn
p1 . . . pn

)
Ik = I(ξ = xk) = − log2 pk , k = 1, n

Для определения информации, которую несет случайная величина ξ, введем
вспомогательную случайную величину

I ξ
Σ∼
(
I1 . . . In
p1 . . . pn

)

6 / 17



Энтропия случайной величины

Определение

H ξ ≑ MI ξ =
n∑

k=1

Ikpk = −
n∑

k=1

pk log2 pk

H ξ = −
n∑

k=1

pk log2 pk = H(p1, . . . , pn)

H ξn = H(ξ1, . . . , ξn) ≑ −
∑

k1,...,kn

pk1,...,kn · log2 pk1,...,kn

Замечание
1.

h(p) ≑ H(p, 1 − p) = −p log2 p − (1 − p) log2(1 − p);

2.
max

p1,...,pn
H(p1, . . . , pn) = H(

1
n
, . . . ,

1
n
) = log2 n
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Александр Яковлевич Хинчин (1894 – 1959), СССР
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Энтропия источника

Определение
Энтропией на одну букву k-буквенного сообщения называется

Hk ≑
1
k
H(ξ1, . . . , ξk)

Определение
Энтропией источника называется

H∞ ≑ lim
k→∞

Hk
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Свойство асимптотической равнораспределенности

Определение
Источник обладает свойством асимптотической равнораспределенности, если у него
существует энтропия H∞ и множество An допускает такое разбиение
An = An,ε ⊔A

′
n,ε, что для любых ε, δ > 0 и достаточно больших n выполнено

1. для всех an ∈ An,ε ∣∣∣∣1n I(an)− H∞

∣∣∣∣ ⩽ ε

2.
P1,2,...,n(A

′
n,ε) =

∑
an∈A′

n,ε

P1,2,...,n(a
n) ⩽ δ
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Информационный аналог ЗБЧ

Рассмотрим ζn = 1
n I(ξ1, . . . , ξn), n = 1, 2, . . . , ζ = H∞. Тогда по определению

свойства асимптотической равнораспределенности An,ε является подмножеством
события {|ζn − ζ| ⩽ ε} и выполнено неравенство

P

(
|ζn − ζ| > ε

)
⩽ δ

Выполнение свойства асимптотической равнораспределенности равносильно

1
n
I(ξ1, . . . , ξn)

P−→ H∞
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Теорема

Пусть (A, p⃗,P)− стационарный простой двоичный марковский источник.

P =

(
1 − α α

1 0

)
Тогда

H∞ =
1

1 + α
h(α),

max
α

H∞(α) = H∞(1 − 1
ϕ
),

где ϕ = 1+
√

5
2 – золотое сечение.
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При 0 < α < 1 источник регулярен, так как

P2 =

(
α+ (1 − α)2 α(1 − α)

1 − α α

)
> 0

Стационарным распределением является

p⃗ =

(
1

1 + α
,

α

1 + α

)
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Мощность множества "хороших" слов

Источник обладает свойством асимптотической равнораспределенности и для всех
ε > 0, 0 < δ < 1

2
1 − δ

2n·ε
· ϕn ⩽ |An,ε| ⩽ 2n·εϕ,

(2−ε · ϕ−1)n ⩽ P1,2,...,n(a
n) ⩽ (2ε · ϕ−1)n для всех an ∈ An,ε,

где ϕ = 1+
√

5
2 – золотое сечение.
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Комментарий

Рассмотрим пример, поясняющий использование обозначения

I ξ
Σ∼
(
I1 . . . In
p1 . . . pn

)
Рассмотрим случайную величину ξ

ξ ∼
(
−1 0 1
p1 p2 p3

)
; ξ2 Σ∼

(
(−1)2 02 12

p1 p2 p3

)
; ξ2 ∼

(
0 1
p2 p1 + p3

)
M ξ = (−1)·p1+0·p2+1·p3; M ξ2 = (−1)2 ·p1+02 ·p2+12 ·p3; M ξ2 = 0·p1+1·(p1+p2)
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ИКСИ

"Секретная"случайная величина I ξ ("и кси")
ИКСИ - институт криптографии связи и информатики
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