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Íåìíîãî î ãèäðîäèíàìèêå

Äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòîêñà, ÿâëÿþùèìñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà ñ

äîïîëíèòåëüíûì äèôôóçèîííûì ÷ëåíîì. Äëÿ äâóìåðíîãî

óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû òåîðåìû ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè îáîáù¼ííûõ è êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé. Êðîâü

ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìîé, íî âÿçêîé æèäêîñòüþ, ïîýòîìó äëÿ

îïèñàíèÿ å¼ äâèæåíèÿ ñòîèò èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå

Íàâüå-Ñòîêñà, ó÷èòûâàþùåå âÿçêîñòü:

∂v

∂t
= −(v ,∇v)v −∇p + f + ν△v (1)

Ðàñïðåäåë¼ííàÿ ìàññîâàÿ ñèëà f , âõîäÿùàÿ â ýòî óðàâíåíèå

ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé äâèæåíèÿ. Âÿçêîå òðåíèå ν△v çàìåäëÿåò

äâèæåíèå.



Ëàãðàíæåâ ïîäõîä

Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ìíîãîîáðàçèå M, åñòü ãðóïïà Ëè âñåõ

äèôôåîìîðôèçìîâ M, ñîõðàíÿþùèõ ôîðìó îáú¼ìà. Â ñëó÷àå

ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì ∂M ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ ñîñòîèò

èç òåõ ñîõðàíÿþùèõ îáú¼ì äèôôåîìîðôèçìîâ, êîòîðûå

îñòàâëÿþò ãðàíèöó ∂M èíâàðèàíòíîé. Àëãåáðà Ëè ýòîé ãðóïïû

ñîñòîèò èç áåçäèâåðãåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M
(êàñàþùèõñÿ ãðàíèöû äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì)



Ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì

Ïðîöåññû ξ(t), η(t) çàäàíû íà (Ω,F ,P), ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â

Rn, ÿâëÿþòñÿ L1 ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ïðè âñåõ t ∈ [0,T ].
Ïóñòü E η

t � óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî

σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ïðîîáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

ïðè îòîáðàæåíèè η(t) : Ω → Rn.

Ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì ñëåâà ïðîöåññà ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè
t îòíîñèòåëüíî η(t) íàçûâàþò L1-ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

Dη
∗ ξ(t) = lim

△t→+0

E η
t

(
ξ(t)− ξ(t −△t)

△t

)
. (2)

Ïóñòü Z (t, x) � C 2-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà Rn. Åãî

ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì ñëåâà âäîëü η(t) îòíîñèòåëüíî ξ(t)
íàçîâ¼ì L1 ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

Dη
∗Z (t, ξ(t)) = lim

△t→+0

E η
t

(
Z (t, ξ(t))− Z (t −△t, ξ(t −△t))

△t

)
.



Ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì âòîðîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì â âèíåðîâñêèé ïðîöåññ w(t) â Rn â êà÷åñòâå

ïðîöåññà η(t) è ïðîöåññ ξ(t) êàê ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Èòî:

dξ(t) = a(t, ξ(t))dt + A(t, ξ(t))dw(t), ãäå ñíîñ a(t, x) è
äèôôóçèîííîå ñëàãàåìîå A(t, x) � âåêòîðíîå ïîëå è ïîëå

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â Rn ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîäíûå âèäà

Dw
∗ Dw

∗ ξ(t) (3)



Îáîáù¼ííàÿ îáðàòíàÿ ôîðìóëà Èòî

Ys,t = y +

t∫
s

Bs,udu +

t∫
s

Σs,udw(u),

Fs,t(x) = F (x) +

t∫
s

Gu,t(x)du +

t∫
s

Hu,t(x)dw(u),

Fv ,t(Ys,v )− Fu,t(Ys,u) =

v∫
u

(∇Fr ,t(Ys,r )
′Bs,r+

+
1

2
∇2Fr ,t(Ys,r )

′Σs,rΣ
′
s,r − Gr ,t(Ys,r ))dr+

+

v∫
u

(
∇Fr ,t(Ys,r )

′Σs,r − Hr ,t(Ys,r )
)
dw(r)



Âû÷èñëåíèå

Òåîðåìà

Äëÿ ñíîñà ðàâíîãî 0, a(t) è a(t, x), à òàêæå äèôôóçèîííîãî

ñëàãàåìîãî ðàâíîãî A, Aw , A(t) ìîæíî âû÷èñëèòü

ïðîèçâîäíóþ ñëåâà â ñðåäíåì Dw
∗ Dw

∗ ξ(t) â ÿâíîì âèäå.

Ðàññìîòðèì

dξ1(t) = Adw(t),

dξ2(t) = A(t)dw(t),

dξ3(t) = A(t)w(t)dw(t),

dξ4(t) = a(t, ξ4(t))dt + A(t)dw(t).



Ïóñòü σij(t, x) = (AA∗)ij(t, x). Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

D∗ξ(t) = a∗(t, ξ(t)), ai∗(t, x) = ai (t, x)− 1

pt(x)
∂j(σ

ij(t, x)pt(x))

pt(x) =
1√

(2πt)n
exp{− 1

2t
x∗x}

Dw
∗ Dw

∗ ξ1(t) = 0,

Dw
∗ Dw

∗ ξ2(t) =
σ(t)

t
w(t),

Dw
∗ Dw

∗ ξ3(t) = Ew
t (−2σ(t)/t) + 2σ(t)

t
/t2w2(t),

Dw
∗ Dw

∗ ξ4(t) = Ew
t (a(t,w)− σ(t)− 2σ(t)/t) +

2σ(t)

t
/t2w2(t).
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