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Назовем дробной частью {ξ}N2 двумерной целочисленной случайной
величины ξ =

(
ξ1, ξ2

)
вектор дробных частей её компонент(

{ξ1}N , {ξ2}N
)
.

Назовем дробной частью {ξ}[0,1)2 двумерной случайной величины
ξ =

(
ξ1, ξ2

)
вектор дробных частей её компонент

(
{ξ1}, {ξ2}

)
.



Теорема (М4)

Пусть ξ1, ξ2 суть независимые случайные величины, распределенные
на Z2

N , и ξ = {ξ1 + ξ2}N2 .
Тогда если существуют неотрицательные ε1, ε2 такие, что для
любого m ∈ Z2

N справедливы неравенства∣∣∣∣p1(m)− 1

N2

∣∣∣∣ ⩽ ε1
N2

и
∣∣∣∣p2(m)− 1

N2

∣∣∣∣ ⩽ ε2
N2

,

то для любого m∗ ∈ Z2
N справедливо∣∣∣∣p(m∗)− 1

N

∣∣∣∣ ⩽ ε1 · ε2
N2



Теорема (М5)

Пусть ξ1, ξ2, ..., ξn суть независимые случайные величины,
распределенные на Z2

N , и ξ = {ξ1 + ...+ ξn}N2 .
Тогда если существуют неотрицательные εk , k = 1, . . . , n такие, что
для любого m ∈ Z2

N справедливы неравенства∣∣∣∣pk(m)− 1

N2

∣∣∣∣ ⩽ εk
N2

, k = 1, 2, . . . , n,

то для любого m∗ ∈ Z2
N справедливо∣∣∣∣p(m∗)− 1

N2

∣∣∣∣ ⩽ ε1 · · · εn
N2

.



Теорема (М6)

Пусть ξ1, ξ2, ..., ξn, ... суть независимые случайные величины,
распределенные на Z2

N , и ηn = {ξ1 + ...+ ξn}N2 .
Пусть существуют неотрицательные εk , k = 1, ..., n, ... такие, что для
любого m ∈ Z2

N справедливы неравенства∣∣pk(m)− 1

N2

∣∣ ⩽ εk
N2

, k = 1, 2, ..., n, ...,

Пусть limn→∞(ε1 · ... · εn) = 0.
Тогда

ηn
d−→ R(Z2

N)



Теорема (М7)

Пусть ξ1, ξ2 суть независимые абсолютно непрерывные случайные
величины, распределенные на [0, 1)2, и ξ = {ξ1 + ξ2}[0,1)2 .
Тогда если существуют неотрицательные ε1, ε2 такие, что для
любого x ∈ [0, 1)2 справедливы неравенства∣∣p1(x)− 1

∣∣ ⩽ ε1 и
∣∣p2(x)− 1

∣∣ ⩽ ε2,

то для любого x∗ ∈ [0, 1)2 справедливо∣∣p(x∗)− 1
∣∣ ⩽ ε1 · ε2.



Теорема (М8)

Пусть ξ1, ξ2, ..., ξn суть независимые абсолютно непрерывные
случайные величины, распределенные на [0, 1)2, и
ξ = {ξ1 + ...+ ξn}[0,1)2 .
Тогда если существуют неотрицательные εk , k = 1, ..., n такие, что
для любого x ∈ [0, 1)2 справедливы неравенства∣∣pk(x)− 1

∣∣ ⩽ εk , k = 1, 2, ..., n,

то для любого x∗ ∈ [0, 1)2 справедливо∣∣p(x∗)− 1
∣∣ ⩽ ε1 · ... · εn.



Теорема (М9)

Пусть ξ1, ξ2, ..., ξn, ... суть независимые абсолютно непрерывные
случайные величины, распределенные на [0, 1)2, и
ηn = {ξ1 + ...+ ξn}N2 .
Пусть существуют неотрицательные εk , k = 1, ..., n, ... такие, что для
любого x ∈ [0, 1)2 справедливы неравенства∣∣pk(x)− 1

∣∣ ⩽ εk , k = 1, 2, ..., n, ...,

Пусть limn→∞(ε1 · ... · εn) = 0.
Тогда

ηn
d−→ R

(
[0, 1)2

)



Теорема (ДГ1)
Пусть целочисленная двумерная случайная величина ξ и
равномерная на множестве {0, 1, . . . ,N − 1}2 случайная величина η
независимы.
Тогда случайная величина {ξ + η}N,N имеет максимальную
энтропию среди всех случайных величин, распределённых на
множестве {0, 1, . . . ,N − 1}2.



Теорема (ДГ2)
Пусть произвольная двумерная случайная величина ξ и равномерно
распределённая на квадрате [0, 1]2 случайная величина η
независимы.
Тогда случайная величина {ξ + η} имеет максимальную энтропию
среди всех абсолютно непрерывных случайных величин,
распределённых на квадрате [0, 1]2.



Дискретный случай



Определение
Для натуральных m, n, k назовем множество

{0, 1, . . . , k − 1, km, km + 1, . . . , k(m + 1)− 1, . . .

. . . , km(n − 1), km(n − 1) + 1, . . . , km(n − 1) + k − 1}

(красные точки на прошлом рисунке) каноническим множеством при
делении глубины 1.

Определение
Для натуральных m, n, k назовём дробной частью при делении
глубины 1 следующую функцию:

{·} =
{
{·}mnk

}
n,m,k

,

где {·}mnk — остаток от деления на mnk , а {·}n,m,k — отображение,
показанное на прошлом рисунке.
Аналогичным образом определяется каноническое множество и
дробная часть при делении произвольной конечной глубины.



Теорема
Пусть целочисленная ξ ∼ R{каноническое множество} и
целочисленная η независима с ξ.

Тогда {ξ + η} ∼ R{каноническое множество}.



Непрерывный случай



Определение
Для натуральных m, n назовём множество[

0,
1

nm

)
∪
[
1

n
,
m + 1

nm

)
∪ · · · ∪

[
1− 1

n
, 1− m − 1

nm

)
(красные отрезки на прошлом рисунке) каноническим множеством
при делении глубины 1.

Определение
Для натуральных m, n назовём дробной частью при делении
глубины 1 следующую функцию:

{·} =
{
{·}[0,1)

}
n,m

,

где {·}[0,1) — остаток от деления на 1, а {·}n,m — отображение,
показанное на прошлом рисунке.
Аналогичным образом определяется каноническое множество и
дробная часть при делении произвольной конечной глубины.



Теорема
Пусть абсолютно непрерывная ξ ∼ R{каноническое множество} и η
независима с ξ.
Тогда {ξ + η} ∼ R{каноническое множество}.



Определение
Множество M ⊂ Zn назовем *-связным, если любые его точки
можно соединить ломаной, звенья которой имеют единичную длину,
а узлы являются элементами M.

Теорема
Пусть M ⊂ Zn — конечное *-связное множество, Zn можно
замостить множеством M, ξ ∼ R{M}, η — независимый с ξ
целочисленный n-мерный случайный вектор. Тогда {ξ + η} ∼ R{M}.

Теорема
Пусть M ⊂ Rn — ограниченное связное измеримое множество, Rn

можно замостить множеством M, ξ ∼ R{M}, η — независимый с ξ
n-мерный случайный вектор. Тогда {ξ + η} ∼ R{M}.



Теорема
Пусть ξ1, ξ2, . . . суть независимые случайные величины со
стандартным распределением Коши. Тогда

{ξ1 + . . .+ ξn}
d−→ η ∼ R[0, 1], n → +∞,

p{ξ1+...+ξn}(x) =
1− e−4πn

1− 2e−2πn cos(2πx) + e−4πn
, x ∈ (0, 1).



Закон Бенфорда (первой значащей цифры)

ξ ∼

(
1 2 · · · 9

lg
(
2
1

)
lg
(
3
2

)
· · · lg

(
10
9

))

P(ξ = k) = lg

(
k + 1

k

)
, k = 1, 2, . . . , 9

η ∼ R[0, 1], ξ = [10η]



Обобщённый закон Бенфорда

ξn ∼

(
1 2 · · · n − 1

logn
(
2
1

)
logn

(
3
2

)
· · · logn

(
n

n−1

))

P(ξ = k) = logn

(
k + 1

k

)
, k = 1, 2, . . . , n − 1

η ∼ R[0, 1], ξ = [nη]



Теорема (Т3)

Пусть случайная величина ξα имеет одностороннее устойчивое
распределение с параметром λ = 1. G1(ξα) - первая значащая цифра.
Тогда оценка отклонения случайной величины ξα в системе
счисления по основанию n от закона Бенфорда имеет следующий
вид ∣∣∣∣∣P{G1(ξα) = g

}
− logn

(
1 +

1

g

)∣∣∣∣∣ ⩽ 1,2 ln

(
1 +

1

g

)√
α



Теорема (Т4)

Пусть случайная величина ξα имеет гамма-распределение с
параметром λ = 1. G1(ξα) - первая значащая цифра.
Тогда оценка отклонения случайной величины ξα в системе
счисления по основанию n от закона Бенфорда имеет следующий
вид ∣∣∣∣∣P{G1(ξα) = g

}
− logn

(
1 +

1

g

)∣∣∣∣∣ ⩽ 2,5 ln

(
1 +

1

g

)
α
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Многочлены Чебышева — Эрмита

Hk(x) = (−1)kex
2/2
(
e−x2/2

)(k)
, k ∈ Z+

H0(x) ≡ 1,

H1(x) = x ,

H2(x) = x2 − 1,

H3(x) = x3 − 3x ,

H4(x) = x4 − 6x2 + 3.



Моменты Сенатова

θk =

+∞∫
−∞

Hk(x)dF (x), k ∈ Z+.

θk = Hk(α)

θ0 = 1,

θ1 = α1,

θ2 = α2 − 1,

θ3 = α3 − 3α1,

θ4 = α4 − 6α2 + 3.



Сопряженные многочлены Чебышева-Эрмита

H0(x) ≡ 1,

H1(x) = x ,

H2(x) = x2 + 1,

H3(x) = x3 + 3x ,

H4(x) = x4 + 6x2 + 3.



Обратное выражение моментов

αk = Hk(θ)

α0 = 1,

α1 = θ1,

α2 = θ2 + 1,

α3 = θ3 + 3θ1,

α4 = θ4 + 6θ2 + 3.
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Математический анализ



Теория вероятностей
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