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Ìåäëåííî óáûâàþùèå �óíêöèè

Îïðåäåëåíèå.

1

Íåêîòîðóþ �óíêöèþ g (x) áóäåì íàçûâàòü

ìåäëåííî, èëè ñëàáî, óáûâàþùåé íà R, åñëè ïðè

y < x , y → +∞, x − y → 0

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

lim (g (x)− g (y)) > −γ ,

ãäå γ > 0, à ïðåäåë òàêæå áåðåòñÿ ïî äâóì ïåðåìåííûì.

Çàìå÷àíèå. Åñëè �óíêöèÿ g (x) íà R èìååò ïðîèçâîäíóþ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó

g

′ (x) > −γ ,

ãäå γ > 0, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñëàáî óáûâàþùåé íà R.

1

A. G. Postnikov, Tauberian theory and its appli
ations, Trudy Mat. Inst.

Steklov. 144 (1979), 3147; English transl., Pro
. Steklov Inst. Math., 144

(1980), no. 2(144).



Ìåäëåííî óáûâàþùèå �óíêöèè 2

Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n

0

> 2. Ïî óñëîâèþ ìåäëåííîãî

(ñëàáîãî) óáûâàíèÿ �óíêöèè g (x) íà R ñóùåñòâóþò òàêèå N è

∆, ÷òî ïðè

N < x

1

, x

1

6 x 6 x

1

+∆

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g (x
1

)− γ

n

0

6 g (x) .



Òåîðåìà Ïîñòíèêîâà

Òåîðåìà.

2

Ïóñòü

lim
y→+∞

1

π

+∞
∫

−∞

sin2 (λ (x − y))

λ (x − y)2
f (x) dx = l

ïðè íåêîòîðûõ (èëè âñåõ) λ ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ λ, à �óíêöèÿ

f (x) îãðàíè÷åí è ìåäëåííî êîëåáëåòñÿ íà R èëè îãðàíè÷åíà,

âåùåñòâåííà è ñëàáî óáûâàåò íà R. Òîãäà

lim
x→+∞

f (x) = l .

2

A. G. Postnikov, Tauberian theory and its appli
ations, Trudy Mat. Inst.

Steklov. 144 (1979), 3147; English transl., Pro
. Steklov Inst. Math., 144

(1980), no. 2(144).



Ïðåîáðàçîâàíèå èíòåãðàëà 1

Íà �óíêöèþ

p (x) =
sin2 x

πx2

ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ïëîòíîñòü íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òîãäà óñëîâèå èç òåîðåìû À.�. Ïîñòíèêîâà ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå (λ > 0, p (x) ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ )

lim
y→+∞

λ

+∞
∫

−∞

p (λ (x − y)) f (x) dx = l ,

lim
y→+∞

+∞
∫

−∞

p (x − λy) f
(

x

λ

)

dx = l ,



Ïðåîáðàçîâàíèå èíòåãðàëà 2

lim
y→+∞

+∞
∫

−∞

p (x − y) f
(

x

λ

)

dx = l ,

lim
y→+∞

+∞
∫

−∞

p (y − x) f
(

x

λ

)

dx = l .

Ôîðìóëà ñâ¼ðòêè

3

pξ
1

+ξ
2

(y) =

+∞
∫

−∞

pξ
2

(y − x) pξ
1

(x) dx .

3

À. Í. Øèðÿåâ, Âåðîÿòíîñòü 1. 4-å èçä. � Ì.:ÌÖÍÌÎ, 2007, 552 ñ.;

àíãë. ïåð.: A. N. Shiryaev, Probability1, 3rd ed., Grad. Texts in Math.,

95, Springer, New York, 2016, xvii+486 pp.



Òåîðåìà îá óáåãàþùåì ïèêå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ïëîòíîñòü p (x) ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ è

lim
y→+∞

+∞
∫

−∞

p (y − x) f
(

x

λ

)

dx = l

ïðè íåêîòîðûõ (èëè âñåõ) ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ λ > 0, à

�óíêöèÿ f (x) îãðàíè÷åíà, âåùåñòâåííà è ñëàáî óáûâàåò íà R.

Òîãäà

lim
x→+∞

f (x) = l .



Ñâåäåíèå 1

Èç

1 =

+∞
∫

−∞

p (y − x) dx , l = l

+∞
∫

−∞

p (y − x) dx

ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

lim
y→+∞

+∞
∫

−∞

p (y − x) (f (x) − l)dx = 0 .



Ñâåäåíèå 2

Â

lim
y→+∞

+∞
∫

−∞

p (y − x) (f (x)− l)dx = 0

�óíêöèÿ g (x) = f (x)− l òàêæå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è ñëàáî

óáûâàþùåé âìåñòå 
 �óíêöèåé f (x). Ïîýòîìó òåîðåìó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ l = 0.



Ñâåäåíèå 3

Èòàê,

lim
y→+∞

+∞
∫

−∞

p (y − x) g
(

x

λ

)

dx = 0

ãäå g (x) � îãðàíè÷åííàÿ ìåäëåííî óáûâàþùàÿ íà R �óíêöèÿ.

Ïî óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè g (x) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M,

÷òî

|g (x)| 6 M .



Íåðàâåíñòâî äëÿ g (x) 1

Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n

0

> 2.

Ïî óñëîâèþ ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ �óíêöèè g (x) íà R

ñóùåñòâóþò òàêèå N è ∆, ÷òî ïðè

N < x

1

, x

1

6 x 6 x

1

+∆

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g (x
1

)− γ

n

0

6 g (x) .



Íåðàâåíñòâî äëÿ èíòåãðàëà

Òîãäà

J =

+∞
∫

−∞

p (λ (x − y)) g (x) dλx >

x

1

+∆
∫

x

1

p (λ (x − y)) g (x) dλx−

−M

x

1

∫

−∞

p (λ (x − y)) dλx −M

+∞
∫

x

1

+∆

p (λ (x − y)) dλx >

>

(

g (x
1

)− γ

n

0

)

x

1

+∆
∫

x

1

p (λ (x − y)) dλx−

−M

x

1

∫

−∞

p (λ (x − y)) dλx −M

+∞
∫

x

1

+∆

p (λ (x − y)) dλx .



Çàìåíà

Çàìåíà

y = x +
∆

2

, y

1

= x

1

+
∆

2

è

z = λ (x − y

1

) = λ

(

x − x

1

− ∆

2

)

.



Ñäâèã â íîëü 1

Òîãäà

J >

(

g (x
1

)− γ

n

0

)

x

1

+∆
∫

x

1

p

(

λ

(

x − x

1

− ∆

2

))

dλx−

−M

x

1

∫

−∞

p

(

λ

(

x − x

1

− ∆

2

))

dλx−M

+∞
∫

x

1

+∆

p

(

λ

(

x − x

1

− ∆

2

))

dλx =



Ñäâèã â íîëü 2

=

(

g (x
1

)− γ

n

0

)

λ∆

2

∫

−λ∆

2

p (z) dz−

−M

−λ∆

2

∫

−∞

p (z) dz −M

+∞
∫

λ∆

2

p (z) dz =

=

(

g (x
1

)− γ

n

0

)

λ∆

2

∫

−λ∆

2

p (z) dz − 2M

−λ∆

2

∫

−∞

p (z) dz .



Íèæíÿÿ îöåíêà èíòåãðàëà 1

Ñóùåñòâóåò òàêîå λ > 0, ÷òî

λ∆

2

∫

−λ∆

2

p (z) dz = 1− ε .

Òîãäà

J >

(

g (x
1

)− γ

n

0

)

(1− ε)− 2Mε >
1

2

(

g (x
1

)− γ

n

0

)

.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè λ > λε > 0

1

2

· lim
x

1

→+∞

(

g (x
1

)− γ

n

0

)

6 lim
x

1

→+∞

+∞
∫

−∞

p

(

λ

(

x − x

1

− ∆

2

))

g (x) dx = 0



Âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ g (x)

Èç

1

2

· lim
x

1

→+∞

(

g (x
1

)− γ

n

0

)

6 0

ïîëó÷àåì

lim
x

1

→+∞
g (x

1

) 6
γ

n

0

.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà n

0

> 2

lim
x

1

→+∞
g (x

1

) 6 0 .



Îöåíêà ñâåðõó 1

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó èç íåðàâåíñòâà

J =

+∞
∫

−∞

p (λ (x − y)) g (x) dλx 6

x

1

∫

x

1

−λ∆

p (λ (x − y)) g (x) dλx+

+M

x

1

−λ∆
∫

−∞

p (λ (x − y)) dλx +M

+∞
∫

x

1

p (λ (x − y)) dλx

ïîëó÷àåì, ÷òî

− γ

n

0

6 lim
x

1

→+∞
g (x

1

) , 0 6 lim
x

1

→+∞
g (x

1

) .



Îáúåäèíåíèå îöåíîê

Òàêèì îáðàçîì,

0 6 lim
x

1

→+∞
g (x

1

) 6 lim
x

1

→+∞
g (x

1

) 6 0 .

è

lim
x

1

→+∞
g (x

1

) = 0 , lim
x→+∞

f (x) = l .



Ôåéåðîâñêèå ïàðû

Ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ ñâÿçàííûõ ñî ñâåðòêàìè

�óíêöèé, èíòåãðàëàìè Ôóðüå, ñóììèðîâàíèÿìè íåêîòîðûõ

èíòåãðàëîâ äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ Ôåéåðîâñêèå ïàðû

�óíêöèé (ÿäåð)

4 (f , g).
f ∈ L

1

(−∞,+∞) p

0

(x) ∈ L

1

(0,+∞)
f ∈ C (Uε (0)) |p (x)| 6 p

0

(|x |) p

0

(x) > 0

f (x) = f (−x) p (x) = p (−x) p

0

(x) íåâîçðàñòàþùàÿ

f (0) = 1

+∞
∫

−∞
p (x) dx = 2π �óíêöèÿíà (0,+∞)

p (x) =
√
2πF [f ] (x) =

∞
∫

−∞

e

−itx

f (t) dt .

4

Äæðáàøÿí Ì.Ì. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ

�óíêöèé â êîìïëåêñíîé îáëàñòè. � Ìîñêâà : Íàóêà, 1966. � 671 ñ.



Ôåéåðîâñêèå ïàðû

Ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ äàííûå ïàðû �óíêöèé (ÿäåð)

ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïëîòíîñòü pξ (x) = F

′
ξ (x) è

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (õ.�.)

fξ (t) = Me

itξ =

∞
∫

−∞

e

itx

pξ (x) dx ,

íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé 
 �óíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ (x), äëÿ êîòîðûõ, êàê õîðîøî èçâåñòíî,
ñóùåñòâóåò �îðìóëà îáðàùåíèÿ (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå):

pξ (x) =
1√
2π

F [fξ] (x) =
1

2π

∞
∫

−∞

e

−itx

fξ (t) dt .



Ïàðà Àáåëÿ�Ïóàññîíà

Ïàðå Àáåëÿ�Ïóàññîíà â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìîæíî

ñîïîñòàâèòü ðàñïðåäåëåíèå Êîøè è åãî õ.�.

èëè ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà (äâóñòîðîííåå

ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå) è åãî õ.�.:


 (y) = p




(x) =
1

π

1

1+ t

2

, λ (x) = pλ (x) =
1

2

e

−|x | , λ > 0 ,

è


̂ (x) = f




(t) = e

−|x | , λ̂ (x) = fλ (t) =
1

1+ t

2

.



Ïàðà �àóññà

Ïàðå �àóññà ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò õ.�. è

ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ϕ̂ (t) = fη (t) = e

− t

2

2 , ϕ (x) = pη (x) =
1√
2π

e

−x

2/2 .



Ïàðà Ôåéåðà

Òàê, ïàðà Ôåéåðà

5

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õ.�.

τ̂ (t) = fξ (t) =
sin2 x

2

(

x

2

)

2

è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

τ (x) = pξ (x) = max {0, 1− |t|}

ñèììåòðè÷íîãî òðåóãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [−1, 1].

5

Äæðáàøÿí Ì.Ì. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ

�óíêöèé â êîìïëåêñíîé îáëàñòè. � Ìîñêâà : Íàóêà, 1966. � 671 ñ.



Ïðåîáðàçîâàíèå èç òåîðåìû Ïîñòíèêîâà

Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f (x) è ïëîòíîñòè p (x) ìîæíî
ðàññìîòðåòü ïðåîáðàçîâàíèå

P (f , y) = λ

+∞
∫

−∞

p (λ (x − y)) f (x) dx =

+∞
∫

−∞

p (λx − λy) f (x) dλx =

=

+∞
∫

−∞

p (x − λy) f
(

x

λ

)

dx .

Ïîñêîëüêó p (x) = p (−x), òî

P (f , y , λ) =

+∞
∫

−∞

p (x) f
(

x

λ
+ y

)

dx .



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå.
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