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êîíñïåêò äîêëàäà

1. Íàïîìèíàíèå èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî Λ è ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà íåì. Ïðîñòðàíñòâî H íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì
ïðîñòðàíñòâîì ñ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
z ∈ Λ ôóíêöèîíàë F (ϕ) := ϕ(z) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïî
òåîðåìå Ðèññà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Kz ∈ H, òàêàÿ ÷òî ϕ(z) = 〈ϕ,Kz〉. Ôóíê-
öèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ K(z, w) = ψz(w) íàçûâàåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì
ïðîñòðàíñòâà H. Äëÿ âñåõ ϕ ∈ H, z ∈ Λ âûïîëíåíî

ϕ(z) = 〈ϕ,K(·, z)〉.

Ñâîéñòâà. 1) Ïðîèçâîäÿùåå ÿäðî K(z, w) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-ñèììåòðè÷-
íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé.

2) Åñëè {ϕk} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H, òî âûïîëíåíî

K(z, w) =
∑
k

ϕ(z)ϕ(w).

ÒåîðåìàÌóðà-Àðîíøàéíà (Moore-Aronszajn).Ïóñòü äàíà êîìïëåêñíî-
ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ K(z, w) íà Λ × Λ. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà Λ, äëÿ êîòî-
ðîãî K ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà Λ âñåãäà áóäåò îáîçíà÷àòü íåêîòîðóþ îáëàñòü â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè.
Ïðèìåð. Ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè Λ ôóíêöèé

ϕ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ∫
λ

|ϕ(z)|2 dm(z) <∞,

è çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈ϕ,ψ〉 =

∫
λ

ϕ(z)ψ(z) dm(z) <∞,

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Áåðãìàíà íà Λ. Â ñëó÷àå, êîãäà Λ ÿâëÿåòñÿ åäè-
íè÷íûì êðóãîì D, âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî èìååò âèä

K(z, w) =
1

π(1− zw)2

è íàçûâàåòñÿ ÿäðî Áåðãìàíà, �îáîáùåíèåì� êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÿäðî Ñåãå:

K(z, w) =
1

(1− xy)α
, α > 0.
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2. Îïðåäåëåíèå ãàóññîâñêîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå.Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ ãàóññîâñêàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîò-
íîñòüþ 1

π e
−|z|2 (ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå Ëåáåãà m(z)) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé

êîìïëåêñíîé ãàóññîâñêîé ñ.â. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: âåùåñòâåííàÿ è
ìíèìàÿ ÷àñòè íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû êàê N (0, 1/2).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíà îáëàñòü Λ ⊂ C è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ϕk(z), àíàëèòè÷åñêèõ â Λ, òàêèõ ÷òî

(1)

∞∑
k=1

|ϕk(z)|2 <∞ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â Λ,

à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ êîìïëåêñíûõ ãàóññîâ-
ñêèõ âåëè÷èí ξk. Ãàóññîâñêîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ðÿä

(2) f(z) =

∞∑
k=1

ξkϕk(z).

Åñëè Λ = C, òî ãîâîðÿò î ãàóññîâñêîé öåëîé ôóíêöèè.
Çàìå÷àíèå. Ñõîäèìîñòü ðÿäà (2) â L2(A) ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, ãäå A

� ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â Λ, ñëåäóåò èç îáîáùåíèÿ íåðàâåí-
ñòâà Êîëìîãîðîâà äëÿ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñò:

P

(
sup
k6n

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ξkϕk

∥∥∥∥∥
2

> ε

)
6

1

ε2

n∑
k=1

‖ϕk‖2.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä (2) ñõîäèòñÿ
ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â Λ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Èç (2) ñðàçó âûâîäèòñÿ êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ãàóññîâñêîé àíàëèòè-
÷åñêîé ôóíêöèè:

(3) Cf (z, w) =

∞∑
k=1

ϕk(z)ϕk(w).

3. Ñâÿçü ñ ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì

Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé âèäà

∞∑
k=1

akϕk(z),

ãäå
∑∞
k=1 a

2
k <∞ è ϕk(z) óäîâëåòâîðÿþò (1), ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì〈 ∞∑

k=1

akϕk(z),

∞∑
k=1

bkϕk(z)

〉
=

∞∑
k=1

akbk.

Îíî î÷åâèäíûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ âîñïðîèçâî-
äÿùèì ÿäðîì

∑∞
k=1 ϕk(z)ϕk(w). Ó÷èòûâàÿ (3), ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäîé ãàóññîâ-

ñêîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà Λ, åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåò-
ñòâóåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà Λ ñ âîñïðîèçâî-
äÿùèì ÿäðîì, ñîâïàäàþùèì ñ åå êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé.

4. Ðàñïðåäåëåíèå íóëåé

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ C îáîçíà÷èì nf (A) ÷èñ-
ëî íóëåé f , ïîïàâøèõ â A:

nf (A) = ]{f−1 ∩A}.
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Ôîðìóëà Ýäåëüìàíà-Êîñòëàíà ([1], [2, ï.2.4]) Âûïîëíåíî

Enf (A) =
1

4π

∫
A

∆ logCf (z, z) dm(z),

òåì ñàìûì, ïëîòíîñòü íóëåé (ïåðâàÿ èíòåíñèâíîñòü) èìååò âèä

ρ1(z) =
1

4π
∆ logCf (z, z).

(Áîëåå ïîäðîáíûé ðàçáîð ñ äîêàçàòàëüñòâîì â îäíîì èç ïîñëåäóþùèõ äîêëà-
äîâ)
k-òî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (k-ÿ èíòåíñèâíîñòü). Îáîçíà-

÷èì

A = (E f(zi)f(zj))
k
i,j=1 , B = (E f ′(zi)f(zj))

k

i,j=1 , C = (E f ′(zi)f
′(zj))

k

i,j=1 .

Åñëè A íåâûðîæäåíà, òî

ρk(z1, . . . , zk) =
perm(C −BA−1B?)

det(πA)
.

Îòêðûòûé âîïðîñ (Steven Evans) Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ òîãî, ÷òî äàííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèåé ãàóññîâñêîé öåëîé ôóíêöèè.
Òåîðåìà Ñîäèíà ([4], [2, ï. 2.5]). Ïëîòíîñòü íóëåé îïðåäåëÿåò èõ

ðàñïðåäåëåíèå. Åñëè ó äâóõ ãàóññîâñêèõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé f è g, çà-
äàííûõ â Λ, ïëîòíîñòè íóëåé ñîâïàäàþò, òî ñóùåñòâóåò íåñëó÷àéíàÿ àíàëèòè-

÷åñêàÿ â Λ ôóíêöèÿ ϕ, íå èìåþùàÿ òàì íóëåé , òàêàÿ ÷òî f
d
= ϕg. Â ÷àñòíî-

ñòè, f−1(0)
d
= g−1(0). Ê ñîæàëåíèþ, íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î

ðàñïðåäåëåíèè íóëåé êðîìå åãî åäèíñòâåííîñòè â îáùåì ñëó÷àå èç ïëîòíîñòè
âûâåñòè íå óäàåòñÿ. (Ó Ñîäèíà òåîðìåìà ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ ìíîãîìåðíîãî
ñëó÷àÿ. Áîëåå ïîäðîáíûé ðàçáîð ñ äîêàçàòàëüñòâîì â îäíîì èç ïîñëåäóþùèõ
äîêëàäîâ.)

5. Ïðèìåðû

1) Ýëëèïòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Λ = C ∪ {∞} = S2.

f(z) =

L∑
k=1

ξk

√
L(L− 1) . . . (L− k + 1)

k!
zk, L ∈ N,

Cf (z, w) = (1 + zw)L.

2) Ïëîñêàÿ ìîäåëü. Λ = C.

f(z) =

∞∑
k=1

ξk

√
Lk

k!
zk, L > 0,

Cf (z, w) = eLzw.

3) Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü. Λ = D.

f(z) =

∞∑
k=1

ξk

√
L(L+ 1) . . . (L+ k − 1)

k!
zk, L > 0,

Cf (z, w) =
1

(1− zw)L
(ÿäðî Ñåãå).

Ïî÷åìó èìåííî ýòè êîýôôèöèåíòû? Â íèõ ðàñïðåäåëåíèÿ êîðíåé èíâàðè-
àíòíû îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé ([5], [2, ï. 2.3]). (Îò-
ñþäà è íàçâàíèÿ ìîäåëåé. Áîëåå ïîäðîáíûé ðàçáîð â îäíîì èç ïîñëåäóþùèõ
äîêëàäîâ)
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Óïðàæíåíèÿ. 1) Âû÷èñëèòü ïëîòíîñòè êîðíåé äëÿ ýòèõ òðåõ ìîäåëåé.
2) Ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãàóññîâñêîé öåëîé ôóíêöèè, íóëè êîòîðîé

îáðàçóþò îäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé òî÷å÷íûé ïðîöåññ.

6. Äåòåðìèíàíòíûé ïðîöåññ

Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ìîäåëü ñ L = 1:

f(z) =

∞∑
k=1

ξkz
k, |z| < 1.

Òåîðåìà. Íóëè f îáðàçóþò äåòåðìèíàíòíûé ïðîöåññ ñ ÿäðîì Áåðãìàíà:

ρk(z1, . . . , zk) = π−k det

(
1

(1− zizj)2

)k
i,j=1

.

Ñëåäñòâèå.Íóëè îòðèöàòåëüíî êîððåëèðîâàíû (repulsion): ρ2(z1, z2) < ρ1(z1)ρ2(z2).
(Áîëåå ïîäðîáíûé ðàçáîð ñ äîêàçàòàëüñòâîì â îäíîì èç ïîñëåäóþùèõ äî-

êëàäîâ)
Îòêðûòûé âîïðîñ (Balint Vir�ag) Íàéòè ãàóññîâñêóþ öåëóþ ôóíêöèþ,

íóëè êîòîðîé îòðèöàòåëüíî êîððåëèðîâàíû.

7. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ ìîäåëü. Ïóñòü h : C→ R � íåêîòîðàÿ C-ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Îïðåäåëèì ïî íåé ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ (èíî-
ãäà íàçûâàåìóþ ëèíåéíîé ñòàòèñòèêîé íóëåé):

Z(h) =

∫
C
h(z)nf (dz) =

∑
{z:f(z)=0}

h(z).

Òåîðåìà (Ñîäèí, Öèðåëüñîí [5]). Âûïîëíåíî
√
L√

κ‖∆h‖2

(
Z(h)− L 1

π

∫
C
h(z)dm(z)

)
d→ N (0, 1), L→∞,

ãäå êîíñòàíòà κ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

VarZ(h) =
κ

L
‖∆h‖22 + o(L−1) L→∞.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ìî-
äåëåé. (Áîëåå ïîäðîáíûé ðàçáîð â îäíîì èç ïîñëåäóþùèõ äîêëàäîâ.)
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