
Сборник тезисов конференции «Теория функций и её приложения»,
к 120-летию со дня рождения академика РАН С.М. Никольского.

О КОСОСОПРЯЖЁННОСТИ
ЛИНЕАРИЗОВАННОГО ОПЕРАТОРА ЭЙЛЕРА

Е.Ю. Панов1

Санкт-Петербургское отделение математического института
имени В.А. Стеклова РАН

Пусть 0(F) = (01(F), . . . , 0<(F)) – соленоидальный вектор в R<,
удовлетворяющий глобальному условию Липшица |0(F) − 0(G) | ¶
¶ ;|F − G | ∀F, G ∈ R< (через |H | обозначается евклидова норма
конечномерного вектора H). Рассмотрим линеаризованную систему
стационарных уравнений Эйлера

C+ ℎ

<∑
8=1

0 8(F)CF 8 + ∇> = D, div C(F) = 0. (1)

Здесь ℎ ∈ R, D = D(F) ∈ �, где �—замкнутое подпространство в ве-
щественном гильбертовом пространстве - = !2(R<,R<), состоящее
из соленоидальных векторных полей. Рассмотрим неограниченный
линейный оператор �0 в �, задаваемый равенством �0C = %D, где

C ∈ �10 (R
<,R<) ∩ � = �(�0), D = D(F) =

<∑
8=1

0 8(F)CF 8 (F), а % : - →

→ � – ортогональный проектор пространства !2(R<,R<) на под-
пространство �. Если C1 = (C91)

<
9=1, C2 = (C92)

<
9=1 ∈ �(�0), то

(�0C1, C2) + (C1, �0C2) = (%D1, C2) + (C1, %D2) =

= (D1, C2) + (C1, D2) =
∫
R<

<∑
8,9=1

0 8(F) ((C91)F 8C
9
2 + C91(C

9
2)F 8) (F)3F =

=
∫
R<

<∑
8,9=1

0 8(F) (C91C
9
2)F 83F = 0

ввиду условия соленоидальности поля 0(F). Таким образом, опера-
тор �0 кососимметричен. Пусть �— замыкание оператора �0, �∗ —
оператор, сопряжённый к �. Ввиду кососимметричности, справед-
ливо включение −� ⊂ �∗.
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Определение 1. Вектор C = (C1(F), . . . , C<(F)) ∈ � называет-
ся сильным решением уравнения (1), если C ∈ �(�) и выполнено
равенство C + ℎ�C(F) = D. Вектор C ∈ � называется обобщённым
решением уравнения (1), если C ∈ �(�∗) и C − ℎ�∗C(F) = D.

Заметим, что давление > = >(F) не входит в определение ре-
шений, но может быть восстановлено из условия соленоидальности
поля �C. Нетрудно проверить, что ∇> = )C, где ) — ограниченный
линейный оператор на пространстве - , задаваемый равенством

F ()C) : (b) = −
<∑
8=1

F
(
<∑

9=1
(0 8)F9C9

)
(b)

b:b 8

|b|2
,

где F : - → - — преобразование Фурье. Поскольку обобщенные
производные (0 8)F9 (F) вектора 0(F) ограничены (ввиду его липши-
цевости), а также ограничены и функции b:b 8/|b|2, то оператор )
ограничен.

Рассмотрим оператор � на - , являющийся замыканием опера-
тора

�0C =
<∑
8=1

0 8(F)CF 8 (F), C = C(F) ∈ �10 (R
<,R<).

Оператор � является генератором полугруппы )BC(F) = C(G(B, F)),
где (0, G(B, F)) точка на интегральной кривой (A, G(A)) характеристи-
ческой системы ¤G = 0(G), проходящей через (B, F). В силу условия
соленоидальности поля 0(G), поток F → G(B, F) сохраняет меру Ле-
бега и операторы )B, B ∈ R, образуют группу ортогональных опе-
раторов. По теореме Стоуна оператор � кососопряжён: −� = �∗.
Сужение оператора �̃ = �+ ) на инвариантное подпространство �
совпадает с оператором �. Так как оператор �̃ является ограничен-
ным возмущением кососопряженного оператора �, то достаточно
малый интервал (−ℎ0, ℎ0) лежит в резольвентном множестве опе-
ратора �̃. Ключевым свойством является инвариантность простран-
ства � для резольвенты (� + ℎ�̃)−1 при |ℎ| < X, где X ∈ (0, ℎ0) до-
статочно мало. Так как оператор � = �̃|� кососимметричен, из это-
го свойства вытекает кососопряжённость оператора �. В частности,
справедлива следующая

Теорема 1. При любом ℎ ∈ R, D = D(F) ∈ � существует един-
ственное сильное решение системы (1).

Заметим также, что из равенства −� = �∗ следует совпадение
классов сильных и обобщённых решений.
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