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Çàíÿòèå 2

Ñåãîäíÿ ìû äîêàçûâàëè íèæåñëåäóþùóþ òåîðåìó (è ïî÷òè äîêàçàëè � îñòàëîñü íåìíîæêî).
Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî äëèííîå è íåòðèâèàëüíîå, ìû âîñïðîèçâåä¼ì çäåñü åãî ñõåìó åù¼ ðàç
â âèäå ñïèñêà çàäà÷ (÷àñòü èç êîòîðûõ ìû ðåøèëè íà ñåãîäíÿøíåì çàíÿòèè, à ÷àñòü ðåøèì íà
ñëåäóþùåì çàíÿòèè) è äîáàâèì åù¼ çàäà÷è ïðî ñâîéñòâà ãðóïï îòðàæåíèé, êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü,
èñïîëüçóÿ èäåè èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.

Òåîðåìà:

(à) Êàìåðû ãðóïïû îòðàæåíèé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ÿâëÿþòñÿ ìíîãîãðàííèêàìè
Êîêñòåðà.

(á) Ëþáîé ìíîãîãðàííèê Êîêñòåðà P ⊆ En ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êàìåð ãðóïïû îòðàæåíèé
G = GP , ïîðîæä¼ííîé îòðàæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ñòåíîê ìíîãîãðàííèêà P .

(â) Ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ñâîèõ êàìåð ïðîñòî òðàíçèòèâíî.

Çàäà÷è:

1. Äîêàçàòü ïóíêò (à) òåîðåìû. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü ãàëåðåþ êàìåð ñ îáùåé (n− 2)-ìåðíîé
ãðàíüþ.)

2. Ïóñòü P ⊆ En � ïðîèçâîëüíûé ìíîãîãðàííèê. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîãðàííèêè gP ïî âñåì
g ∈ GP ïîêðûâàþò ïðîñòðàíñòâî En, èíäóêöèåé ïî n. Øàã èíäóêöèè äåëàåòñÿ â òðè ïðè¼ìà:

(à) Ó ëþáîé òî÷êè p ∈ P ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U , ñîäåðæàùàÿñÿ âî ìíîæåñòâå

M =
⋃

g∈GP

gP.

(Óêàçàíèå: âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà P � êîíóñ ñ âåðøèíîé p. Åñëè îêðåñòíîñòè
U íå ñóùåñòâóåò, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê qk ∈ En\M , qk → p′ ∈ P ,
è ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïðèìåíèâ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê ñå÷åíèþ ìíîãîãðàííèêà
P ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé pp′ â òî÷êå p′.)

(á) M îòêðûòî.

(â) M çàìêíóòî.

Äàëåå P � ìíîãîãðàííèê Êîêñòåðà.

3. Ïóñòü g = r1 · · · rk ∈ GP , ãäå ri � îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñòåíîê ìíîãîãðàííèêà P , è P ′ = gP .
Äîêàçàòü:

(à) Ìíîãîãðàííèê Pi = r1 · · · riP ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîãîãðàííèêà Pi−1 îòðàæåíèåì îòíîñèòåëü-
íî îáùåé ãèïåðãðàíè.

(á) Ïðîâåä¼ì èç òî÷êè p ∈ int(P ) â òî÷êó p′ ∈ int(P ′) ïóòü ïî öåïî÷êå ìíîãîãðàííèêîâ
P0 = P , P1, . . . , Pk = P ′, íå ïåðåñåêàþùèé ãðàíåé ðàçìåðíîñòè ≤ n − 2, è áóäåì åãî
äåôîðìèðîâàòü, íå çàäåâàÿ ãðàíåé ðàçìåðíîñòè ≤ n − 3. Òîãäà ïðè äåôîðìàöèè ìîãóò
ïðîèñõîäèòü ñëåäóþùèå ïåðåñòðîéêè öåïî÷êè ìíîãîãðàííèêîâ Pi è ýëåìåíòîâ g ∈ GP :

(P0, . . . , Pi−1, Pi, Pi, Pi+2, . . . , Pk) (P0, . . . , Pi−1, Pi+2, . . . , Pk)

g = r1 · · · ri−1ririri+2 · · · rk  g′ = r1 · · · ri−1ri+2 · · · rk

èëè (ïåðåõîä ÷åðåç (n− 2)-ìåðíóþ ãðàíü)

(P0, . . . , Pi−1, Pi, Pi+1, . . . , Pi+l, . . . , Pk) (P0, . . . , Pi−1, P
′
i , P

′
i+1 . . . , Pi+l, . . . , Pk)

g = r1 · · · ri−1 riri+1ri · · ·︸ ︷︷ ︸
l

ri+l · · · rk  g′ = r1 · · · ri−1 ri+1riri+1 · · ·︸ ︷︷ ︸
2m−l

ri+l · · · rk,

ãäå óãîë ìåæäó çåðêàëàìè îòðàæåíèé ri è ri+1 ðàâåí π/m.



(â) Åñëè âíóòðåííîñòè ìíîãîãðàííèêîâ P è P ′ ïåðåñåêàþòñÿ, òî P = P ′, g = e. (Óêàçàíèå:
ðàññìîòðåòü ïåòëþ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â òî÷êå p ∈ int(P ) ∩ int(P ′) è ñòÿíóòü å¼ â p.)

4. (à) Çåðêàëà âñåõ îòðàæåíèé â ãðóïïå G = GP èìåþò âèä gH, ãäå g ∈ G, à H � ñòåíêà
ìíîãîãðàííèêà P .

(á) Ìíîãîãðàííèêè gP (g ∈ G) ÿâëÿþòñÿ êàìåðàìè ãðóïïû G.

5. Äîêàçàòü ïóíêò (â) òåîðåìû.

6. (à) Êàæäûé êîìïàêò K ⊆ En ïåðåñåêàåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîãîãðàííèêîâ gP (g ∈ G).
(á) Ãðóïïà G äèñêðåòíà.

7. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîðîæäàþùèìè ãðóïïó G îòðàæåíèÿìè ri = rHi
îòíîñè-

òåëüíî ñòåíîê Hi ìíîãîãðàííèêà P èìåþò âèä r2i = (rirj)
mij = e, ãäå

∠(Hi, Hj) =
π

mij

(ñîîòíîøåíèÿ âòîðîãî òèïà ïðèñóòñòâóþò òîëüêî äëÿ mij <∞).

8. Ñòàáèëèçàòîð Gp òî÷êè p ∈ P ïîðîæäàåòñÿ îòðàæåíèÿìè ri îòíîñèòåëüíî ñòåíîê Hi, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç p.

9. Êàæäàÿ îðáèòà ãðóïïûG â ïðîñòðàíñòâå En ïåðåñåêàåò ìíîãîãðàííèê P â åäèíñòâåííîé òî÷êå
(ò.å. P � ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå En).

10. Åñëè äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà G ⊂ Isom(En) ïîðîæäåíà îòðàæåíèÿìè rj îòíîñèòåëüíî ãèïåð-
ïëîñêîñòåé Hj (íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèõñÿ ñòåíêàìè êàêîé-òî ôèêñèðîâàííîé êàìåðû), òî
çåðêàëî ëþáîãî îòðàæåíèÿ â G èìåþò âèä gHj äëÿ íåêîòîðûõ j è g ∈ G.


