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1.0. Óðàâíåíèÿ è èõ ðåøåíèÿ

1.0.0. Ïîíÿòèå óðàâíåíèÿ. Äàâàéòå íàèâíî íàçûâàòü óðàâíåíèåì ëþáîå âû-
ðàæåíèå âèäà

f(x) = a, (1.0.0a)

íî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî âûðàæåíèå èìååò òî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë, ëèøü
åñëè ïîäðàçóìåâàåòñÿ ÷åòâ¼ðêà (X,Y, f, a), â êîòîðîé X è Y � ìíîæåñòâà,

f : X −→ Y (1.0.0b)

� îòîáðàæåíèå, è ôèêñèðîâàí ýëåìåíò a ∈ Y .
1
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Ìû â ýòîì êóðñå áóäåì çàíèìàòüñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ îäíîé
íåèçâåñòíîé íàä ïîëåì1 k, òî åñòü ðàáîòàòü ñ ÷åòâ¼ðêàìè, â êîòîðûõ ìíîæåñòâà
ñóòü X = Y = k, à îòîáðàæåíèå çàäà¼òñÿ ìíîãî÷ëåíîì2; îáû÷íî áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî a = 0.

Îäíàêî â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû îáñóæäàåì ñóùåñòâåííî áîëåå îáùèå ïîíÿ-
òèÿ. Òàê, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ëþäåé X = Ë, ìíîæåñòâî ìóæ÷èí
Y = Ì è îòîáðàæåíèå

îòåö : Ë −→ Ì. (1.0.0c)

Óðàâíåíèå (èëè ðàâåíñòâî?) (1.0.0a) ïðåâðàùàåòñÿ â óòâåðæäåíèå íà åñòåñòâåí-
íîì ÿçûêå ýòîò ìóæ÷èíà � åãî (èëè å¼) îòåö. Ðåøåíèÿ ýòîãî �óðàâíåíèÿ� ìû
îáñóäèì íèæå.

Ïîíèìàíèå íàøèõ (1.0.0a) è (1.0.0b) îïèðàåòñÿ íà êîíöåïöèè, âîçíèêøèå
ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, òîãäà êàê óðàâíåíèÿ � îäèí èç ñàìûõ ñòàðûõ ðàçäå-
ëîâ ìàòåìàòèêè (âñêîðå ìû ïîãîâîðèì î ïðèìåðàõ). Ïîíÿòèÿ �ìíîæåñòâî� è
�îòîáðàæåíèå� ïîÿâèëèñü ëèøü â XIX âåêå.

Çíàê æå ðàâåíñòâà = áûë ââåä¼í â XVI âåêå. âðà÷îì è ìàòåìàòèêîì Ðî-
áåðòîì Ðåêîðäîì3 â êíèãå [Recorde1557], ñîäåðæàùåé, ñîãëàñíî Âèêèïåäèè,
ñëåäóþùèé òåêñò:

Çàïèñàííûé ñîâðåìåííûìè áóêâàìè, îí âûãëÿäèò êàê

Howbeit, for easie alteration of equations. I will propounde a fewe examples, bicause
the extraction of their rootes, maie the more aptly bee wroughte. And to avoide the
tediouse repetition of these woordes: is equalle to: I will sette as I doe often in worke
use, a paire of paralleles, or Gemowe lines of one lengthe, thus: = , bicause noe .2.
thynges, can be moare equalle.

è ïåðåâîäèòñÿ íà ñîâðåìåííûé àíãëèéñêèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

However, for easy manipulation of equations, I will present a few examples in order
that the extraction of roots may be more readily done. And to avoid the tedious
repetition of these words "is equal to�, I will substitute, as I often do when working,

1Ñëóøàòåëè, íå çíàêîìûå ñ òåîðèåé ïîëåé, ìîãóò ïîíÿòü íåêîòîðóþ ÷àñòü êóðñà, ñ÷èòàÿ,
êàê â øêîëå, ÷òî ìû ðàáîòàåì íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Íî è ýòèì ñëóøàòåëÿì
íåîáõîäèìî îñâîèòü ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ⊃ R.

2Íåêîòîðîå âðåìÿ ìû, êàê â øêîëå, íå áóäåì ðàçëè÷àòü ìíîãî÷ëåíû è îïðåäåëÿåìûå èìè
îòîáðàæåíèÿ. Â äàëüíåéøåì îáñóäèì ðàçíèöó.

3Àíãë. Robert Recorde; îêîëî 1510 �1558.
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a pair of parallels or twin lines of the same length, thus: = , because no two things
can be more equal.

Ïåðâîå óðàâíåíèå, çàïèñàííîå íîâûì òîãäà ñïîñîáîì, âûãëÿäåëî ïî÷òè ñî-
âðåìåííî:

(14x + 15 = 71 � ïðàâäà, íå âñå çíà÷êè ïîíÿòíû...); õîòÿ è íàçâàííîå â Âèêè-
ïåäèè �rst ever, îíî íå çàñëóæèâàåò íàøåãî îáñóæäåíèÿ.

Íåêîòîðûå õîðîøî èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ òîæå èìåþò èìåíà.

Íàøè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèé è ðåøåíèé (1.0.0a) è (1.0.0b) îõâàòûâàþò ðàç-
ëè÷íûå êëàññû óðàâíåíèé, íàïðèìåð

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìàÿòíèêà: ẍ =
√

g
` sinx,

ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ëîãàðèôìà : x(t1t2) = x(t1) + x(t2)
è äðóãèå. Ñëóøàòåëÿì ðåêîìåíäóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü èõ òàê, ÷òîáû èìåëè ñìûñë
íàøè X,Y, f, a è çàòåì ââåñòè ýòè îáúåêòû. Ìû æå â ýòîì êóðñå çàíèìàòüñÿ
èìè íå áóäåì.

1.0.1. ×òî çíà÷èò ðåøèòü óðàâíåíèå? Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïîä-
ðàçäåëà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f(x) = a (1.0.1a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëåäîâàíèå ìíîæåñòâà4

f−1◦(a) := {x ∈ X | f(x) = a}.
Âîïðîñû è çàäàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýòèì ìíîæåñòâîì, ìîãóò áûòü ðàçíûå. Îñ-

íîâíûå òàêîâû:

I. Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ:

f−1◦(a)
?

6= ∅.

Áîëåå îáùî,
II. Ñêîëüêî5 ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå:

#f−1◦(a) =?

Îñòàëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ èìåþò ñìûñë ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè óòâåð-
äèòåëüíîãî îòâåòà íà âîïðîñ I. À èìåííî

III. Íàéòè õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå

x1 ∈ f−1◦(a).
IV. Íàéòè (è óïîðÿäî÷èòü!) âñå ðåøåíèÿ

x1, x2, · · · ∈ f−1◦(a).

4Ìû ðàçëè÷àåì àëãåáðàè÷åñêè îáðàòíîå f−1 è êîìïîçèöèîííî îáðàòíîå f−1◦. Íàïðèìåð,
tg−1 = ctg, òîãäà êàê tg−1◦ = arctg.

5Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòîò âîïðîñ çàìåíÿåòñÿ íà îò ñêîëüêèõ ïàðà-
ìåòðîâ çàâèñèò îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ?
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Ðàçóìååòñÿ, âûïîëíåíèå çàäàíèÿ IV ïåðåêðûâàåò âñå îñòàëüíûå âîïðîñû è
çàäàíèÿ. Êàê ìû óáåäèìñÿ â îñíîâíîé ÷àñòè êóðñà, îäíà èç ãëàâíûõ òðóäíî-
ñòåé òåîðèè ñîñòîèò â óïîðÿäî÷åíèè, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, èíäèâèäóàëèçàöèè ðå-
øåíèé; ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðîáëåìû îêàæåòñÿ ßÇÛÊÎÂÎÉ: íà êàêîì ÿçûêå
ìû îïðåäåëÿåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ñòåïåíåé?

Â ñëó÷àå �óðàâíåíèé� íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ íàñòîëü-
êî ïðîñòî, ÷òî ïî÷òè íåçàìåòíà. Íàïðèìåð, â ñòèõîòâîðåíèè Äàâèäà Ñàìîéëîâà
�Ñìåðòü Èâàíà� ïî ñóùåñòâó ðàññìàòðèâàåòñÿ �óðàâíåíèå� (1.0.0c) äëÿ ñëó÷àÿ
a =Èâàí Ãðîçíûé:

¾Ãäå æå òî, Èâàíå, äåòè òâîè?¿
¾Âîò îí ñòàðøèé � ÷åðíåö,
Âîò îí ìëàäøèé � ïòåíåö.
Íè òîìó, íè äðóãîìó íå ïî ÷èíó âåíåö. . . ¿

(öàðü îïóñêàåò åù¼ îäíî �ðåøåíèå� � óáèòîãî èì öàðåâè÷à Èîàííà, êîòîðîìó
âåíåö áûë áû êàê ðàç ïî ÷èíó). Çäåñü �ðåøåíèÿ� ôèãóðèðóþò âìåñòå ñ èìåíàìè,
êàê è îáû÷íûå äåòè îáû÷íûõ, íå âåíöåíîñíûõ ìóæ÷èí. (Â òåîðèè óðàâíåíèé
âûñøèõ ñòåïåíåé, êàê ìû óâèäèì, âñ¼ èíà÷å).

Åñëè ÷óòü-÷óòü èçìåíèòü f èç óðàâíåíèÿ (1.00c), ïîëîæèâ

f(x) := òîò, êîãî x íàçûâàåò îòöîì,

òî ê ìíîæåñòâó ðåøåíèé äîáàâèëñÿ áû Ãðèãîðèé Îòðåïüåâ (Ïóøêèí: òåíü Ãðîçíîãî

ìåíÿ óñûíîâèëà...), à çàòåì è äðóãèå ñàìîçâàíöû, è âåíöû íà êàêîå-òî âðåìÿ îêàçû-

âàëèñü èì ïî ÷èíó.

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèÿì ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíåé, â êîòîðûõ

f(x) = xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn. (1.0.1b)

ÅñëèX = Y = R, à f ∈ R[x], òî îòâåò íà âîïðîñû I è II äà¼òñÿòåîðèåé Øòóðìà
(ñì. [Øàôàðåâè÷1954]). Îäíàêî â öåëîì, êàê ìû ïîêàæåì, äåéñòâèòåëüíàÿ
òåîðèÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ñòåïåíåé âåñüìà íåïîëíà, à â ñëó÷àå X = Y = C, à
f ∈ C[x] çàäà÷à óïîðÿäî÷èâàíèÿ â ïðîáëåìå IV ïðàêòè÷åñêè áåçíàä¼æíà.

1.0.2. Ìíîãî÷ëåíû. Âðÿä ëè ïîíèìàíèå ôîðìóëû (1.0.1b), êàê è ñîïóò-
ñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ

xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn = 0, (1.0.2a)

âûçûâàåò ó êîãî-íèáóäü èç ñëóøàòåëåé çàòðóäíåíèÿ: ê óðàâíåíèÿì ýòîãî êëàññà
âñå ïðèâûêëè ñî øêîëû, îñîáåííî ïðè n = 2, à, ðàç óæ âû ñëóøàåòå ýòîò êóðñ,
òî, âèäèìî, íàäååòåñü ÷òî-òî óçíàòü ïðî ñëó÷àé n = 5.

Òåì íå ìåíåå, îáñóäèì íå ñîâñåì ïðèëè÷íûé âîïðîñ:

×ÒÎ ÒÀÊÎÅ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ? (1.0.2b)

Íà÷í¼ì ñ î÷åâèäíîãî ëèíãâèñòè÷åñêîãî îòâåòà: ýòî � âûðàæåíèå â ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.0.2a). Ïîïðîáóåì ñîãëàñèòüñÿ. Òîëüêî ñìåíèì íóìåðàöèþ
êîýôôèöèåíòîâ, ïåðåïèøåì ïî âîçðàñòàíèþ ñòåïåíè ïåðåìåííîé... èëè íåèç-
âåñòíîé? Ýòîò x âñåãäà âûçûâàë çàòðóäíåíèÿ; âñïîìíèì ÷óäîâèùíóþ çàïèñü
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ever �rst equation, ïðî òðóäíîñòè èòàëüÿíñêèõ àëãåáðàèñòîâ ìû ïîãîâîðèì íè-
æå.

Ïîïûòàåìñÿ îáîéòèñü áåç x:

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n ←→ (a0, a1, a2, . . . , an). (1.0.2c)

Ìû ïîäîøëè ê ñîìíèòåëüíîìó îòâåòó íà âîïðîñ, îòîæäåñòâèâ ìíîãî÷ëåí
ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ åãî êîýôôèöèåíòîâ. Ïîñêîëüêó ñëîâî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â ìàòåìàòèêå çàíÿòî (è ê òîìó æå îáû÷íî îáîçíà÷àåò íå÷òî áåñêîíå÷-
íîå...), âîñïîëüçóåìñÿ ïðîãðàììèñòñêèì ñëîâîì ìàññèâ.

×òî ìû ïîòåðÿëè, îòîæäåñòâèâ ìíîãî÷ëåí ñ ìàññèâîì åãî êîýôôèöèåíòîâ?
Îáðàòèìñÿ ê àëãåáðå.

Ìû óìåëè ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü ìíîãî÷ëåíû. Íî ìû âåäü ìîæåì âîñ-
ïðîèçâåñòè ýòè îïåðàöèè íà óðîâíå ìàññèâîâ!

Äåéñòâèòåëüíî, ñëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî:

(a0, a1, a2, . . . ) + (b0, b1, b2, . . . ) := (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . . ) (1.0.2d)

Çäåñü âîçíèêàåò íåáîëüøîå çàòðóäíåíèå, ñâÿçàííîå ñî ñëîæåíèåì ìíîãî÷ëå-
íîâ ðàçíûõ ñòåïåíåé. Ìû ïðåîäîëååì åãî, äîãîâîðèâøèñü äîçàïîëíÿòü ìàññèâ
êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ìåíüøåé ñòåïåíè íóëÿìè � äëÿ òîãî è ñìåíèëè òðà-
äèöèîííóþ øêîëüíóþ çàïèñü ìíîãî÷ëåíîâ íà çàïèñü ïî âîçðàñòàíèþ ñòåïåíåé
îäíî÷ëåíîâ. Åù¼ áîëåå ðàäèêàëüíîå ðåøåíèå � ñ÷èòàòü âñå ìàññèâû èìåþùè-
ìè áåñêîíå÷íóþ äëèíó, íî òîëüêî çàïîëíåííûìè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
íóëÿìè.

Òåïåðü ÷åëîâåê, îáëàäàþùèé íåêîòîðûì îïûòîì ðàáîòû ñ ìíîãî÷ëåíàìè,
îïðåäåëèò è óìíîæåíèå ìàññèâîâ: çíàÿ òîæäåñòâî

(a0 + a1x+ a2x
2 + . . . )(b0 + b1x+ b2x

2 + . . . ) ≡

≡ a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + . . . ,

îí èëè îíà îïðåäåëèò

(a0, a1, a2, . . . ) · (b0, b1, b2, . . . ) := (a0b0, a0b1 + a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b0,+ . . . ).
(1.0.2e)

Òàêîå óìíîæåíèå ìàññèâîâ íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêîé.

Ìû ãîòîâû ïðåäëîæèòü îòâåò íà âîïðîñ (1.02b):

ÌÍÎÃÎ×ËÅÍ � ÝÒÎ ÌÀÑÑÈÂ ÅÃÎ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ (1.0.2f)

ñ äîïîëíåíèåì

ÑËÎÆÅÍÈÅ ÌÀÑÑÈÂÎÂ Î×ÅÂÈÄÍÎ,

À ÓÌÍÎÆÅÍÈÅ � ÑÂ�ÐÒÊÀ. (1.0.2f ′)

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ýòîãî îòâåòà íåîáõîäèìî äîãîâîðèòüñÿ, èç êàêîãî ìíîæåñòâà
áåðóòñÿ êîýôôèöèåíòû.

×òîáû ôîðìóëû (1.0.2d) è (1.0.2e) èìåëè ñìûñë, íà ìíîæåñòâå êîýôôèöèåí-
òîâ äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. ×òîáû ñ ìíîãî÷ëåíàìè
â ñòàíäàðòíîé çàïèñè (òî åñòü ñ x) ìîæíî áûëî ïðîèçâîäèòü ïðèâû÷íûå îïå-
ðàöèè, òî åñòü ðàñêðûâàòü ñêîáêè è ïðèâîäèòü ïîäîáíûå ÷ëåíû, ýòè îïåðàöèè
äîëæíû îáëàäàòü ïðèâû÷íûìè ñâîéñòâàìè � íà ÿçûêå ñîâðåìåííîé àëãåáðå



6

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ ñ ââåä¼ííûìè îïåðàöèÿìè äîëæ-
íî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî.

Ñïèñîê àêñèîì êîììóòàòèâíîãî ïîëóêîëüöà îòëè÷àåòñÿ îò ñïèñêà àêñèîì êîëüöà
òåì, ÷òî èç íåãî âûáðîøåíà àêñèîìà íàëè÷èÿ àääèòèâíî îáðàòíîãî ýëåìåíòà; ïðèìå-
ðàìè êîììóòàòèâíûõ ïîëóêîëåö ñëóæàò (N,+, ·) è ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ ëþáîãî
ìíîæåñòâà ñ îïåðàöèÿìè ∪ è ∩. Â çàäà÷å 1.1 ïðåäëàãàåòñÿ ïîðàáîòàòü ñ ñîîòâåòñòâó-
þùåé àêñèîìàòèêîé.

Åñëè ìû õîòèì, êàê ïðèâûêëè, ñâîáîäíî ïåðåíîñèòü îäíî÷ëåíû èç îäíîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ â äðóãó, òî íàì íåîáõîäèìî âû÷èòàíèå, òàê ÷òî î ïîëóêîëüöàõ äî êîíöà

êóðñà äàâàéòå çàáóäåì.

Èòàê,
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÛ ÍÀØÈÕ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ
ËÅÆÀÒ Â ÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÎÌ ÊÎËÜÖÅ. (1.0.2g)

Íà÷èíàÿ ñ óðàâíåíèé 1-é ñòåïåíè, íàì íåîáõîäèìà òàêæå è ÷åòâ¼ðòàÿ (íà-
ðÿäó ñî ñëîæåíèåì, óìíîæåíèåì è âû÷èòàíèåì) îïåðàöèÿ � äåëåíèå, òàêîå ìó-
÷èòåëüíîå äëÿ äðåâíèõ åãèïòÿí � ñì. íèæå. Ìû ïðèøëè ê àêñèîìàì ïîëÿ6,
è äî êîíöà êóðñà ïðèíèìàåì òåðìèí îñíîâíîå ïîëå, èç êîòîðîãî áóäåì áðàòü
êîýôôèöèåíòû, è âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü åãî7 k.

Äëÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ k ìû óæå èñïîëüçî-
âàëè îáîçíà÷åíèå

k[x]
è áóäåì ïðîäîëæàòü èì ïîëüçîâàòüñÿ. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî áóêâà x â îïðå-
äåëåíèå ýòîãî êîëüöà íå âõîäèò! Îíà èñïîëüçóåòñÿ ëèøü ïðè îáîñíîâàíèè
óìíîæåíèÿ-ñâ¼ðòêè ñ ïîìîùüþ áèåêöèè (1.0.2c).

Èòîã ïîäðàçäåëà: îòâå÷àÿ íà âîïðîñ (1.0.2b), ìû ïîñòðîèëè ñîïîñòàâëåíèå

k 7→7→ k[x]
ïîëþ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà.

Çíàêîìûå ñ ÿçûêîì íå-øêîëüíîé ìàòåìàòèêè ëåãêî ïðîâåðÿò, ÷òî ýòî � ôóíêòîð

èç êàòåãîðèè ïîëåé â êàòåãîðèþ êîììóòàòèâíûõ êîëåö.
(Ìîæíî áûëî áû ðàñøèðèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ôóíêòîðà äî êàòåãîðèè

êîììóòàòèâíûõ êîëåö, íî, âî-ïåðâûõ, íàì ýòî íå ïîíàäîáèòñÿ, à, âî-âòîðûõ, çíà÷å-
íèÿìè ýòîãî ôóíêòîðà áûëè áû êîëüöà ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûå, ÷åì êîëüöà ãëàâíûõ
èäåàëîâ âèäà k[x], ïîõîæèå íà êîëüöî Z).

Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà íå âûðàáîòàëà õîðîøåãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýòîãî ôóíêòî-

ðà.

1.0.3. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ. Áóêâà x â îñíîâíîé êîíñòðóêöèè ïðåäûäó-
ùåãî ïîäðàçäåëà óòðàòèëà ñìûñë. Åãî íàäî âîññòàíîâèòü êàê äëÿ òîãî, ÷òîáû
âåðíóòüñÿ ê íàøåé îñíîâíîé òåìå, óðàâíåíèÿì âèäà f(x) = 0, òàê è äëÿ òîãî,

6Ñì. ëþáîé ó÷åáíèê ñîâðåìåííîé àëãåáðû.
7Èç Âèêèïåäèè: Ð. Äåäåêèíä â [DirichletDedekind1871] íàçâàë ìíîæåñòâî äåéñòâè-

òåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé, íåìåöêèì ñëîâîì k�orper, îçíà÷àþùèì �òåëî� èëè �êîðïóñ� (÷òîáû ïîä÷åðêíóòü îð-
ãàíè÷åñêîå åäèíñòâî ââîäèìîãî îáúåêòà). Òåðìèí óêîðåíèëñÿ â íåìåöêîì è ôðàíöóçñêîì
(corps), òîãäà êàê â àíãëèéñêîì è ðóññêîì âñëåä çà [Moore1893] ñòàë èñïîëüçîâàòüñÿ ìåíåå
îáîñíîâàííûé òåðìèí �ïîëå�.
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÷òîáû íå óòðàòèòü íàøè øêîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â ñëó÷àå k = R � íàïðèìåð,
î ãðàôèêàõ y = f(x).

Çäåñü ñíîâà íå õâàòàåò îáùåïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé, è íàì ïðèä¼òñÿ ââåñòè
ñâîè. Âîñïîëüçîâàâøèñü èíîãäà ôèãóðèðóþùèì îáîçíà÷åíèåì

Y X := {îòîáðàæåíèÿ X → Y }
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ X,Y (åãî ïîíèìàíèþ ïîìîãàåò çàäà÷à 1.2), îïðå-
äåëèì îòîáðàæåíèå

func : k[x] −→ kk : (a0, a1, a2, . . . ) 7→
(
x 7→ a0 + a1x+ a2x

2 + . . .
)
; (1.0.3a)

â çàäà÷å 1.3 ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî � ãîìîìîðôèçì êîëåö.
Â øêîëüíîé àëãåáðå îòîáðàæåíèå func íå çàìå÷àþò, îòîæäåñòâëÿÿ ìíîãî-

÷ëåí f ñ ôóíêöèåé func(f). Ýòî îòîæäåñòâëåíèå áåçâðåäíî â îñíîâíûõ äëÿ íàñ
ñëó÷àÿõ k ∈ {Q,R,C} � â ýòèõ ñëó÷àÿõ, êàê è âî âñåõ äðóãèõ íóëåâîé õàðàê-
òåðèñòèêè, îòîáðàæåíèå func èíúåêòèâíî. Â ñëó÷àÿõ æå ïîëîæèòåëüíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè (ìû èì òîæå óäåëèì âíèìàíèå) äåëà îáñòîÿò èíà÷å, ñì. çàäà÷ó
1.4.

Äëÿ êðàòêîñòè ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

func(f) =: f. (1.0.3b)

Êàê âû �çíàåòå� èç øêîëû, êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[x] íàçûâàåòñÿ ëþáîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = 0 (1.0.3c)

èëè, ïîâòîðèìñÿ, ëþáîé

ýëåìåíò ìíîæåñòâà f−1◦(0). (1.0.3d)

Ïðèâåä¼ííûå îïðåäåëåíèÿ, âîçìîæíî, ïðåäñòàâëÿþòñÿ î÷åâèäíûìè; â ëþ-
áîì ñëó÷àå, ñ òî÷íîñòüþ äî f ←→ f , îíè àáñîëþòíî ñòàíäàðòíû. Îòìåòèì,
îäíàêî, íåñóðàçíîñòü, ñâÿçàííóþ âñ¼ ñ òîé æå áóêâîé x, êîòîðîé ìîæíî ïðè-
äàòü òðè ðàçíûõ ñìûñëà:

(1) íè÷åãî íå çíà÷àùàÿ áóêâà, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè îïðåäåëåíèè êîëüöà
k[x];

(2) â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.0.3d) � îäíî èç "÷èñåë" x ∈ k;
(3) ïðè ðàññìîòðåíèè â êîëüöå k[x] (íàðÿäó ñ + è ·) òðåòüåé âàæíîé8 îïåðà-

öèè, êîìïîçèöèè ◦, íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè
åñòü x ∈ k[x].

Ðàññìàòðèâàÿ êîíêðåòíûå óðàâíåíèÿ, ìû áóäåì, êàê ïðàâèëî, ïðèäåðæè-
âàòüñÿ ñìûñëà (2). Â äàëüíåéøåì, ÷òîáû èçáåæàòü óêàçàííîé òð¼õñìûñëåí-
íîñòè, ìû ïîñòàâèì â öåíòð îáñóæäåíèé ïîíÿòèå, òîæå èçâåñòíîå ñî øêîëû �
ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè.

1.0.4. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Ðàçóìååòñÿ, ñëóøàòåëè çíàþò èëè äóìàþò,
÷òî çíàþò îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ. Íî íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ ìîãóò îêàçàòü-
ñÿ ïîëåçíû.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ñòåïåíü � ýòî îòîáðàæåíèå9

deg : k[x] −→ N.

8Íàïðèìåð, â òåîðèè áèêâàäðàòíûõ óðàâíåíèé.
9Çäåñü è äàëåå ïðèíèìàåì ôðàíöóçñêîå ñîãëàøåíèå N := {0, 1, 2, . . . }.
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Ïîïðîáóåì äàòü ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå äëÿ îáîèõ ñïîñîáîâ çàïèñè
ìíîãî÷ëåíîâ:

deg(a0 + a1x+ a2x
2 + . . . ) := max{n | an 6= 0}, (1.0.4a)

deg(c0x
n + c1x

n−1 + · · ·+ c0) = n, åñëè c0 6= 0. (1.0.4b)

Îáà îïðåäåëåíèÿ êàæóòñÿ ïðàâèëüíûìè, íî... íå ðàáîòàþò äëÿ íóëåâîãî ìíî-
ãî÷ëåíà, òî åñòü ìíîãî÷ëåíà ñ ìàññèâîì êîýôôèöèåíòîâ (0, 0, 0, . . . ) (îí æå �
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ â êîëüöå k[x]).

Ïðåîäîëåíèå âîçíèêøåãî çàòðóäíåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ê óïîðÿäî-
÷åííîìó ìîíîèäó (N,+;≤) äîáàâèòü èíòóèòèâíî ÿñíûé ýëåìåíò −∞, ïîëó÷èâ
óïîðÿäî÷åííóþ ïîëóãðóïïó (N

∐
{−∞},+;≤) � ñëóøàòåëÿì ïðåäëàãàåòñÿ ëèáî

íàéòè ãäå-íèáóäü (èëè ïðèäóìàòü) èñïîëüçîâàííûå îïðåäåëåíèÿ, ëèáî ïðîïó-
ñòèòü íåïîíÿòíûå ñëîâà. Òåïåðü ïðåäëàãàåòñÿ ïîëîæèòü

deg(0, 0, 0, . . . ) := −∞

è ÷óòü-÷óòü ìîäèôèöèðîâàòü ïðèâåäåííûå �îïðåäåëåíèÿ�: ïî-ïðåæíåìó

deg(a0 + a1x+ a2x
2 + . . . ) := max{n | an 6= 0}, (1.0.4a′)

ñ ñîãëàøåíèåì max(∅) = −∞,

deg(c0x
n + c1x

n−1 + · · ·+ cn) =

{
n, åñëè cn 6= 0
−∞, åñëè c0 = c1 = · · · = cn = 0

. (1.0.4b′)

Òàê ââåä¼ííàÿ ñòåïåíü

deg : k[x] −→ N
∐
{−∞}

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè íîðìèðîâàíèÿ:[
(f1, f2) 6= (0, 0)

]
=⇒

[
deg(f1 · f2) = deg(f1) + deg(f2)

]
,

deg(f1 + f2) ≤ max
(
deg(f1),deg(f2)

)
.

Íîðìèðîâàíèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë è â àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

1.0.5. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ. Êîëüöà k[x] ïîõîæå íà êîëüöî öåëûõ ÷èñåë
Z; òàê, âî âñåõ íèõ îïðåäåë¼í àëãîðèòì Åâêëèäà.

Â ëþáîì êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ åñòü òàêæå àíàëîã ïîíÿòèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà:
ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè îí íå ïðåäñòàâèì â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøèõ ñòåïåíåé. Â êîëüöå k[x] ïîëåçíî ââåñòè
ïîäìíîæåñòâî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

k[x] ⊃ k[x]irr :=

:=

{
f ∈ k[x]

∣∣∣∣∣∀f1, f2 ∈ k[x]
[
[f = f1f2] =⇒

[
[deg(f1) = deg(f)]∨[deg(f2) = deg(f)]

]]}
Óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ëèøü äëÿ f ∈ k[x]irr , ïî-

ñêîëüêó, î÷åâèäíî,

(f1f2)
−1◦(0) =

(
f1
−1◦(0)

)⋃(
f1
−1◦(0)

)
.

***
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Êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ, îäíàêî, îáëàäàþò ñâîéñòâîì, íå èìåþùèì àíàëîãîâ â
êîëüöå öåëûõ ÷èñåë.

ÊîëüöîR íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì, åñëè åãî àääèòèâíàÿ ãðóïïà òàê ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå ïðÿìîé ñóììû ñâîèõ ïîäãðóïï

R+ =

∞⊕
n=0

Rn,

÷òî äëÿ ëþáûõ m,n ∈ N
RmRn ⊆ Rm+n.

Ââåäÿ íåñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ

k[x]0 := k+ = {f ∈ k[x] | deg(f) ≤ 0}

è äëÿ n ∈ N>0

k[x]n := {f ∈ k[x] | deg(f) = n}

(èìåííî ðàäè ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ ìû óãëóáèëèñü â ïðîôåññèîíàëüíóþ àëãåáðó),
ìû áóäåì ñ÷èòàòü êàæäîå êîëüöî k[x] ãðàäóèðîâàííûì:

k[x]+ =

∞⊕
n=0

k[x]n .

***

Èíîãäà íàì áóäåò óäîáíî îáîçíà÷åíèå

k[x]Irrn := k[x]Irr
⋂

k[x]n

ìíîæåñòâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ äàííîé ñòåïåíè. Îíî, âèäèìî, íå îáëà-
äàåò íèêàêîé ðàçóìíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

1.0.6. Ðàñøèðåíèÿ îñíîâíîãî ïîëÿ. Âåðí¼ìñÿ íåíàäîëãî ê îáùèì óðàâ-
íåíèÿì âèäà

f(x) = a, (1.06a)

ãäå f : X → Y � îòîáðàæåíèå è a ∈ Y .
Çäåñü àíàëîãîì ìàòåìàòè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, êîòîðóþ ìû ñîáèðàåìñÿ ðàñ-

ñìîòðåòü, ÿâëÿåòñÿ ïàðà âëîæåíèé ìíîæåñòâ10 X ↪→ Z, Y ↪→W ñ ðàñøèðåíèåì
îòîáðàæåíèÿ f , êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
òåïåðü çàäàíî îòîáðàæåíèå

f : Z −→W,

îãðàíè÷åíèå f |X êîòîðîãî íà ïîäìíîæåñòâî X ñîâïàäàåò ñ ðàññìàòðèâàåìûì
ðàíåå f . Â ýòîé ñèòóàöèè èìååò ìåñòî ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1.06a):

f |−1◦X (a) ⊆ f−1◦(a) (1.06b)

(çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ f−1◦(a) := {z ∈ Z | f(z) = a}; ìîæíî òàêæå óòî÷íèòü
f |−1◦X (a) = f−1◦(a) ∩X).

10Âûáðàííûå îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâóþò òðàäèöèîííîìó ïåðåõîäó îò ôóíêöèé
äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé y = f(x) ê ôóíêöèÿì êîìïëåêñíîé w = f(z).
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Íàïðèìåð, â ðàññìîòðåííîé âûøå ñèòóàöèè Èâàí Ãðîçíûé èíòåðïðåòèðîâàë
îáðàù¼ííûé ê íåìó âîïðîñ ãäå...äåòè òâîè? êàê âîïðîñ î æèâûõ äåòÿõ, êàê
áóäòî áû ðå÷ü øëà îá îòîáðàæåíèè

îòåö : X −→ Ì,

îïðåäåë¼ííîì ëèøü íà ìíîæåñòâå X = ÆË æèâûõ ëþäåé. Ïðàâäèâûé11 îòâåò
íà âîïðîñ, òî åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îòåö(x) = Èâàí Ãðîçíûé , ñîñòîÿë â
1584 â ôîðìóëå (

îòåö|X
)−1◦

(a) = {Ô¼äîð, Äìèòðèé}.
Íà ïðåäñòîÿùåì æå öàðþ Ñòðàøíîì Ñóäå äîëæíî áûëî ïîäðàçóìåâàòüñÿ

ìíîæåñòâî Z = Ë âñåõ ëþäåé, è îòâåò äîëæåí áûë ðàñøèðèòüñÿ äî(
îòåö

)−1◦
(a) = {Èîàíí, Ô¼äîð, Äìèòðèé}.

***

Âåðí¼ìñÿ ê ìàòåìàòèêå. Òåîðèÿ ïîëåé � ýòî â áîëüøîé ñòåïåíè òåîðèÿ ðàñøèðåíèé
ïîëåé, â íàøåì ñëó÷àå ðàñøèðåíèé

K ⊃ k.
Â ñâÿçè ñ ïîëèíîìèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè òàêèå ðàñøèðåíèÿ ðàññìàòðèâà-

þòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû â á�îëüøèõ ïîëÿõ íàéòè êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ, îòñóòñòâóþ-
ùèå â ìåíüøèõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âëîæåíèå ïîëåé

k ↪→ K
ñîãëàñíî ëþáîìó èç ðàññìîòðåííûõ îïðåäåëåíèé ìíîãî÷ëåíîâ èíäóöèðóåò âëî-
æåíèå êîëåö ìíîãî÷ëåíîâ

k[x] ↪→ K[x],

ââåä¼ì öåíòðàëüíûå äëÿ âñåãî êóðñà îáîçíà÷åíèÿ.
Äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[x] è êàæäîãî ðàñøèðåíèÿ ìû, êàê òîëüêî

÷òî áûëî îòìå÷åíî, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f ∈ K[x]; âûøå ìû îïðåäåëèëè ñîîò-
âåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå

f : K −→ K.
Ïîñêîëüêó òåïåðü ýòî îòîáðàæåíèå çàâèñèò îò âûáðàííîãî ðàñøèðåíèÿ, ìû åãî
îáîçíà÷èì fK. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàññèâà êîýôôèöèåíòîâ a0, a1, · · · ∈ k ìû
îïðåäåëÿåì îòîáðàæåíèå

(a0, a1, . . . )K : K −→ K :
(
z 7→ (a0 + a1z + a2z

2 + . . . )
)
.

Òåïåðü äëÿ f ∈ k[x] è K ⊃ k îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ëåæàùèõ â ïîëå K
êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f

Rootsf (K) := {α ∈ K | fK(α) = 0} .

Ïî îïðåäåëåíèþ,
Rootsf (K) ⊇ Rootsf (k).

Ïðèâåä¼ì òðè êîíñòðóêöèè ðàñøèðåíèé èñõîäíîãî ïîëÿ, ïîçâîëÿþùèå óâå-
ëè÷èòü ìíîæåñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.

11Ðå÷ü èä¼ò î çàêîííûõ äåòÿõ âëàñòèòåëÿ. Â Âèêèïåäèè ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ î òîì, ÷òî
ñàì îí õâàñòàëñÿ òûñÿ÷àìè(!) íåçàêîííûõ.
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Ïðèñîåäèíåíèå êîðíÿ. Ïóñòü f ∈ kirr. Äëÿ çíàêîìûõ ñ èäåàëàìè è ôàêòîð-
êîëüöàìè ïðîñòî îïðåäåëèì

K :=
k[x]
〈f〉

.

Èç íàëè÷èÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà íå î÷åíü òðóäíî âûâåñòè (ïðèäóìàéòå äîêà-
çàòåëüñòâî, íàéäèòå åãî ãäå-íèáóäü èëè ïîâåðüòå), ÷òî ôàêòîð-êîëüöî K åñòü
ïîëå; âëîæåíèå k ↪→ K îñóùåñòâëÿåòñÿ íà óðîâíå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ; íàêîíåö,
îáðàç (âñ¼ òîãî æå!) ýëåìåíòà x ∈ k[x] åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f ∈ K[x].

Äëÿ íåçíàêîìûõ ñ èäåàëàìè è ôàêòîð-êîëüöàìè ðàññìîòðèì äâà èñòîðè÷å-
ñêè âàæíûõ ïðèìåðà â ñëó÷àÿõ deg(f) = 2 (â ìåíüøèõ ñòåïåíÿõ âñ¼ òðèâèàëü-
íî).

(à) Ïåðåíåñ¼ìñÿ â äðåâíþþ Ãðåöèþ è îáñóäèì òîãäàøíþþ ñåíñàöèþ: íåñî-
èçìåðèìîñòü äèàãîíàëè êâàäðàòà è åãî ñòîðîíû.

Íà ñîâðåìåííîì ÿçûêå ýòî îòêðûòèå ôîðìóëèðóåòñÿ êîðî÷å:
√
2 /∈ Q.

Íî
√
2 � ýòî æå íåñîìíåííî ×ÈÑËÎ! Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÎÒÍÎØÅÍÈÅ

ÄËÈÍ ÎÒÐÅÇÊÎÂ, êîòîðûå ìû ìîæåì âçÿòü â ðóêè. Òàê ÷òî òðåáóåòñÿ ðàñ-
øèðåíèå ïîëÿ12 ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèâåä¼ííàÿ êîíñòðóêöèÿ îïðåäåëÿåò ýòî ðàñøèðåíèå êàê

k = Q ↪→ Q(
√
2) :=

Q[x]

〈x2 − 2〉
=: K.

Ýëåìåíòàðíîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîëÿ ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâèòü â
çàäà÷å 1.5. Îíî îêàçûâàåòñÿ ïîäïîëåì ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, è åãî
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ëåãêî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé.

(á) Ìíèìàÿ åäèíèöà i. Òåïåðü ïåðåìåñòèìñÿ áëèæå ê íàøåìó âðåìåíè, ê
ôîðìóëå Ýéëåðà

eit ≡ cos t+ i sin t

è ê ìåìóàðó [Argand1806] îá èçîáðàæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òî÷êàìè ïëîñ-
êîñòè. Çäåñü

k = R ↪→ R[x]
〈x2 + 1〉

=: C.

Ýòîé êîíñòðóêöèè ïîñâÿùåíà çàäà÷å 1.6.

Õîòÿ ðàññìîòðåííûå êîíñòðóêöèè (à) è (á) ñâÿçàíû ñ ðàçíûìè ýïîõàìè ðàç-
âèòèÿ ìàòåìàòèêè è ñ ðàçíûìè èíòóèòèâíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, èõ àëãåáðàè-
÷åñêàÿ ïðèðîäà ñîâïàäàåò; â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðå÷ü èä¼ò î ïðèñîåäèíåíèè êîðíåé
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Â çàäà÷å 1.7 ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ýòè êîíñòðóêöèè
äëÿ ñëó÷àÿ îáùåãî êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà x2 + px+ q ∈ k[x]irr2 .

Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðà-
öèþ ïðèñîåäèíåíèÿ êîðíåé. Íà êàæäîì øàãó ó ìíîãî÷ëåíà ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé

12Òóò ìû ñîçíàòåëüíî äîïóñêàåì èñòîðè÷åñêóþ íåòî÷íîñòü. Äðåâíèå ãðåêè (âî âñÿêîì
ñëó÷àå äî Äèîôàíòà) íå âëàäåëè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè.
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êîðåíü, òî åñòü ìíîãî÷ëåí, íåïðèâîäèìûé â ìåíüøåì ïîëå, îêàçûâàåòñÿ ïðèâî-
äèìûì â áîëüøåì. Çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, íå ïðåâîñõîäÿùåå ñòåïåíü èñõîä-
íîãî ìíîãî÷ëåíà, äîñòèãàåòñÿ ïîëå, â êîòîðîì èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí ðàçëàãàåòñÿ
íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Ýòî ïîëå, ðàçóìååòñÿ, è íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàçëîæå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíà.

Ïðèìåðû áóäóò ðàçîáðàíû íèæå.

Àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ. Ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà ïðèñîåäèíåíèÿ �âñåõ�
êîðíåé ñðàçó. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k ñóùåñòâóåò ïîëå K1, â êîòîðîì
âñå ìíîãî÷ëåíû èç k[x] ðàçëàãàþòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Îäíàêî ìîãóò
ïîÿâèòüñÿ íîâûå íå ðàçëàãàþùèåñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíû èç
K1[x]; ñòðîèì ïîëå K2, íàä êîòîðûì îíè âñå ðàçëàãàþòñÿ. Ïðîäîëæàÿ ïðîöå-
äóðó, ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ áàøíþ ïîëåé

k ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ K3 ⊂ . . .

Èõ îáúåäèíåíèå

k :=

∞⋃
n=1

Kn

Ïîëå k ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì; ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ìíîãî÷ëåíû
èç k[x] ðàçëàãàþòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè). Â k ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî ìèíèìàëüíîå ñîäåðæàùåå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Îíî îáîçíà-
÷àåòñÿ k; òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ áàøíÿ ïîëåé

k ⊆ k ⊆ k,

â êîòîðîé äâà á�îëüøèå ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòû. Îêàçûâàåòñÿ, ïîëå k
îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Îíî è íàçûâàåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ k. Ñì. çàäà÷è ê ïåðâîé ãëàâå èñêëþ÷èòåëüíî
êîìïàêòíîé êíèãè [ÀòüÿÌàêäîíàëüä1972].

Áåãëî îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ, îñíîâàííàÿ íà èäåÿõ Ý. Àðòèíà, êàæåòñÿ î÷åíü
àáñòðàêòíîé. Íå âñå ìàòåìàòèêè ïðèíèìàþò å¼, ïîñêîëüêó ïðè ïðîâåäåíèè áîëåå ïî-
äðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü íåêîíñòðóêòèâíóþ ëåììó Öîðíà.

Îäíàêî íå âñ¼ òàê ïëîõî. Êàê-íèêàê, ÎÑÍÎÂÍÎÅ êëàññè÷åñêîå ïîëå � ýòî, ñî-
ãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå C. Îíî æå � àëãåá-
ðàè÷åñêîå çàìûêàíèå R, òàê ÷òî äëÿ ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë óìîïîìðà÷èòåëüíàÿ
êîíñòðóêöèÿ Àðòèíà íå íóæíà. Ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë Q áîëåå çàãàäî÷íî, íî
áëàãîäàðÿ (åäèíñòâåííîìó!) âëîæåíèþ Q ↪→ R ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q ⊂ C.

Ñ ìåòàìàòåìàòèêîé êîíå÷íûõ ïîëåé è èõ àëãåáðàè÷åñêèõ çàìûêàíèé, à òàêæå ñâÿ-

çÿìè ýòèõ ïîëåé ñ äðóãèìè âàæíûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè, ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ

ïî ðàáîòå [Ax1968].

Öåëü ðàñøèðåíèé èñõîäíîãî ïîëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ âèäîâ � �íàéòè� íåäî-
ñòàþùèå â îñíîâíîì ïîëå êîðíè.

Âîïðîñû I è II èç ïîäðàçäåëà 1.0.1 òåðÿþò ñìûñë (áóäåì èñõîäèòü èç òîãî,
÷òî ñëóøàòåëÿì èçâåñòíà òåîðåìà Áåçó), âîïðîñ III òðåáóåò óòî÷íåíèÿ, à âî-
ïðîñ IV, ïî ìíåíèþ ëåêòîðà, îñòà¼òñÿ (ïî÷òè) áåçíàä¼æíûì.
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1.0.7. Ñëó÷àè ïîëåé R è C âûäåëÿþòñÿ âîçìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàòü ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ èíòóèöèþ. Äëÿ R îíà îñíîâàíà íà ðàññìîòðåíèè �øêîëüíûõ�
ãðàôèêîâ ìíîãî÷ëåíîâ y = f(x). Íàãëÿäíûå ïîíÿòèÿ äëÿ C áóäóò ïî ìåðå
íåîáõîäèìîñòè âûðàáàòûâàòüñÿ.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû äëÿ C îáùåèçâåñòíà:
Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçëàãàåòñÿ íà ìíî-

æèòåëè ïåðâîé ñòåïåíè.

Äëÿ R ïðèâåä¼ì áîëåå îñòîðîæíóþ ôîðìóëèðîâêó èç [Gauss1799]:
Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçëàãàåòñÿ íà ìíî-

æèòåëè ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè.

Ôîðìóëèðîâêà Ãàóññà áåñöåííà ïðè àíàëèçå óðàâíåíèé ìàëûõ ñòåïåíåé ñ
äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îäíàêî êîìïëåêñíàÿ òî÷êà çðåíèÿ äà¼ò áîëåå ãëóáîêîå ïîíèìàíèå.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð âíå ðàìîê íàøåãî êóðñà.
Ëîãàðèôì è àðêòàíãåíñ èçó÷àþòñÿ â ðàçíûõ ðàçäåëàõ øêîëüíîé ìàòåìàòèêè è

îáû÷íî âîñïðèíèìàþòñÿ êàê íå ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé. Îäíàêî âîçìîæíû ÷óòü-÷óòü
ïîõîæèå îïðåäåëåíèÿ:

log x :=

∫ x

1

du

u
,

arctg x :=

∫ x

0

du

1 + u2
.

Ïðè ïåðåõîäå ê êîìïëåêñíûì ÷èñëàì âîçíèêàåò òîæäåñòâî

1 + u2 ≡ (1 + ui)(1− ui)

è âûòåêàþùåå èç íåãî
1

1 + u2
≡ 1

2

(
1

1 + ui
+

1

1− ui

)
.

Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ýòèõ òîæäåñòâ ñâÿçàòü ëîãàðèôì ñ àðêòàíãåíñîì? Ïðåäîñòàâ-

ëÿþ ñëóøàòåëÿì ïðîäóìàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

1.1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

1.1.0. Îáùåå îáñóæäåíèå. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, ëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå (ïðàâèëüíåå áûëî áû íàçûâàòü åãî óðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè) èìååò
âèä

c0x+ c1 = 0, (1.1.0.a)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ c0 6= 0 (èíà÷å îíî áûëî áû óðàâíåíèåì íóëåâîé ñòåïåíè
èëè, êàê ìû äîãîâîðèëèñü, åù¼ è ïðè c1 = 0 ñòåïåíè −∞).

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (1.1.0.a) ìãíîâåííî ðåøàåòñÿ:

x = −c1
c0
, (1.1.0.b)

åñòü ëè ïðåäìåò äëÿ îáñóæäåíèÿ?
Íå ìîãó óâåðåííî îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ.
Ìàòåìàòèêà óðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè áîãàòà. Êðàòêîå ðåøåíèå (1.1.0.b)

óðàâíåíèÿ (1.1.0.a) îñíîâàíî íà ðàçâèâøèõñÿ â òå÷åíèå ìíîãèõ ñòîëåòèé êîí-
öåïöèé ÷èñëà è ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ìû íåìíîãî ïîãîâîðèëè î
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çàìå÷àòåëüíîì ðàçäåëå ìàòåìàòèêè, âçÿâøåì çà îñíîâó ýòè ÷åòûðå îïåðàöèè, î
òåîðèè ïîëåé. Íî àêñèîìû ýòîé òåîðèè äîïóñêàþò ìíîãî÷èñëåííûå âàðèàöèè.

Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ òåë, â êîòîðîé îòêàçûâàþòñÿ îò êîììóòà-
òèâíîñòè óìíîæåíèÿ (â ñâÿçè ñ êâàäðàòíûìè óðàâíåíèÿìè áóäåò ïðåäëîæåíà
çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ ýòîé òåîðèåé). Óðàâíåíèå (1.1.0.a) â òåîðèè òåë òàêæå ðå-
øàåòñÿ ìãíîâåííî, íî ôîðìóëó (1.1.0.b) ïðèõîäèòñÿ çàìåíèòü íà

x = −c−10 c1 (1.1.0.b′)

Èçâåñòíû è äðóãèå íàïðàâëåíèÿ îòêàçà îò ïðèâû÷íûõ ñâîéñòâ ÷èñåë, íàïðè-
ìåð, ðàçâèòèå óâëåêàòåëüíîé òåîðèè àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ äåëåíèåì. Âñå
îíè, îäíàêî, ëåæàò íà ãðàíèöå ïðåäìåòà íàøåãî êóðñà èëè âíå åãî.

Êàê ìû âñêîðå óâèäèì, ëþäè ðåøàëè óðàâíåíèÿ ìàëûõ ñòåïåíåé â òå÷åíèå
òûñÿ÷ ëåò. Ñîäåðæàíèå çàäà÷ íà ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé (äàæå ïåðâîé ñòåïåíè)
è ìåòîäû èõ ðåøåíèé, ðàííèå äîêóìåíòû, ýâîëþöèÿ ïðåäñòàâëåíèé î ÷èñëàõ,
âçàèìîäåéñòâèå ìàòåìàòè÷åñêèõ êóëüòóð � âñ¼ ýòî äîñòàâëÿåò áîãàòûé ìàòåðè-
àë è ïðåäìåòû èññëåäîâàíèé èñòîðèêîâ, àðõåîëîãîâ, ëèíãâèñòîâ,... íî íàì ïðè-
ä¼òñÿ ëèøü áåãëî êîñíóòüñÿ ïðîôåññèîíàëüíîé æèçíè íàøèõ êîëëåã èç äðóãèõ
ýïîõ. Ñì., íàïðèìåð, [Âàðäåí1959].

Ïåðåéä¼ì ê êîíêðåòíûì çàäà÷àì íà ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè.

1.1.1. Ïðèìåðû. Ñîâðåìåííûé ÷åëîâåê ëåãêî èçâëåêàåò èç Èíòåðíåòà ôðàã-
ìåíòû �çàäà÷íèêîâ� âðîäå òàêîãî:

Îá ýòîì îñêîëêå âàâèëîíñêîé ìàòåìàòèêè (åìó áîëåå òð¼õ òûñÿ÷ ëåò) ìîæíî
ïî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [Friberg1978].

Âîò îäíà èç çàäà÷ (ïåðåâîä Friberg→ÃÁØ), âîçìîæíî, ñîäåðæàùàÿñÿ â ýòîé
ãëèíÿíîé òàáëè÷êå:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âçÿòî äâå òðåòè îò äâóõ òðåòåé íåêîòîðîãî êîëè÷å-
ñòâà ÿ÷ìåíÿ, çàòåì äîáàâëåíî ñòî åäèíèö, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî èñõîäíîå
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êîëè÷åñòâî. Ñêîëüêî áûëî ÿ÷ìåíÿ?

Äëÿ íàñ ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ïåðåâåñòè ýòó çàäà÷ó íà ñîâðåìåííûé àëãåáðà-
è÷åñêèé ÿçûê:

2

3
× 2

3
x+ 100 = x

Õîòÿ ýòî íå ñðàçó áðîñàåòñÿ â ãëàçà, êîýôôèöèåíòû ïîäîáðàíû òàê, ÷òî îòâåò
� íàòóðàëüíîå ÷èñëî x = 180 .

Äî íàøèõ Z, Q, R îñòàâàëèñü òûñÿ÷è ëåò... Èëè äðîáè â ýòîé øêîëå ïèñ-
öîâ �åù¼ íå ïðîõîäèëè?� Èëè äëÿ íèõ íå áûëî îáîçíà÷åíèé? Èëè íå áûëî ïî-
íÿòèé?

Ñïåöèàëèñòàì ïî èñòîðèè ìàòåìàòèêè îòâåòû, âåðîÿòíî, èçâåñòíû.

***

Ïåðåìåñòèìñÿ áîëåå ÷åì íà òûñÿ÷ó ëåò áëèæå ê íàøåìó âðåìåíè è çàòðîíåì
åãèïåòñêóþ ìàòåìàòèêó, ïðè÷¼ì íå ñàìóþ äðåâíþþ.

Àêìèìñêèé ïàïèðóñ îòíîñèòñÿ ê VII èëè VIII âåêó íàøåé ýðû, ñì. [Baillet1892].
Âîò ïðèìåð çàäà÷è èç ýòîãî ïàïèðóñà, áîëåå áëèçêîé íàì, ÷åì ïðåäûäóùàÿ,

è ïî âðåìåíè, è ïî ñîäåðæàíèþ (ïåðåâîä çàèìñòâîâàí èç [×èñòÿêîâ1962])

Íåêòî âçÿë èç ñîêðîâèùíèöû 1
13 . Èç òîãî, ÷òî îñòàëîñü, äðóãîé âçÿë 1

17 ,
îñòàâèë æå îí â ñîêðîâèùíèöå 150. Ñêîëüêî áûëî â ñîêðîâèùíèöå èçíà÷àëü-
íî?

Ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå:

16

17
× 12

13
x = 150.

Íàø ñîâðåìåííèê ëåãêî ðåøèò åãî (âåðîÿòíî, âîñïîëüçîâàâøèñü íàõîäÿùèìñÿ
ïîä ðóêîé âû÷èñëèòåëüíûì óñòðîéñòâîì):

x =
5525

32
.

Â øêîëå íàñ, îäíàêî, ó÷àò, ÷òî ýòà äðîáü � íåïðàâèëüíàÿ, è íàäî ïðåîáðàçî-
âàòü å¼ ê âèäó13

x = 172 +
21

32
.

Äðåâíååãèïåòñêèå ïðåïîäàâàòåëè â øêîëàõ ïèñöîâ øëè íà øàã äàëüøå: îíè
íå ïðèçíàâàëè (èëè íå çíàëè?) ïðîèçâîëüíûõ äðîáåé; ãîäèëèñü òîëüêî äðîáè ñ
÷èñëèòåëåì 1, íàçûâàåìûå àëèêâîòíûìè äðîáÿì, ñì. [Âàðäåí1959]). Ïîýòîìó
òðåáîâàëîñü ïðåäñòàâèòü îòâåò â âèäå

x = 172 +
1

2
+

1

8
+

1

48
+

1

96
.

Âðÿä ëè ìíîãèå èç íàñ ñìîãëè áû ñõîäó íàïèñàòü äðåâíååãèïåòñêóþ êîí-
òðîëüíóþ íà "îòëè÷íî"!

13Â øêîëå ó÷àò çàïèñûâàòü îòâåò â âèäå x = 172 21
32
, íî ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì

îïóñêàòü ÊÀÊ çíàê óìíîæåíèÿ, íàïðèìåð, â ab ≡ a · b, ÒÀÊ È çíàê ñëîæåíèÿ, íàïðèìåð
172 21

32
≡ 172 + 21

32
.
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Ðåêîìåíäóåòñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ çàäà÷è 1.8.

1.2. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ

1.2.0. ×òî ýòî òàêîå? Ñîãëàñíî ââåä¼ííûì îáîçíà÷åíèÿì, êâàäðàòíîå óðàâ-
íåíèå èìååò âèä

fk(x) = 0,

ãäå f ∈ k[x]2.
Ýòî îïðåäåëåíèå, âû÷óðíîå ñ òî÷êè çðåíèÿ øêîëüíîé ìàòåìàòèêè, èìååò ðÿä

ïðåèìóùåñòâ.
Âî-ïåðâûõ, ìû â ñàìîì îïðåäåëåíèè ôèêñèðóåì îñíîâíîå ïîëå k � ñàìî ñî-

áîé, íå ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî k = R.
Âî-âòîðûõ, ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà ñòàâèì â öåíòð âíèìàíèÿ îòîáðàæåíèå

fk : k −→ k,

áóäó÷è ãîòîâûìè äëÿ ðàñøèðåíèé K ⊃ k ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå äî

fK : K −→ K.

Â ñëó÷àå k = R ýòî îòîáðàæåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðèâû÷íûì íàãëÿäíûì îá-
ðàçîì � ãðàôèêîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ïàðàáîëó, à â ñëó÷àÿõ k = C èëè
K = C � îáðàçàìè, êîòîðûå ìû åù¼ âûðàáîòàåì.

Â-òðåòüèõ, ìû íå ïðèâÿçûâàåìñÿ íè ê êàêîìó ðàñïðîñòðàí¼ííîìó íàáîðó
áóêâ, êàê â ñëó÷àå øêîëüíûõ îïðåäåëåíèé

ax2 + bx+ c = 0,

ax2 + 2bx+ c = 0,

x2 + px+ q = 0,

x2 −mx+ n = 0,

Íàéòè äâà ÷èñëà
ïî èõ ñóììå m

è ïðîèçâåäåíèþ n.

è íàøèõ
c0x

2 + c1x+ c2 = 0,

a0 + a1x+ a2x
2 = 0.

Îñíîâíûå âîïðîñû î êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿõ ôîðìóëèðóþòñÿ íå ñòîëüêî
â òåðìèíàõ òðîåê èëè ïàð áóêâ, ñêîëüêî â òåðìèíàõ ìíîæåñòâ f−1◦k (0) èëè
f−1◦K (0).

1.2.1. Âûäåëåíèå ïîëíîãî êâàäðàòà. Âñ¼ æå âûáåðåì çàïèñü, íàïðèìåð,

c0x
2 + c1x+ c2 = 0, (1.2.1a)

ãäå c0, c1, c2 ∈ k.
Ïîðàññóæäàâ î êîýôôèöèåíòå c0, êàê â ñëó÷àå ñòåïåíè 1, ñâåä¼ì åãî ê óðàâ-

íåíèþ
x2 + px+ q = 0. (1.2.1b)
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Íàñ ó÷èëè ïðåîáðàçîâûâàòü óðàâíåíèå (1.2.1b) ê óðàâíåíèþ(
x+

p

2

)2
=
p2

4
− q. (1.2.1b′)

Íî ñäåëàòü ýòî ìîæíî ËÈØÜ Â ÏÐÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÈ

char(k) 6= 2 , (1.2.1c)

êîòîðîå ìû è ïðèíèìàåì.
Òåîðèÿ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå char(k) = 2 âåñüìà èíòåðåñíà (êàê

è âñÿ ìàòåìàòèêà íàä ðàñøèðåíèÿìè ïîëÿ F2). Ó íàñ, ê ñîæàëåíèþ, íåò âðå-
ìåíè åé çàíèìàòüñÿ, è ÿ îãðàíè÷èâàþñü ññûëêîé íà âåñüìà ñåðü¼çíóþ ðàáîòó
[CheGaVaW1998].

1.2.2. Äèñêðèìèíàíò. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äâà ìíîãî÷ëåíà ïîëîæèòåëü-
íîé ñòåïåíè ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 (Ïî-àíãëèéñêè òàêèå ìíîãî÷ëåíû
íàçûâàþòñÿ unital; ðóññêîãî îáùåïðèíÿòîãî òåðìèíà, âèäèìî, íå ñóùåñòâóåò)

f, g ∈ k[x].

Òåîðåìà-îïðåäåëåíèå. Äëÿ ââåä¼ííûõ ìíîãî÷ëåíîâ èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî ∏

β∈Rootsg(k)

fk(β) =
∏

α∈Rootsf (k)

gk(α) =: resultant (f, g). (1.2.2a)

Ðåçóëüòàíò äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ëåæèò â k è îáðàùàåòñÿ â 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåíû èìåþò îáùèé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ëþáîì îñíîâàòåëüíîì ó÷åá-
íèêå �âûñøåé� àëãåáðû. Ìû âñêîðå ïðîâåðèì å¼ â èíòåðåñóþùåì íàñ ÷àñòíîì
ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå14. Äèñêðèìèíàíòîì ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[x] ïîëîæèòåëüíîé
ñòåïåíè, âçàèìíî ïðîñòîé ñ char(k), íàçûâàåòñÿ

discrim (f) := −resultant
(
f,

f ′

deg(f)

)
. (1.2.2b)

Âû÷èñëèì äâóìÿ ñïîñîáàìè äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà f = x2+px+q, ââåäÿ

g :=
f ′

2
= x+

p

2
. (1.2.2c)

Ñîãëàñíî ëåâîé ÷àñòè (1.2.2a),

discrim(f) = −

((
−p
2

)2
+ p

(
−p
2

)
+ q

)
=
p2

4
− q.

14Íå âïîëíå ñòàíäàðòíîå.
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Ñîãëàñíî æå ïðàâîé ÷àñòè (1.2.2a),

discrim(f) =

(
−p
2
+

√
p2

4
− q + p

2

)(
−p
2
−
√
p2

4
− q + p

2

)
=
p2

4
− q

Ìû ïîäòâåðäèëè (1.2.2a) è óáåäèëèñü, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñî
øêîëüíûì.

1.2.3. Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Èòàê, ïóñòü äàí ìíîãî÷ëåí

f ∈ k[x]2
è char(k) 6= 2. Òîãäà

[discrim(f) = 0]⇐⇒
[
∃m ∈ k[x]2[f = m2]

]
;

[discrim(f) 6= 0] =⇒
[[
discrim(f) ∈ (k×)2·

]
⇐⇒

[
Rootsf (k) 6= ∅

]]
.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñîïîñòàâèòü ñî øêîëüíîé ôîðìóëèðîâêîé!

1.2.4. Îá èñòîðèè. Ê ñîæàëåíèþ, ó íàñ íåò âðåìåíè îáñóæäàòü áîãàòóþ
èñòîðèþ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé â ðàçëè÷íûõ äðåâíèõ öèâèëèçàöèÿõ. Ïîìè-
ìî [Âàðäåí1959], ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü èíòåðåñíûé íåäàâíèé ïðåïðèíò
[Hungerbuhler2019].

1.3. Êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

1.3.0. Èòàëüÿíñêîå Âîçðîæäåíèå. Ëèòåðàòóðà çäåñü íåîáúÿòíà, è òðóä-
íî âûáðàòü êàêîé-òî îäèí èñòî÷íèê äëÿ ññûëîê. Äóìàÿ îá ýòîì âàæíåéøåì
äëÿ ìèðîâîé êóëüòóðå ïåðèîäå, ìîæíî ïîñòàðàòüñÿ ïîíÿòü, ïî÷åìó

• èìåííî â Èòàëèè âîçíèêëà è óêðåïèëàñü äåðçêàÿ ìûñëü î òîì, ÷òî
äðåâíèõ ìîæíî ïðåâçîéòè;
• Âîçðîæäåíèå â ìàòåìàòèêå íà÷àëîñü ïîçæå, ÷åì â æèâîïèñè, àðõèòåê-
òóðå, ëèòåðàòóðå è ò.ä. � çà èñêëþ÷åíèåì îáîãíàâøåãî ñâî¼ âðåìÿ Ëåî-
íàðäî Ïèçàíñêîãî (Ôèáîíà÷÷è).

1.3.1. Êàíîíè÷åñêèé âèä. Îòïðàâëÿÿñü îò íàøåãî îáùåãî âèäà

c0x
3 + c1x

2 + c2x+ c0 = 0, (1.3.1a)

ïîðàññóæäàåì î c0 6= 0 è ïåðåéäåì ê âèäó

x3 + b1x
2 + b2x+ b0 = 0 (1.3.1b)

è ïðèìåíèì çàìåíó

x← x+
b1
3
. (1.3.1c)

Ïðèäåì ê âèäó

x3 + px+ q = 0 , (1.3.1d)

êîòîðûé è áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì.
Íî ïðåîáðàçîâàíèå (1.3.1c) çàêîííî ËÈØÜ Â ÏÐÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÈ

char(k) 6= 3 , (1.3.1e)
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êîòîðîå ìû è ïðèíèìàåì. Áîëåå òîãî, äëÿ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé ìû ñîõðàíÿ-
åì óæå ïðèíÿòîå ïðåäïîëîæåíèå è íà âåñü îñòàâøèéñÿ êóðñ ïðèíèìàåì ñîãëà-
øåíèå

char(k) /∈ {2, 3} (1.3.1e′).

Èññëåäîâàíèå êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ýòèõ õàðàêòåðèñòèêàõ � âåñüìà ñïåöè-
àëüíàÿ ïðîáëåìà, è èñ÷åðïûâàþùèõ ññûëîê íàì íàéòè íå óäàëîñü.

1.3.2. Äèñêðèìèíàíò. ×òîáû âû÷èñëèòü äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà

f := x3 + px+ q

ïî äàííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ, ââîäèì

f1 :=
f ′

2
= x2 +

p

3
(1.3.2a)

Ïðåäëîæåíèå. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

discrim(x3 + px+ q) = 4

(
p3

27
+
q2

4

)
(1.3.2b)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

discrim(f) = −f
(√
−p
3

)
f

(
−
√
−p
3

)
=

= −

(√
−p
3

3

+ p

√
−p
3
+ q

)(√
−p
3

3

+ p

√
−p
3
+ q

)
=

=

(
q +

√
−p
3

(
1 +

1

3

)
p
))(

q +

√
−p
3

(
1 +

1

3

)
p
))

=

= q2 +
4

27
p3 = 4

(
p3

27
+
q2

4

)
.�

Îáîçíà÷åíèå. (Äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî óìíî-
æåíèÿ íà êâàäðàò ýëåìåíòà îñíîâíîãî ïîëÿ). Áóäåì èíîãäà ïîëüçîâàòüñÿ ñî-
êðàùåíèåì

1

4
discrim(f) = δf :=

(
p3

27
+
q2

4

)
(1.3.2c)

Â ýòîé ôîðìóëå çíàìåíàòåëè íàïîìèíàþò î ïðèíÿòûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà õàðàê-
òåðèñòèêó îñíîâíîãî ïîëÿ. Âîçìîæíî, îíà ëó÷øå çàïîìèíàåòñÿ â âèäå

δf =
(p
3

)3
+
(q
2

)2
.

1.3.4. Èòàëüÿíñêîå ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì åãî ôîðìàëüíî.

x =: u+ v. (1.3.4d)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå 0 = fk(x):

0 = (u+ v)3 + p(u+ v) + q =
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= u3 + v3 + 3(u+ v) (3uv + p) + q (1.3.4e)

�Ïåðåìåííûå� u è v áûëè ââåäåíû ïðîèçâîëüíî; ïîä÷èíèì èõ ñîîòíîøåíèþ

3uv + p = 0. (1.3.4f)

Óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó{
uv = −p3
u3 + v3 = −q (1.3.4g)

Âîçâîäÿ ïåðâîå óðàâíåíèå â êóá (ïðè k = R ýòà îïåðàöèÿ îáðàòèìà!), ïðèä¼ì
ê ñèñòåìå {

u3 + v3 = −q
u3v3 = −p

3

27

(1.3.4h)

Ðåøåíèå òàêèõ ñèñòåì áûëî ïîä ñèëó èòàëüÿíñêèì àëãåáðàèñòàì XVI âåêà.
Òàðòàëüÿ îòðàçèë âñþ ïðîöåäóðó çâó÷íûìè ñòèõàìè:

Quando chel cubo con le cose appresso

Se aqquaglia �a qualche numero discreto

Trouan duo altri di�erenti in esso

Dapoi terrai questo per consueto

Che�llor productto sempre sia equale

Alterzo cubo delle cose neto,

El residuo poi suo generale

Delli lor lati cubi ben sottrati

Varra la tua cosa principale.

In el secondo de cotestiatti

Quando chel cubo restasse lui solo

Tu osseruarai questaltri contratti,

Del numer farai due tal part'`a uolo

Che luna in laltra si produca schietto

El terzo cubo delle cose in stolo

Delle qual poi, per communprecetto

Torrai li lati cubi insieme gionti

Et cotal somma sara il tuo concetto.

El terzo poi de questi nostri conti

Se solue col secondo se ben guardi

Che per natura son quasi congionti.

Questi trouai, non con passi tardi

Nel mille cinquecent`e, quatroe trenta

Con fondamenti ben sald`e gagliardi

Nella citta dal marintorno centa.
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Â Èíòåðíåòå ìîæíî íàéòè àíãëèéñêèé ïîäñòðî÷íèê:

When the cube and the things together

Are equal to some discrete number,

Find two other numbers di�ering in this one.

Then you will keep this as a habit

That their product should always be equal

Exactly to the cube of a third of the things.

The remainder then as a general rule

Of their cube roots subtracted

Will be equal to your principal thing.

In the second of these acts,

When the cube remains alone

You will observe these other agreements:

You will at once divide the number into two parts

So that the one times the other produces clearly

The cube of a third of the things exactly.

Then of these two parts, as a habitual rule,

You will take the cube roots added together,

And this sum will be your thought.

The third of these calculations of ours

Is solved with the second if you take good care,

As in their nature they are almost matched.

These things I found, and not with sluggish steps,

In the year one thousand �ve hundred, four and thirty

With foundations strong and sturdy

In the city girdled by the sea

Âìåñòå ñ ðàçúÿñíåíèåì: Òàðòàëüÿ ðàññìàòðèâàåò ÷óòü-÷óòü äðóãîå óðàâíåíèå,

x3 + ax = b,

è èùåò ðåøåíèå â âèäå c = 3
√
u− 3
√
v.

Ðèñêóþ ïðåäëîæèòü âîëüíûé ïðîçàè÷åñêèé ïåðåâîä íà ðóññêèé:

Ïóñòü êóá íåèçâåñòíîé âåùè, ñëîæåííûé ñ ïðîèçâåäåíèåì íåèçâåñòíîé âåùè íà

çàäàííîå ÷èñëî è åù¼ ñ îäíèì çàäàííûì ÷èñëîì, îáðàùàåòñÿ â íè÷òî.

Ïðåäñòàâüòå íåèçâåñòíóþ âåùü â âèäå ñóììû äâóõ íåèçâåñòíûõ âåùåé. Ïîäáå-

ðèòå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåèçâåñòíûõ òàê, ÷òîáû îò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ îñòàëîñü

òîëüêî çíà÷åíèå ñóìì èõ êóáîâ. Òîãäà óðàâíåíèå ñâåä¼òñÿ ê íàõîæäåíèþ êóáîâ

äâóõ íåèçâåñòíûõ âåùåé ïî èõ ñóììå è ïðîèçâåäåíèþ, à íàõîäèòü ýòè êóáû âàñ

ó÷èëè â øêîëå.

Îò ëåòà äâå òûñÿ÷è äâàäöàòü ïÿòîãî, ñîñòàâëåíî ñîãëàñíî àëãåáðå ýòèõ âðåì¼í

òàì, ãäå ðåêà Äóáíà âïàäàåò â Âîëãó.
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Âåðíóâøèñü â XXI, ñîñòàâèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êîðíè êîòîðîãî � êóáû
�íåèçâåñòíûõ âåùåé�.

(λ− u3)(λ− v3) ≡k[λ] λ
2 + qλ− p3

27
(1.3.4i)

Ïðèõîäèì ê ôîðìóëå Êàðäàíî:

x =
3

√
−q
2
+

√
p3

27
+
q2

4
+

3

√
−q
2
−
√
p3

27
+
q2

4
. (1.3.2j)

Â êàêîì-òî ñìûñëå ýòî � îòâåò, àíàëîãè÷íûé îáùåèçâåñòíîé ôîðìóëå êîðíåé
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïî çíàêàìè êóáè÷åñêèõ êîðíåé â ôîðìóëå (1.3.2j) óçíàåì äèñêðèìèíàíò è,
ïîëüçóÿñü (1.3.2c), ïåðåïèøåì ôîðìóëó Êàðäàíî â âèäå

x = 3

√
−q
2
+
√
δf +

3

√
−q
2
−
√
δf (1.3.2k)

Â òàêîì âèäå îíà ëó÷øå ïîääà¼òñÿ àíàëèçó; íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
êàê è â ñëó÷àå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, çíàê äèñêðèìèíàíòà èãðàåò îñíîâíóþ
ðîëü.

Ðåêîìåíäóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷è 1.11 è 1.12.

1.3.4. Àíàëèç íàä R. Îãðàíè÷èìñÿ ãðàôè÷åñêèì ðàçáîðîì âîçìîæíûõ
ñëó÷àåâ:15

NB (óòðî 23 èþëÿ 2025). Çäåñü áóäåò ïðîèçâåäåíà çàìåíà (a, b)← (p, q).

15ß ïðèçíàòåëåí Ï. Êèìó, ñîçäàâøåìó ýòó êàðòèíêó.
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1.3.6. Ðåøåíèå ÂÑÅÕ êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ââåä¼ì åù¼ îäíî íåñòàí-
äàðòíîå îïðåäåëåíèå

k1[z] := {zn + c1z
n−1 + · · ·+ cn}.

Ãëàâíîå äåéñòâóþùåå ëèöî òåîðèè ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé � ðàçâåòâë¼ííîå
íàêðûòèå16

kn× /Sn−→ k1[z]n : (z1, . . . , zn) 7→
n∏
i=1

(z − zn) ,

çàáûâàþùåå ïîðÿäîê êîðíåé ìíîãî÷ëåíà. Ïîä ðåøåíèåì ñåìåéñòâà óðàâíåíèé
ñòåïåíè n ïîíèìàåòñÿ ëîêàëüíîå îáðàùåíèå ýòîãî íàêðûòèÿ.

Â ñëó÷àå n = 3 ãðóïïà Sn ðàçðåøèìà, è íàêðûòèå /S3 ðàñêëàäûâàåòñÿ â
êîìïîçèöèþ

k3×

?
k1[z]3 ∼= Sym3(k)

/S3

�
��	

/A3

k3×
A3

@
@@R

/C2

Ñëóøàòåëÿì ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âûïèñûâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé áàøíè öèêëè-
÷åñêèõ ðàñøèðåíèé ïîëåé, îáåñïå÷èâàþùèõ ðàçðåøèìîñòü êóáè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé â ðàäèêàëàõ.

1.4. Ñâåä�åíèå óðàâíåíèé ñòåïåíè 4 ê êóáè÷åñêèì

1.4.0. Íåðàçëè÷èìîñòü êîðíåé. Ìû ïðèõîäèì ê ïîíèìàíèþ òîãî, ÷òî
ãëàâíîå äåéñòâóþùåå ëèöî â òåîðèè ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé � ãðóïïà ïå-
ðåñòàíîâîê êîðíåé. Ñëó÷àé ñòåïåíè 4 � ïîñëåäíèé, êîãäà îíà ðàçðåøèìà, è
ìîæíî ýòî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé 4-é ñòåïåíè â ðàäèêàëàõ.

1.4.1. Êàíîíè÷åñêèé âèä. Êàê è âûøå, ìû ñâîäèì åãî ê

x4 + ax2 + bx+ c = 0.

Îãðàíè÷åíèé íà õàðàêòåðèñòèêó íå äîáàâëÿåòñÿ.

1.4.2. Ãåíèàëüíàÿ èäåÿ. Ýïèìîðôèçì

S4 � S3

ðåàëèçóåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ y1 := x1x2 + x3x4
y2 := x1x3 + x2x4
y3 := x1x4 + x2x3

.

16Ââîäèì íåñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå äåêàðòîâîé ñòåïåíè ïîëÿ kn× := k× . . . k︸ ︷︷ ︸
n

, ÷òîáû

îòëè÷èòü åãî îò ìíîæåñòâà ñòåïåíåé kn· := {αn | α ∈ k}.
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Âîçíèêàåò êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå

0 = (λ− y1)(λ− y2)(λ− y3) ∈ k[a, b, c][λ], .
êîòîðîå ìû óæå óìååì ðåøàòü â ðàäèêàëàõ.

Íåèçâåñòíûå {xi} âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî {yi} ïðîñòûìè àëãåáðàè÷åñêèìè
îïåðàöèÿìè.
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