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2.0. Î êîíå÷íûõ ãðóïïàõ

Êîíå÷íûå ãðóïïû � îäíà èç íåìíîãèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè, â êîòîðûõ ïîñòðîåíà â

îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ïîëíàÿ è âåñüìà ñîäåðæàòåëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ. Ìû êîñí¼ìñÿ

ýòîé êëàññèôèêàöèè â îñíîâíîì ëèøü â òîé ìåðå, â êîòîðîé îíà êàñàåòñÿ ïðåäìåòà

íàøåãî êóðñà.

2.0.0. Ïðîñòûå ãðóïïû è ðàñøèðåíèÿ. Â ïðèìåíåíèè ê êîíêðåòíîé
ãðóïïå êëàññèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ âîïðîñà

Ñóùåñòâóþò ëè íåòðèâèàëüíûå ÝÏÈìîðôèçìû

èç íå¼?
Åñëè îòâåò îòðèöàòåëåí, òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé.

Åñëè îòâåò ïîëîæèòåëåí, òî ãðóïïà â íåêîòîðîì ñìûñëå èçãîòîâëåíà èç äâóõ
ãðóïï ìåíüøåãî ïîðÿäêà. Îíà íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì îäíîé ïîìîùüþ äðó-
ãîé.

1



2

Òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå ðàñøèðåíèé � E îò ñëîâà Extension. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ, äëÿ êàæäîãî ðàñøèðåíèÿ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ýïèìîðôèçì1

E
π
� G, (2.0.0a)

ãäå 1 < #G < #E.
Ó ýïèìîðôèçìà π ñóùåñòâóåò ÿäðî

N := kerπ,

ãäå 1 < #N < #E; èç ðàâåíñòâà

(#N)(#G) = #E

ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà ïðîñòà.

Ãðóïïó N ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü íå êàê Nîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû E,
à êàê ñóùåñòâóþùóþ îòäåëüíî, íî âëîæåííóþ â E ìîíîìîðôèçìîì2

N
ι
� E (2.0.0b)

Ìîðôèçìû (2.0.0a) è (2.0.0b) îáû÷íî ñîåäèíÿþò â êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ãðóïï

1 � N
ι
� E

π
� G� 1 . (2.0.0c)

Åñëè ãðóïïà E ìîæåò áûòü âñòàâëåíà â òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.0.0c)
òî îíà íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ãðóïïû G ñ ïîìîùüþ ãðóïïû N (èëè íàîáî-
ðîò...).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ëèáî ïðîñòà, ëèáî èçîìîðôíà ðàñ-

øèðåíèþ îäíîé ìåíüøåé ãðóïïû ñ ïîìîùüþ äðóãîé.

2.0.1. Î ïðîñòûõ ãðóïïàõ. Ïðåæäå âñåãî, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ê ïðî-
ñòûì ãðóïïàì îòíîñÿòñÿ âñå ãðóïïû ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ. Íåòðóäíî äîêàçàòü,
÷òî âñå îíè � öèêëè÷åñêèå, è ìû ïîëó÷àåì ïåðâóþ ñåðèþ

Cp :=
Z+

pZ+
,

ãäå p ∈ {2, 3, 5, 7, 11, . . . } � ïðîñòîå ÷èñëî.

Óñòàíîâëåíî (ñì., íàïðèìåð, [Gorenstein1986]), ÷òî îñòàâøèåñÿ ïðîñòûå
êîíå÷íûå ãðóïïû ñîñòîÿò èç

• 16 áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ ãðóïï Ëèåâñêîãî òèïà � íàïðèìåð, PSLn(Fq);
• Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû An ïðè n ≥ 5;
• 26 ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï.

Â íàøåì êóðñå âñòðåòèòñÿ ëèøü A5. Äîêàçàòåëüñòâî å¼ ïðîñòîòû ìîæíî ïðî-
÷èòàòü, íàïðèìåð, â [Âàâèëîâ2010].

1π � ãðå÷åñêèé àíàëîã áóêâû p, ïåðâîé áóêâû ñëîâà projection.
2ι � ãðå÷åñêèé àíàëîã áóêâû i, ïåðâîé áóêâû ñëîâà injection.
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2.0.2. Î ðàñøèðåíèÿõ. Äëÿ çàäàííûõ ãðóïï G è N ââåä¼ì ìíîæåñòâî

E(N,G) :=
{ãðóïïû E | ∃ 1 � N

ι
� E

π
� G� 1}

èçîìîðôèçì
.

Î÷åâèäíî, òàêèå ìíîæåñòâà ïîêðûâàþò êëàññû èçîìîðôèçìà âñåõ íåïðîñòûõ
ãðóïï.

Âñå ìíîæåñòâà E(N,G) íåïóñòû, ïîñêîëüêó ñîäåðæàò êëàññ ïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ N ×G. Êàæäîå èç íèõ äîïóñêàåò ïîëíîå îïèñàíèå â òåðìèíàõ âòîðûõ
è òðåòüèõ êîãîìîëîãèé ãðóïïû G ñ êîýôôèöèåíòàìè â öåíòðå ãðóïïû N , ñì.
[Áðàóí1987].

2.1. Íåðàçðåøèìîñòü êâèíòèê â ðàäèêàëàõ

2.1.0. Êðàòêàÿ èñòîðèÿ. Ïåðâûé òåêñò, ïðåòåíäóþùèé íà äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû î íåðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé 5-é ñòåïåíè â ðàäèêàëàõ � [Ru�ni1813].
Ñîâðåìåííèêè â îñíîâíîì íå íàøëè åãî óáåäèòåëüíûì, íî Î. Êîøè îäîáðèë.

Ïî-âèäèìîìó, òåêñò Ïàîëî Ðóôôèíè (1765 �1822) äåéñòâèòåëüíî ñîäåðæàë
ïðîáåëû; áåçóïðå÷íî áûëî äîêàçàòåëüñòâî â [Abel1824].

Îáà òåêñòà òðóäíû äëÿ ÷òåíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû XIX âåêà îíè îòíîñÿòñÿ
â îñíîâíîì ê èñòîðèè ìàòåìàòèêè: ïîñëå òîãî êàê ðàñïðîñòðàíèëàñüòåîðèÿ Ãà-
ëóà3, äîêàçàòåëüñòâî îáñóæäàåìîé íåðàçðåøèìîñòè äëÿ ïðîôåññèîíàëîâ ñòàëî
óìåùàòüñÿ â îäèí àáçàö (ñì. íèæå).

Âî âòîðîé ïîëîâèíå ÕÕ âåêà ñòàëè ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íå òðåáóþùèå çíàíèÿ
òåîðèè Ãàëóà ïîïóëÿðíûå èçëîæåíèÿ òåîðåìû î íåðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé
ïÿòîé ñòåïåíè. ×àñòî ýòà òðàäèöèÿ ñâÿçûâàåòñÿ ñ èìåíåì Â.È. Àðíîëüäà, ñð.
öèòàòó èç [Bartlett2024]:

In 1963, the Russian mathematician Vladimir Arnold gave an alternative topological

proof of the unsolvability of the quintic in a series of lectures to high school kids in

Moscow.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå óñòíûõ ëåêöèé Àðíîëüäà (ñî ññûëêîé íà íåãî) ìîæíî
íàéòè â êíèãå [Àëåêñååâ1976].

2.1.1. Ïðèìåíåíèå òåîðèè Ãàëóà. Ðàñøèðèì íàøè îáîçíà÷åíèÿ. Êîãäà
ìû îáñóæäàåì ÂÑÅ óðàâíåíèÿ äàííîé ñòåïåíè n, îñíîâíûì ïîëåì åñòåñòâåííî
ñ÷èòàòü

K := k(c1, . . . , cn).

Òåïåðü äëÿ ìíîãî÷ëåíà

f = xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn

åñòåñòâåííî ïîíèìàíèå

f ∈ K[x]n

âìåñòå ñ ïî÷òè î÷åâèäíûì

f ∈ K[x]irrn .

3Òîò æå Î. Êîøè �ïîòåðÿë� ðóêîïèñü Ãàëóà. Ðàáîòû Ãàëóà íà÷àëè ïðèîáðåòàòü èçâåñò-
íîñòü ëèøü ÷åðåç 14 ëåò ïîñëå åãî ãèáåëè íà äóýëè, â îñíîâíîì áëàãîäàðÿ [Liouville1846].
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Òåïåðü îáñóæäàåìûé ðåçóëüòàò î íåðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî.

Òåîðåìà. Ðàñøèðåíèå ïîëåé

K[x]

〈f〉
⊃ K

ðåàëèçóåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ðàäèêàëîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà

Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà f ðàçðåøèìà.

Òåîðåìà Ðóôôèíè-Àáåëÿ âûòåêàåò èç ýòîé òåîðåìû êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
n = 5 ñ ó÷¼òîì íåðàçðåøèìîñòè ãðóïïû A5.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïîÿâèëîñü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ïîïóëÿðíûõ èçëî-
æåíèé òåîðèè Ãàëóà. ß áû, îäíàêî, ðåêîìåíäîâàë íà÷èíàþùåìó îñíîâàòåëüíî
âíèêíóòü â ýòó òåîðèþ ïî êàêîìó-ëèáî ïðîôåññèîíàëüíîìó èçëîæåíèþ, íàïðè-
ìåð, [Jacobson2023].

Â èíòåðíåòå ëåãêî íàéòè òàêæå ìåíåå îáðàáîòàííûå, íî áîëåå ñîâðåìåííûå
èçëîæåíèÿ. Ñðåäè íèõ åñòü ïðåêðàñíûå; íå ïûòàþñü èõ íàçâàòü, ïîñêîëüêó
ñëóøàòåëè ìîãóò ïîäîáðàòü èõ (îäèí, íåñêîëüêî èëè ìíîãî) ïî âêóñàì.
2.1.2. Î òîïîëîãè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Èõ òîæå îãðîìíîå êîëè÷å-

ñòâî, è òîæå íå ïûòàþñü âûáðàòü. Îíè îòíîñÿòñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ k = C è
ñâÿçàíû ñ òîïîëîãè÷åñêèì àíàëèçîì íàêðûòèÿ

C5× /S5−→ C1[z]5;

ðåøàþùóþ ðîëü, êàê è â àëãåáðàè÷åñêîì ñëó÷àå, èãðàåò íåðàçðåøèìîñòü ãðóï-
ïû A5.

2.2. Êâèíòèêè â ôîðìå Áðèîøè

2.2.0. Ïðåîáðàçîâàíèå ×èðíãàóçà. Ñîãëàñíî [Ïðàñîëîâ2003], ñòð. 187,
ïðåîáðàçîâàíèå ×èðíãàóçà óðàâíåíèÿ

f = xn + c1x
n−1 + cn ≡ (x− x1) . . . (x− xn) = 0

îñóùåñòâëÿåòñÿ ëþáîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ϕ ∈ k(x) , çíàìåíàòåëü êîòî-

ðîé âçàèìíî ïðîñò ñ f . Ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå �
íà y� òîé æå ñòåïåíè

×èñëèòåëü
( n∏
i=1

(
y − ϕ(xi)

))
= 0.

Â íàøåì ñëó÷àå óäàñòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Φ ∈ k[x] .

2.2.1. Ãëàâíîå óðàâíåíèå. Òàê íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

x5 + c3x
2 + c4x+ c5 = 0.

Ïåðåõîä ê íåìó îò îáùåãî óðàâíåíèÿ ïÿòîé ñòåïåíè îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíèì èç
ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ×èðíãàóçà, íî è îí íàñòîëüêî ãðîìîçäîê, ÷òî, ïî-
âèäèìîìó, íåìûñëèì âðó÷íóþ â XXI âåêå.



5

Ôîðìóëû (ëåãêî ÏÐÎÂÅÐßÅÌÛÅ íà êîìïüþòåðå) ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,
â íåäàâíåé ëåãêî ÷èòàåìîé ðàáîòå [BARSAN2022], ñîäåðæàùåé ê òîìó æå èí-
òåðåñíûå ïðèìåðû óðàâíåíèé ïÿòîé ñòåïåíè ôèçè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ.

2.2.2. Ôîðìà Áðèîøè. Òàê íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå ïÿòîé ñòåïåíè, â êîòîðîå
íåèçâåñòíàÿ âõîäèò òîëüêî â íå÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ. Òðàäèöèîííàÿ íîðìèðîâêà
òàêîâà:

w5 + 10B3w3 + 45B2w +B2 = 0

Ïåðåõîä ê íåé îïèñàí â ðàáîòå [Bessels2006] íà ñòð. 48-50. Îäíàêî èçëîæå-
íèå â íåé òàêîâî, ÷òî ñëóøàòåëÿì, ñîáðàâøèìñÿ îâëàäåòü òåìîé, íàñòîÿòåëüíî
ðåêîìåíäóåòñÿ ñîçäàòü ñîáñòâåííûé ñîôò.

2.3. Èêîñàýäð

2.3.0. Èçîáðàæåíèå. Íå ïðåòåíäóÿ íè íà ìåòðè÷åñêóþ ïðàâèëüíîñòü, íè íà
ýñòåòèêó, îòîáðàçèì êîìáèíàòîðèêó.

2.3.1. Ãðóïïà èçîìåòðèé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòî � çíàêîïåðåìåííàÿ
ãðóïïà A5. Â ëåêöèè 3 áóäåò ïðèâåäåíà åù¼ îäíà ðåàëèçàöèÿ ýòîé ãðóïïû.

2.3.2. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Â ðåçóëüòàòå å¼ îñóùåñòâëåíèÿ
ïðè ïîìåùåíèè îäíîé èç âåðøèí â∞ âåðøèííûé ìíîãî÷ëåí V , ð¼áåðíûé ìíî-
ãî÷ëåí E (êîðíè êîòîðîãî � ñåðåäèíû ð¼áåð) è �ñòîëè÷íûé� ìíîãî÷ëåí (êîðíè
êîòîðîãî � öåíòðû ãðàíåé-òðåóãîëüíèêîâ) ïðèíèìàþò âèä

V := z(z10 + 11z5 − 1), (2.3.2a)

E := z30 + 522z25 − 10005(z20 + z10)− 522z5 + 1, (2.3.2b)

F = −z20 + 228z15 − 494z10 − 228z5 − 1. (2.3.2c)

Îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

F 3 = 1728V 5 − E2. (2.3.2d)

2.3.2. Âïèñàííûå îêòàýäðû è ðàñêðàñêà. Ñî âðåì¼í Êåïëåðà èçâåñòíî,
÷òî òàêèõ îêòàýäðîâ ñ âåðøèíàìè â öåíòðàõ ãðàíåé � ïÿòü. Èçîáðàçèòü äàæå
îäèí èç íèõ íåëåãêî.

Â ðàáîòå [Bessels2006] îêòàýäðàì ïðèñâàèâàþòñÿ öâåòà, è ð¼áðà èêîñàýäðà
ðàñêðàøèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ öâåòàìè ëåæàùèõ íà íèõ âïèñàííûõ îêòàýä-
ðîâ. Ðåçóëüòàò ïðåêðàñíî âèçóàëèçèðóåì:



6

2.3.3. Îêòàýäðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Âîñïîëüçóåìñÿ ñíîâà ñòåðåîãðàôè-
÷åñêîé ïðîåêöèåé. Ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íàÿ òî÷êà ñôåðû Ðèìàíà çàíÿòà âåðøè-
íîé, âñå ñåðåäèíû ð¼áåð ìîæíî ñ÷èòàòü êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Äëÿ êàæäîãî èç öâåòîâ i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ââåä¼ì ìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Oi ∈ Q[z]6

ñ êîðíÿìè â ñåðåäèíàõ ð¼áåð ñîîòâåòñòâóþùåãî öâåòà. Ýòè ìíîãî÷ëåíû ìû è
áóäåì íàçûâàòü îêòàýäðè÷åñêèìè.

Âûïîëíÿåòñÿ âàæíîå ñîîòíîøåíèå

5∏
i=1

(w −Oi) = w5 − 10V w3 + 45V 2w − E .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñõîäñòâî åãî ïðàâîé ÷àñòè ñ ôîðìîé Áðèîøè.

2.4. Äåòñêèå ðèñóíêè è ôóíêöèè Áåëîãî

2.4.0. Îáùèé îáçîð. Ñì., íàïðèìåð, [Shabat2018].

2.4.1. Ôóíêöèÿ Áåëîãî èêîñàýäðà. Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî
îáðàòíàÿ ê íåé (òî åñòü ôóíêöèÿ Áåëîãî äîäåêàýäðà) èìååò âèä

1

β
=
F 3

V 5
= 1728− E2

V 5
.

2.5. Ïðèìåíåíèå ê êâèíòèêàì

Íàäëåæàùèì îáðàçîì ïîíèìàåìîå ðåøåíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëàìè

xi = −V
2

E
Oi

ïðè i ∈ {1, . . . , 5}.
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