
Àííîòàöèÿ. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ïðÿìûõ, è ìû õîòèì íàéòè ÷èñëî (âñåõ èëè òîëüêî
îãðàíè÷åííûõ) îáëàñòåé, íà êîòîðûå îíè äåëÿò ïëîñêîñòü. Åñëè ýòè ïðÿìûå â îáùåì ïîëîæåíèè, òî îòâåò
íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Â îáùåì æå ñëó÷àå, êîãäà ÷åðåç íåêîòîðûå òî÷êè ïðîõîäèò ìíîãî ïðÿìûõ, îòâåò
äà¼ò ôîðìóëà Ðîáåðòñà (1889). Ïðàâäà, åñëè çàìåòíàÿ äîëÿ ïðÿìûõ ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó,
ôîðìóëà äàåò ðàçíîñòü äâóõ ñðàâíèìûõ ÷èñåë, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü å¼ íåäîñòàòêîì.

Ýòî � îòïðàâíàÿ òî÷êà áîëüøîãî ïóòè ïî êîíôèãóðàöèÿì ïðÿìûõ (è ãèïåðïëîñêîñòåé), êîòîðîìó ïî-
ñâÿù¼í êóðñ. Ìû îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîíôèãóðàöèè � è îáñóäèì åãî ñâÿçü ñ õðî-
ìàòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Òåîðåìà Ò. Çàñëàâñêîãî (1975) âûðàæàåò ÷èñëî îáëàñòåé, à òàêæå ÷èñëî
îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé, êàê çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷êàõ −1 è 1. Òàêàÿ ôîðìóëà
äëÿ ÷èñëà âñåõ êëåòîê ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíà � â íåé íåò âû÷èòàíèÿ, òîëüêî ñëîæåíèå. Ïîñëå òîãî, êàê
ôîðìóëà ñôîðìóëèðîâàíà, äîêàçàòü åå � íåñëîæíîå óïðàæíåíèå. Äðóãîé âîïðîñ � êàê äî ýòîé ôîðìóëû
èëè ïîäîáíûõ âåùåé ìîæíî äîãàäàòüñÿ. Ìû ïîïðîáóåì ïðåäëîæèòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ââåäÿ è ðàñ-
ñìàòðèâàÿ àëãåáðó Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà (ðàáîòà ýòèõ àâòîðîâ âûøëà â 1987); ðàçìåðíîñòè åå îäíîðîäíûõ
êîìïîíåíò ñîâïàäàþò, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ñ êîýôôèöèåíòàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Â öåëîì, ìû îáñóäèì îáùèå âîïðîñû, êîòîðûå èìåþò ñìûñë â ïðîñòðàíñòâàõ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåð-
íîñòè � â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î êîíôèãóðàöèÿõ ãèïåðïëîñêîñòåé � è êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò
àêòèâíûõ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé, íî ïðîèëëþñòðèðóåì èõ â äâóìåðíîé ñèòóàöèè, ãäå îñíîâíûå èäåè
ïðîñòû, íî âñå æå íåòðèâèàëüíû è èíòåðåñíû. Èíòåðåñíî òàêæå óâèäåòü, êàêèå èìåííî ãåîìåòðè÷åñêèå
ïðåäïîëîæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè, à êàêèå íåò. Íàïðèìåð, âìåñòî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü îêðóæíîñòè íà ñôåðå èëè íà òîðå. À ìîæíî äàæå çàìåíèòü ïðÿìûå êðèâûìè ëèíèÿìè,
íàëîæèâ íåêîòîðûå óñëîâèÿ íà èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

1. Êîíôèãóðàöèè ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè è ñôåðå

Êîíôèãóðàöèåé ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ ïðîñòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðÿ-
ìûõ. Ïðÿìûå êîôèãóðàöèè äåëÿò ïëîñêîñòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî îáëàñòåé, íåêîòîðûå èç
êîòîðûõ îãðàíè÷åííû, à íåêîòîðûå ïðîñòèðàþòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. Èíòåðåñíî, íàïðè-
ìåð, ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ýòèõ îáëàñòåé, â çàâèñèìîñòè îò êîíôèãóðàöèè. Åñëè êîíôèãóðàöèÿ
îáîçíà÷åíà ÷åðåç A, òî ìû áóäåì ïîíèìàòü ïîä

⋃
A îáúåäèíåíèå âñåõ ïðÿìûõ èç A. Äî-

ïîëíåíèå R2 \
⋃

A ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîãîóãîëüíûõ êóñêîâ, êîòîðûå
è íàçûâàþòñÿ îáëàñòÿìè. Åùå ó ýòèõ ìíîãîóãîëüíûõ êóñêîâ åñòü ñòîðîíû (=ãðàíè) è
âåðøèíû. Áóäåì ïèñàòü f0, f1, f2 äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâà âåðøèí, ðåáåð è îáëàñòåé
êîíôèãóðàöèè A, ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïûòàòüñÿ ïîñ÷èòàòü íå òîëüêî f2, òî åñòü ÷èñëî
îáëàñòåé, íî è ÷èñëà f1, f0. Ñì. ðèñ. 1.
Ðàçóìååòñÿ, ïîõîæàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò ñìûñë â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè �

ðå÷ü èäåò î êîíôèãóðàöèè ãèïåðïëîñêîñòåé, òî åñòü î êîíå÷íîì íàáîðå ãèïåðïëîñêîñòåé
â ïðîñòðàíñòâå Rd. Ïðî òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Rd ìîæíî äóìàòü êàê ïðî íàáîðû (x1, . . . , xd)
èç d êîîðäèíàò, à ïðî ãèïåðïëîñêîñòü â Rd � êàê ïðî ìíîæåñòâî òî÷åê, çàäàííîå îäíèì
óðàâíåíèåì íà êîîðäèíàòû âèäà

a1x1 + · · ·+ adxd = a0,

ãäå a0, . . . , ad � ôèêñèðîâàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì íå âñå êîýôôèöèåíòû a1,
. . . , ad ðàâíû íóëþ. Êàê è â ñëó÷àå ïðÿìûõ,

⋃
A îáîçíà÷àåò îáúåäèíåíèå âñåõ ãèïåðïëîñ-

êîñòåé èç A, à êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Rd \
⋃
A íàçûâàþòñÿ îáëàñòÿìè êîíôèãóðàöèè

A.1 ×èñëî îáëàñòåé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç fd (èëè ÷åðåç fd(A), åñëè êîíôèãóðàöèÿ A òðåáóåò
óòî÷íåíèÿ).
Äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Rk, àôôèííî âëîæåííîãî â Rd (òî åñòü ïðè äàííîì âëî-

æåíèè êàæäàÿ êîîðäèíàòà â Rd âûðàæàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ, íå îáÿçàòåëüíî îäíîðîäíàÿ,
ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò â Rk), îáîçíà÷èì ÷åðåç A|Rk êîíôèãóðàöèþ ãèïåðïëîñêîñòåé â Rk,
ñîñòîÿùóþ èç ãèïåðïëîñêîñòåé â Rk âèäà H ∩ Rk ïðè H ∈ A. Îáðàòèòå âíèìàíèå: åñëè
Rk öåëèêîì ëåæèò â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè H ∈ A, òî H ∩ Rk = Rk íå âõîäèò â A|Rk ,
ïîñêîëüêó ýòî ïåðåñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ â Rk. Ïëîñêîñòü êîíôèãóðàöèè

1Â ýòîì îïèñàíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïîíÿòèåì ¾êîìïîíåíòà¿. Ýòî îáùåå ïîíÿòèå èç òîïîëîãèè, êîòî-
ðîå â äàííîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü òàê: êîìïîíåíòîé ìíîæåñòâà Rd \

⋃
A íàçûâàåòñÿ

êëàññ ñëåäóþùåãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåòíîñòè: äâå òî÷êè èç Rd \
⋃

A ýêâèâàëåòíû, åñëè èõ ìîæíî ñîåäè-
íèòü îòðåçêîì, öåëèêîì ëåæàùèì â Rd \

⋃
A.

1
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Ðèñ. 1. Ïðèìåðû êîíôèãóðàöèé ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. Äëÿ ëåâîé êîíôè-
ãóðàöèè f -âåêòîð (f0, f1, f2) ðàâåí (6, 16, 11); ýòà êîíôèãóðàöèÿ íàõîäèòñÿ â
îáùåì ïîëîæåíèè. Ó ïðàâîé êîíôèãóðàöèè f -âåêòîð (7, 24, 18). fig:fvec

A � ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ïîäñåìåéñòâà êîíôèãóðàöèè A, òî åñòü
ìíîæåñòâî âèäà H1∩ · · · ∩Hk ïðè H1, . . . , Hk ∈ A. Âñå ïðîñòðàíñòâî Rd òîæå áóäåì, ÷èñòî
ôîðìàëüíî, ñ÷èòàòü ïëîñêîñòüþ êîíôèãóðàöèè. Êëåòêè êîíôèãóðàöèè A ðàçìåðíîñòè d
îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ äî

⋃
A, à êëåòêè ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé ìîæ-

íî îïðåäåëèòü ïî èíäóêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êîíôèãóðàöèé â
ðàçìåðíîñòè d− 1 êëåòêè âñåõ ðàçìåðíîñòåé óæå îïðåäåëåíû, òî k-êëåòêè êîíôèãóðàöèè
A â Rd ïðè k < d îïðåäåëÿþòñÿ êàê êëåòêè ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè â êàæäîé èç êîíôèãó-
ðàöèé âèäà A|L, ãäå L � ïëîñêîñòü êîíôèãóðàöèè A ðàçìåðíîñòè < d. ×åðåç fk = fk(A)
îáîçíà÷èì ÷èñëî âñåõ k-êëåòîê. Âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè f0, . . . , fd íàçûâàåòñÿ f -âåêòîðîì
äàííîé êîíôèãóðàöèè. Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èëè îöåíêè êîìïîíåíò f -âåêòîðà àêòóàëüíà â
ëþáîé ðàçìåðíîñòè d.

1.1. Âåðõíèå îöåíêè íà f-âåêòîð. Ïóñòü A � êîíôèãóðàöèÿ n ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè.
Êàêîâû ìàêñèìàëüíûå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ÷èñåë f0, f1, f2 â çàâèñèìîñòè îò n? Ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå f0 äîñòèãàåòñÿ, î÷åâèäíî, â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëþáûå äâå ïðÿìûå èç
A ïåðåñåêàþòñÿ, è ïðè ýòîì íèêàêèå òðè íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó. Ýòîò
ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ ñëó÷àåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ âåðøèí ó
êîíôèãóðàöèè A ñòîëüêî æå, ñêîëüêî âñåâîçìîæíûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ïðÿìûõ, òî
åñòü

(
n
2

)
:= n(n−1)

2
. Èòàê, f0 ⩽

(
n
2

)
, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå îáùåãî

ïîëîæåíèÿ.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ L ∈ A ïåðåñåêàåòñÿ ìàêñèìóì ñ n−1 èç îñòàâøèõñÿ

ïðÿìûõ, è îáðàçóþùèåñÿ òàêèì îáðàçîì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿò ïðÿìóþ L íà ìàêñèìóì
n ÷àñòåé. Ïîñêîëüêó âñåãî ïðÿìûõ n, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî f1 ⩽ n2. Îïÿòü, ðàâåíñòâî â
ýòîì íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
×òîáû ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó íà f2, ïîñìîòðèì, êàê ñâÿçàíû ÷èñëà f2 äëÿ êîíôè-

ãóðàöèé A è A∗ := A ∪ {L}, ãäå L � ïðÿìàÿ, íå ïðèíàäëåæàùàÿ êîíôèãóðàöèè A. Ìû
áóäåì çàïèñûâàòü ýòè ÷èñëà êàê f2(A) è f2(A∗), ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò êîí-
ôèãóðàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ñîñòîèò èç n ïðÿìûõ. Òîãäà ïðÿìàÿ L äåëèòñÿ ýòèìè
ïðÿìûìè íà íå áîëåå ÷åì n + 1 ÷àñòåé, áóäåì íàçûâàòü ýòè ÷àñòè çâåíüÿìè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïðÿìàÿ L äåëèò íåêîòîðûå îáëàñòè êîíôèãóðàöèè A íà ÷àñòè; ïðè÷åì êàæäàÿ
îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ ðîâíî íà äâå ÷àñòè, åñëè âîîáùå ðàçáèâàåòñÿ. Åñëè îáëàñòü ðàçáè-
âàåòñÿ ïðÿìîé L, òî ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé L ñ ýòîé îáëàñòüþ � ýòî îäíî èç óïîìÿíóòûõ
çâåíüåâ ïðÿìîé L. Èòàê, ïðè ïåðåõîäå îò A ê A∗ ÷èñëî îáëàñòåé óâåëè÷èòñÿ â òî÷íîñòè íà
÷èñëî çâåíüåâ â ïðÿìîé L. Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî f2(A∗) ⩽ f2(A) + n + 1, ïðè÷åì
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Åñëè ÷åðåç f2(n) îáîçíà÷èòü ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî îáëàñòåé, íà êîòîðûå n ïðÿìûå ìîãóò äåëèòü ïëîñêîñòü, òî ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî f2(n+1) = f2(n) + n+1, è ÷òî f2(n) äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òàê êàê
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f2(1) = 2, ïîëó÷àåì

f2(n) = 2 + 2 + 3 + · · ·+ n =

(
n+ 1

2

)
+ 1, ∀n ⩾ 2.

Ïîäâîäÿ èòîãè ïðèâåäåííûì âûøå ðàññóæäåíèÿì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.

Òåîðåìà. Äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî n ⩾ 1 âñå êîìïîíåíòû f -âåêòîðà êîíôèãóðàöèè
èç n ïðÿìûõ äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, è ýòè
ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû

f0 =

(
n

2

)
, f1 = n2, f2 =

(
n+ 1

2

)
+ 1.

Èíòåðåñíî òàêæå îöåíèòü êîìïîíåíòû f b
k îãðàíè÷åííîãî f -âåêòîðà. Ïî îïðåäåëåíèþ, f b

k

� ýòî ÷èñëî îãðàíè÷åííûõ k-êëåòîê ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè. Î÷åâèäíî, f b
0 = f0

� íå áûâàåò íåîãðàíè÷åííûõ âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà ñâåðõó íà f b
0 � òà æå ñàìàÿ,

÷òî óæå áûëà ïîëó÷åíà âûøå äëÿ f0, è îíà ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî â òî÷íîñòè â ñëó÷àå
îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëà f b

1 , êàê ëåãêî âèäåòü, òîæå ðåàëèçóåòñÿ
â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, è îíî ðàâíî n(n − 2) (êàæäàÿ ïðÿìàÿ äåëèòñÿ îñòàëüíûìè
ïðÿìûìè ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè íà çâåíüÿ, èç êîòîðûõ n − 2 îãðàíè÷åííûõ).
Íàêîíåö, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû f b

2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè òàê æå, êàê è äëÿ f2. À âî-âòîðûõ, ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî ìàêñèìóì îïÿòü ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ïðè ñëó÷àéíîì
øåâåëåíèè ïðÿìûõ ÷èñëî îáëàñòåé íå ìîæåò óìåíüøèòüñÿ), à â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
ïîñ÷èòàòü ÷èñëî íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé. Åñëè îòîéòè î÷åíü-î÷åíü äàëåêî è ïîñìîòðåòü
èçäàëåêà íà êîíôèãóðàöèþ, òî ìû íå ðàçãëÿäèì íèêàêèõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé � îíè
âñå âèçóàëüíî ñîëüþòñÿ â îäíó òî÷êó. Óâèäèì ìû òîëüêî n ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó
òî÷êó, è 2n ñåêòîðîâ, íà êîòîðûå ýòè ïðÿìûå äåëÿò ïëîñêîñòü. Êàæäûé èõ ýòèõ ñåêòîðîâ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé (âèä èçäàëåêà, ïðè êîòîðîì íå âèäíî
îãðàíè÷åííûõ ðåáåð, â ÷àñòíîñòè, íå âèäíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
ìîæåò è íå áûòü ñåêòîðîì). Èòàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå f b

2 , äîñòàòî÷íî
èç ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ f2 âû÷åñòü 2n:

max f b
2 =

(
n+ 1

2

)
+ 1− 2n =

(
n− 1

2

)
Ñì. ðèñ. 2. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðåçþìèðóåò ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî n ⩾ 1 âñå ÷èñëà f b
k (k = 0, 1, 2) êîíôèãóðàöèè

èç n ïðÿìûõ äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, è ýòè
ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû

f b
0(n) =

(
n

2

)
, f b

1(n) = n(n− 2), f b
2(n) =

(
n− 1

2

)
.

Åñëè êîíôèãóðàöèÿ A íå íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, òî âñå ðàâíî èíòåðåñíî çíàòü
÷èñëà f0, f1, f2; òîëüêî òåïåðü ýòè ÷èñëà çàâèñÿò íå òîëüêî îò n.

Çàìå÷àíèå (Âîçìîæíûå ïàðû (n, f2)). Ìîæíî ïîñòàâèòü òàêóþ çàäà÷ó: íà ñêîëüêî ÷àñòåé
ìîãóò n ïðÿìûõ äåëèòü ïëîñêîñòü? Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ äàííîãî ÷èñëà n, êàêîâî ìíîæåñòâî
âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé f2? Âûøå ìû íàøëè ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ñà-
ìîå ìàëåíüêîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ðàâíî n + 1; îíî äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå
ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëåäóþùåå çíà÷åíèå f2, êîòîðîå ìîæíî ðåàëè-
çîâàòü êîíôèãóðàöèåé èç n ïðÿìûõ, ðàâíî 2n, òî åñòü â èíòåðâàëå ìåæäó n + 1 è 2n
íè îäíî çíà÷åíèå íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî êàê f2. Ýòî ïåðâàÿ ëàêóíà. Ïðè áîëüøèõ
n âîçíèêàþò è äðóãèå ëàêóíû � âòîðàÿ, òðåòüÿ è ò.ä. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ ëàêóí
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Ðèñ. 2. Êîíôèãóðàöèÿ èç 4 ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ îïðåäåëÿåò f b
2(4) = 3

îãðàíè÷åííûå îáëàñòè. fig:fb

ïîëó÷åíû â [7]. Âëàäèìèð Èãîðåâè÷ Àðíîëüä ðàññêàçûâàë ïðî äàííóþ çàäà÷ó íà ëåòíåé
øêîëå ¾Ñîâðåìåííàÿ Ìàòåìàòèêà¿ â 2007 ãîäó, åãî ëåêöèÿ áûëà îïóáëèêîâàíà â [1].

ss:Eul
1.2. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà. Âûðàæåíèå f0 − f1 + f2 íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàê-
òåðèñòèêîé êîíôèãóðàöèè. Êàê íåòðóäíî âèäåòü èç ðåçóëüòàòîâ ïîäñ÷åòà, ïðîâåäåííî-
ãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà âîîáùå
íå çàâèñèò îò êîíôèãóðàöèè, è äàæå íå çàâèñèò îò ÷èñëà ïðÿìûõ. Îíà âñåãäà ðàâíà 1.
Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåé òåîðåìû, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà åñòü
ó ïëîñêîñòè êàê ó òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à ñ÷èòàòü åå ìîæíî ïî ïðîèçâîëüíî-
ìó ðàçáèåíèþ, â ÷àñòíîñòè, ïî ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè ïðÿìûõ � ðåçóëüòàò ýòîãî
âû÷èñëåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçáèåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
ñëóæèò òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Ìû ìîæåì ïðîâåðèòü èíâàðèàíòíîñòü ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ñëó÷àÿ êîíôèãóðàöèé ïðîèçâîëüíîãî âèäà, íå îáÿçàòåëüíî îáùåãî
ïîëîæåíèÿ; ýòî áóäåò ïðîäåëàíî íèæå.
Ðàññìîòðèì çíàêîïåðåìåííóþ ñóììó f b

0 − f b
1 + f b

2 òîëüêî ïî îãðàíè÷åííûì êëåòêàì ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñåë f b

k ,
k = 0, 1, 2, è íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî ýòà çíàêîïåðåìåí-
íàÿ ñóììà òîæå ðàâíà åäèíèöå. Òîïîëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ôàêòà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ìû ïîñ÷èòàëè ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ìíîãîóãîëüíèêà, ïîëó÷åííîãî êàê îáú-
åäèíåíèå âñåõ îãðàíè÷åííûõ êëåòîê (âñåõ ðàçìåðíîñòåé). Ýòî îãðàíè÷åííûé çàìêíóòûé
ìíîãîóãîëüíèê, êîòîðûé íå îáÿçàí áûòü âûïóêëûì (ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà îí íåâû-
ïóêëûé!), íî ó êîòîðîãî íåò äûðîê. Îòñóòñòâèå äûðîê î÷åâèäíî � äûðêè îãðàíè÷åííîãî
ìíîãîóãîëüíèêà íå ìîãóò áûòü íåîãðàíè÷åííûìè. Ìîæíî îòñþäà âûâåñòè (õîòÿ ôîðìàëü-
íîå ðàññóæäåíèå ïîòðåáóåò íåêîòîðîãî ìåñòà è íåêîòîðîé èçîáðåòàòåëüíîñòè), ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ìíîãîóãîëüíèê èìååò òîò æå òîïîëîãè÷åñêèé òèï, ÷òî è ëþáîé âûïóêëûé
ìíîãîóãîëüíèê, òî åñòü ÷òî è çàìêíóòûé äèñê. Ïîýòîìó ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà äîëæíà
áûòü ðàâíà åäèíèöå. Èòàê, äëÿ êîíôèãóðàöèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

f0 − f1 + f2 = f b
0 − f b

1 + f b
2 = 1.

Òåîðåìà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè A ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè âûïîëíåíî ñîîòíî-
øåíèå f0 − f1 + f2 = 1, èçâåñòíîå êàê ôîðìóëà Ýéëåðà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå ïðîâåðèëè ôîðìóëó Ýéëåðà â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òå-
ïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîíôèãóðàöèþ A. ×óòü-÷óòü ïîøåâåëèì âñå ïðÿìûå äàí-
íîé êîíôèãóðàöèè, òî åñòü êàæäóþ ïðÿìóþ íåìíîãî ïîâåðíåì îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíî
âûáðàííîãî öåíòðà, íå ïîïàäàþùåãî â âåðøèíó êîíôèãóðàöèè A. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî
øåâåëåíèÿ ïîëó÷èì íîâóþ êîíôèãóðàöèþ, íà ýòîò ðàç îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îñòàåòñÿ ïðî-
ñëåäèòü, ÷òî ïðîèçîéäåò ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé.
Åñëè A íå íàõîäèëàñü â îáùåì ïîëîæåíèè, òî ýòî çíà÷èò îäíî èç äâóõ. Ëèáî áîëåå òðåõ

ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè ñîøëèñü â îäíîé òî÷êå, ëèáî åñòü õîòÿ áû ïàðà ïðÿìûõ, ïàðàë-
ëåëüíûõ äðóã äðóãó. Â ïåðâîì ñëó÷àå νa > 2, ãäå a � íåêîòîðàÿ âåðøèíà êîíôèãóðàöèè, à
νa îçíà÷àåò ÷èñëî ïðÿìûõ èç A, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíó a. À âî âòîðîì ñëó÷àå λb > 1,
ãäå b � íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå (=êëàññ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ), à λb � ÷èñëî ïðÿìûõ èç
A, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýòî íàïðàâëåíèå.
Ïðè ìàëîì øåâåëåíèè êàæäàÿ âåðøèíà a ñî ñâîéñòâîì νa > 2 ïîðîæäàåò íåñêîëüêî ìà-

ëåíüêèõ îáëàñòåé, ëåæàùèõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Êîíå÷íî, âîçíèêàþò íå òîëüêî íîâûå
îáëàñòè, íî è íîâûå îãðàíè÷åííûå êëåòêè âñåõ ðàçìåðíîñòåé. ×òîáû ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî
êëåòîê êàæäîé ðàçìåðíîñòè âîçíèêíåò âáëèçè òî÷êè a, íóæíî çàáûòü ïðî âñå îñòàëüíûå
ïðÿìûå, íå ïðîõîäèâøèå ÷åðåç a (ýòè ïðÿìûå äàëåêî, è â ôîðìèðîâàíèè ðàññìàòðèâàå-
ìûõ êëåòîê íå ó÷àñòâóþò). Ìîæíî òåïåðü ïðåäñòàâèòü ñåáå òàêóþ êàðòèíó: νa ïðÿìûõ,
èçíà÷àëüíî ïðîõîäèâøèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, òåïåðü ïåðåøëè â îáùåå ïîëîæåíèå. Ñêîëüêî
ïîëó÷èòñÿ îãðàíè÷åííûõ êëåòîê êàæäîé ðàçìåðíîñòè, ìû óæå ïîñ÷èòàëè. Âëèÿíèå ýòèõ
íîâûõ êëåòîê íà ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ñîñòîèò âîò â ÷åì: ðàíüøå áûëà òîëüêî îä-
íà òî÷êà a, äàâàâøàÿ âêëàä 1, à ïîòîì ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî îãðàíè÷åííûõ êëåòîê, íî
ïîñ÷èòàííàÿ ïî íèì ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñíîâà ðàâíà 1 (ñì. âûøå):

f b
0(νa)− f b

1(νa) + f b
2(νa) = 1.

Çäåñü, êàê è ðàíüøå, f b
k(n) îáîçíà÷àåò ÷èñëî îãðàíè÷åííûõ k-êëåòîê â êîíôèãóðàöèè îá-

ùåãî ïîëîæåíèÿ èç n ïðÿìûõ. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íå
ïîìåíÿëàñü.
Îñòàëîñü ïîñìîòðåòü, íå ïîâëèÿåò ëè íà çíà÷åíèå ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè òî, ÷òî

äàííîå íàïðàâëåíèå b, òàêîå, ÷òî λb > 1, ðàçðóøèòñÿ. Êàê è ðàíüøå, ìîæíî ïðîèãíîðèðî-
âàòü âñå ïðÿìûå, íàïðàâëåíèÿ êîòîðûõ äî øåâåëåíèÿ íå ñîâïàäàëè ñ b � ýòè ïðÿìûå íèêàê
íå âëèÿþò íà âîçíèêíîâåíèå íîâûõ êëåòîê çà ñ÷åò ðàçðóøåíèÿ íàïðàâëåíèÿ b. Ïðÿìûå,
ðàíåå ïàðàëëåëüíûå äðóã äðóãó è ïðåäñòàâëÿâøèå íàïðàâëåíèå b, òåïåðü íà÷àëè ïåðåñå-
êàòüñÿ, íî ãäå-òî âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òàêóþ
ñèòóàöèþ: áûëî λb > 1 ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, à ïîëó÷èëîñü ñòîëüêî æå ïðÿìûõ îáùå-
ãî ïîëîæåíèÿ; êàêèì îáðàçîì ïîìåíÿëàñü ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà? Ñ îäíîé ñòîðîíû, ê
fk äîáàâèëîñü f b

k(λb) çà ñ÷åò âîçíèêøèõ îãðàíè÷åííûõ êëåòîê. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, âìå-
ñòî λb + 1 íåîãðàíè÷åííûõ 2-êëåòîê, êîòîðûå ìû âèäåëè â êîíôèãóðàöèè èç λb ïðÿìûõ,
ïîÿâèëîñü 2λb íåîãðàíè÷åííûõ 2-êëåòîê. Åùå, âìåñòî λb íåîãðàíè÷åííûõ 1-êëåòîê, âîç-
íèêëî 2λb íåîãðàíè÷åííûõ 1-êëåòîê. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà â öåëîì ïîìåíÿëàñü (çà
ñ÷åò íàïðàâëåíèÿ b) íà âåëè÷èíó

f b
0(λb)− f b

1(λb) + f b
2(λb)− λb − 1 + 2λb + λb − 2λb = 0.

Çíà÷èò, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà âîîáùå íå ïîìåíÿëàñü, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. □

Ðàññóæäåíèå, äîêàçûâàþùåå ôîðìóëó Ýéëåðà, ñëåãêà îñëîæíÿåòñÿ îäíèì îáñòîÿòåëü-
ñòâîì. À èìåííî, øåâåëåíèå íåëüÿ ïðîâåñòè ëîêàëüíî âáëèçè îäíîé êîíêðåòíîé òî÷êè.
Äîïóñòèì, ÷òî a � êðàòíàÿ âåðøèíà êîíôèãóðàöèè, òî åñòü òàêàÿ âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé
νa > 2. Ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âåðøèíà a ðàñïàëàñü íà ïðîñòûå âåðøèíû (ò.å. òàêèå,
÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò ðîâíî ïî äâå ïðÿìûå êîíôèãóðàöèè), ïîøåâåëèâ ïðÿìûå, ïðîõî-
äÿùèå ÷åðåç a. Îäíàêî ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ñäåëàòü ëîêàëüíî, òî åñòü òàê, ÷òîáû
íå ðàñïàëèñü è äðóãèå êðàòíûå âåðøèíû, ëåæàâøèå íà ïðÿìûõ, êîòîðûå ïîäâåðãàþòñÿ
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Ðèñ. 3. Ñëåâà: êîíôèãóðàöèÿ Ïàïïà (íà ðèñóíêå îòìå÷åíû íåêîòîðûå âàæ-
íûå, õîòÿ è íå âñå, âåðøèíû ýòîé êîíôèãóðàöèè). Ñïðàâà: êîíôèãóðà-
öèÿ ïñåâäîïðÿìûõ, ïîëó÷åííàÿ ¾ëîêàëüíîé¿ äåôîðìàöèåé èç êîíôèãóðàöèè
Ïàïïà. Ýòà êîíôèãóðàöèÿ íå ðåàëèçóåòñÿ íàñòîÿùèìè ïðÿìûìè íè íàä êà-
êèì ïîëåì, íî âñå íàøè óòâåðæäåíèÿ ïðî f -âåêòîð ê íåé ïðèìåíèìû. fig:papp

øåâåëåíèþ. Ðàñïàäåíèå êðàòíûõ âåðøèí è êðàòíûõ íàïðàâëåíèé ïðîèñõîäèò, âîîáùå ãî-
âîðÿ, îäíîâðåìåííî. Âïðî÷åì, ìîæíî ïðîñëåäèòü çà òåìè êëåòêàìè, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ
ïðè ðàñïàäåíèè êàæäîãî êîíêðåòíîãî ýëåìåíòà. Íàïðèìåð, åñëè ðàñïàëàñü êðàòíàÿ âåð-
øèíà a, òî íîâûå êëåòêè îáðàçîâàëèñü âáëèçè a, íî äàëåêî îò äðóãèõ âåðøèí è äàëåêî îò
áåñêîíå÷íîñòè. À åñëè ðàñïàëîñü êðàòíîå íàïðàâëåíèå b, òî îáðàçîâàëèñü íîâûå êëåòêè
îêîëî áåñêîíå÷íîñòè â íàïðàâëåíèè b, à ýòî äàëåêî êàê îò âñåõ âåðøèí, òàê è îò òî÷åê
âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè ïî äðóãèì íàïðàâëåíèÿì.

Çàìå÷àíèå. Èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü êîíôèãóðàöèè áîëåå îáùåãî âèäà. Íàïðèìåð,
âìåñòî ïðÿìûõ ìîæíî âçÿòü ïðîñòûå êðèâûå íà ïëîñêîñòè, óõîäÿùèå îáåèìè êîíöàìè íà
áåñêîíå÷íîñòü. Áóäåì íàçûâàòü êîíôèãóðàöèþ òàêèõ êðèâûõ êîíôèãóðàöèåé ïñåâäîïðÿ-
ìûõ, à ñàìè êðèâûå � ïñåâäîïðÿìûìè, åñëè ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ïñåâäîïðÿìûå ïåðå-
ñåêàþòñÿ ìàêñèìóì ïî îäíîé òî÷êå, à îòíîøåíèå ¾íå èìåòü îáùèõ òî÷åê èëè ñîâïàäàòü¿
ÿâëÿåòñÿ íà äàííîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ïñåâäîïðÿìûõ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Âñå
äîêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà êîíôèãóðàöèé ïðÿìûõ ïåðåíîñÿòñÿ äîñëîâíî íà ïñåâäîïðÿìûå,
ïðè ýòîì íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ äàæå óïðîùàþòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôîð-
ìóëû Ýéëåðà äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè ëîêàëüíûå ìîäèôèêàöèè ïñåâäîïðÿìûõ, ìåíÿÿ èõ
òîëüêî â ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè êðàòíîé âåðøèíû, ñì. ðèñ. 3.

Àíàëîã ôîðìóëû Ýéëåðà äëÿ îãðàíè÷åííîãî f -âåêòîðà òàêæå èìååò ìåñòî.

Òåîðåìà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè (ïñåâäî)ïðÿìûõ âûïîëíåíî òîæäåñòâî f b
0 −

f b
1 + f b

2 = 1. Ýòî ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ îãðàíè÷åííîãî f -âåêòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðîâåäåííîìó âûøå, è ïîýòîìó ìû íå áóäåì åãî ïðèâîäèòü.
Îòìåòèì, îäíàêî, òîïîëîãè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííîé ôîðìóëû. Ëåâàÿ ÷àñòü ôîð-
ìóëû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó îáúåäèíåíèÿ âñåõ îãðàíè÷åííûõ êëå-
òîê êîíôèãóðàöèè. Ýòî îáúåäèíåíèå ìîæåò íå áûòü âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì, íî îíî
îáÿçàíî èìåòü òîò æå òîïîëîãè÷åñêèé òèï. Èíà÷å ãîâîðÿ, â îáúåäèíåíèè îãðàíè÷åííûõ
êëåòîê íå ìîæåò áûòü ¾äûðîê¿ � ÷òî èíòóèòèâíî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó âñÿêàÿ äûðêà
áûëà áû îãðàíè÷åííîé êëåòêîé, è åå íàäî áûëî áû äîáàâèòü.

1.3. Ôîðìóëà Ðîáåðòñà (1889). Ôîðìóëà Ðîáåðòñà 1889 ãîäà ïîçâîëÿåò ïîñ÷èòàòü f -
âåêòîð êîíôèãóðàöèè ïðÿìûõ, íå íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì
ñëó÷àå ìû íå ñìîæåì âûðàçèòü âñå êîìïîíåíòû f -âåêòîðà òîëüêî ÷åðåç ÷èñëî n, òî åñòü
÷åðåç ÷èñëî ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè. Íàì íóæíî çíàòü åùå ðÿä ÷èñåë, à èìåííî, êðàòíîñòè
νa è λb, êîòîðûå íàì óæå âñòðåòèëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû Ýéëåðà. Âñïîìíèì,
÷òî νa � ýòî ïîðÿäîê âåðøèíû a, òî åñòü ÷èñëî ïðÿìûõ äàííîé êîíôèãóðàöèè, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç a, à ÷èñëî λb ñ÷èòàåò êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ b, òî åñòü â äàííîì
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êëàññå b ïî îòíîøåíèþ ïàðàëëåëüíîñòè (îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, îòíîñèòåëüíî êî-
òîðîãî äâå ïðÿìûå ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò). Âîò ôîðìóëà
Ðîáåðòñà:

f2 = 1 +

(
n+ 1

2

)
−

∑
a

(
νa − 1

2

)
−
∑
b

(
λb

2

)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü âûïèñàííîé ôîðìóëû âûãëÿäèò êàê f2(n) ìèíóñ ïîïðàâêà, ãäå f2(n) �
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëà f2, ðåàëèçóþùååñÿ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ýòî ÷èñëî
çàâèñèò òîëüêî îò n). À ïîïðàâêà ó÷èòûâàåò òîò ôàêò, ÷òî äàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìîæåò íå
íàõîäèòüñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Ýòà ïîïðàâêà âñåãäà îòðèöàòåëüíà èëè (â ñëó÷àå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ) ðàâíà íóëþ. Ñìûñë ïîïðàâêè âîò â ÷åì: êîãäà ìû ïðèâåäåì êîíôèãóðàöèþ
â îáùåå ïîëîæåíèå, ñëåãêà ïîøåâåëèâ âñå ïðÿìûå, âîçíèêíåò îïðåäåëåííîå ÷èñëî íîâûõ
êëåòîê. ×èñëî íîâûõ êëåòîê è åñòü ïîïðàâêà, â ÷åì ìû ñåé÷àñ óáåäèìñÿ.
Ðàññìîòðèì âåðøèíó a íàøåé êîíôèãóðàöèè, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ νa > 1 ïðÿìûõ. Ïîñëå

ïðèâåäåíèÿ â îáùåå ïîëîæåíèå, íà ìåñòå âåðøèíû a âîçíèêíåò f b
2(νa) =

(
νa−1
2

)
îãðàíè÷åí-

íûõ îáëàñòåé. Òåì ñàìûì îáúÿñíÿåòñÿ ïåðâàÿ ñóììà, ôèãóðèðóþùàÿ â ïîïðàâêå. Îñòàëîñü
ðàññìîòðåòü íàïðàâëåíèå b, òàêîå, ÷òî λb > 1. Â ðåçóëüòàòå ïðèâåäåíèÿ êîíôèãóðàöèè â
îáùåå ïîëîæåíèå ïîÿâèòñÿ f b

2(λb) íîâûõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé è åùå λb−1 íîâûõ íåîãðà-
íè÷åííûõ îáëàñòåé (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ýéëåðà èç ðàçäåëà 1.2). Èòîãî, çà ñ÷åò
ðàçðóøåíèÿ íàïðàâëåíèÿ b äîáàâèòñÿ

(
λb−1
2

)
+λb − 1 =

(
λb

2

)
êëåòîê. Ýòî îáúÿñíÿåò âòîðóþ

ñóììó â ïîïðàâêå. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ñëàãàåìîå â ïîïðàâêå ïîëó÷èëî îáúÿñíåíèå
êàê ÷èñëî êëåòîê, îáðàçîâàâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèâåäåíèÿ êîíôèãóðàöèè â îáùåå ïîëî-
æåíèå, ëèáî çà ñ÷åò ðàçðóøåíèÿ êðàòíîé âåðøèíû, ëèáî çà ñ÷åò ðàçðóøåíèÿ êðàòíîãî
íàïðàâëåíèÿ. Ôîðìóëà Ðîáåðòñà òåì ñàìûì äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî çàìåíèòü, ÷òî ãðóïïû èç νa ïåðåñåêàþùèõñÿ â îáùåé òî÷êå ïðÿìûõ è
ãðóïïû èç λb ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó ïðÿìûõ èãðàþò ïîõîæèå ðîëè â ôîðìóëå Ðîáåðòñà.
Õî÷åòñÿ ñêàçàòü, ÷òî ýòè λb ïðÿìûõ ¾ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå íà áåñêîíå÷íîñòè¿. Òåì
íå ìåíåå, íà îáû÷íîé, òàê íàçûâàåìîé àôôèííîé, ïëîñêîñòè, íèêàêèõ áåñêîíå÷íî óäàëåí-
íûõ òî÷åê íåò, è äâà ñëó÷àÿ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî. Ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ
ïðè ïåðåõîäå îò àôôèííîé ïëîñêîñòè ê ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ìîæíî ïîëó÷èòü ïðî-
åêòèâíóþ ïëîñêîñòü èç àôôèííîé ïëîñêîñòè äîáàâëåíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà òî÷åê,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé íà áåñêîíå÷íîñòè. Âñÿêàÿ ïðÿìàÿ áóäåò ïåðåñåêàòü ïðÿìóþ
íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå áóäóò ïðîõîäèòü ÷åðåç îäíó è òó æå áåñ-
êîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ, òî åñòü ãåîìåòðèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêî-
ñòè, îêàçûâàåòñÿ â íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ ïðîùå àôôèííîé ãåîìåòðèè. Íàïðèìåð, ëþáûå
äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Êðî-
ìå òîãî, âñå ïðÿìûå âûãëÿäÿò îäèíàêîâî, è â ýòîì ñìûñëå áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ ïðÿìàÿ
íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ ïðÿìûõ. Ëþáóþ ïðÿìóþ ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþáóþ
äðóãóþ ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèåì, ïåðåâîäÿùèì ïðÿìûå
â ïðÿìûå. Ôîðìóëà Ðîáåðòñà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè óïðîùàåòñÿ � â íåé îñòàíóòñÿ
òîëüêî ÷ëåíû ñ νa, ïðàâäà, íóæíî áóäåò ðàññìàòðèâàòü â òîì ÷èñëå è òå âåðøèíû êîíôè-
ãóðàöèè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ïðÿìóþ).

ss:Sarr
1.4. Êîíôèãóðàöèè íà ñôåðå. Äâóìåðíàÿ ñôåðà S2 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â òðåõìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ x2 + y2 + z2. Ïëîñêîñòü R2 ñ êîîðäèíàòàìè x, y ìîæíî
âëîæèòü â R3 êàê ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà (x, y,−1), òî åñòü êàê ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü,
çàäàííóþ óðàâíåíèåì z = −1. Ýòà ïëîñêîñòü êàñàåòñÿ ñôåðû S2 â åå þæíîì ïîëþñå
(0, 0,−1).
Êîíôèãóðàöèÿ áîëüøèõ îêðóæíîñòåé íà ñôåðå S2 � ýòî ïðîñòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

áîëüøèõ îêðóæíîñòåé, òî åñòü òàêèõ îêðóæíîñòåé íà ñôåðå, öåíòð êîòîðûõ ñîâïàäàåò
ñ öåíòðîì ñôåðû, ñì. ðèñ. 4. Èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó êîíôèãóðàöèÿìè íà ñôåðå è
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Ðèñ. 4. Êîíôèãóðàöèÿ áîëüøèõ îêðóæíîñòåé íà ñôåðå. fig:sph

êîíôèãóðàöèÿìè íà ïëîñêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîé êîíôèãóðàöèè A ïðÿìûõ íà ïëîñ-
êîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíôèãóðàöèþ AS íà ñôåðå S2, ïðè ïîìîùè
öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè. À èìåííî, ðåàëèçóåì ïëîñêîñòü R2 êàê îïèñàíî âûøå, òî åñòü áóäåì
ñ÷èòàòü åå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê S2 â þæíîì ïîëþñå. Êàæäîé ïðÿìîé L ⊂ R2 ìîæíî
ñîïîñòàâèòü ïëîñêîñòü PL, ïðîõîäÿþùóþ ÷åðåç L è ÷åðåç òî÷êó (0, 0, 0), ò.å. ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò â R3, à ïî ñîâìåñòèòåëüñòâó öåíòð ñôåðû S2. Ïåðåñå÷åíèå PL∩S2 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áîëüøóþ îêðóæíîñòü íà ñôåðå, à åñëè L ïðîáåãàåò âñå ïðÿìûå èç A, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå áîëüøèå îêðóæíîñòè PL∩S2 îáðàçóþò íåêîòîðóþ ñôåðè÷åñêóþ êîíôèãóðàöèþ
AS. Î÷åâèäíî, ëþáàÿ ñôåðè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ, íå ñîäåðæàùàÿ ýêâàòîðà, ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà êàê AS äëÿ ïîäõîäÿùåé êîíôèãóðàöèè ïðÿìûõ A. Åñëè êîíôèãóðàöèÿ íà ñôåðå
ñîäåðæèò ýêâàòîð, òî ýòî íåïðèÿòíîå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî èñïðàâèòü íåçíà÷èòåëüíûì
âðàùåíèåì ñôåðû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé (íåâåðòèêàëüíîé) îñè.
ÊîíôèãóðàöèÿAS äåëèò ñôåðó íà fS

2 îáëàñòåé, fS
1 äóã è fS

0 òî÷åê. Íàáîð ÷èñåë (fS
0 , f

S
1 , f

S
2 )

íàçûâàåòñÿ f -âåêòîðîì ñôåðè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè AS. Îáñóäèì ñâÿçü ìåæäó ýòèì ñôå-
ðè÷åñêèì f -âåêòîðîì è f -âåêòîðîì èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè ïðÿìûõ A.

Ïðåäëîæåíèå. Êîìïîíåíòû f -âåêòîðà ñôåðè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè AS âûðàæàþòñÿ ôîð-
ìóëàìè

fS
2 = f2 + f b

2 , fS
1 = f1 + f b

1 , fS
0 = f0 + f b

0 = 2f0,

èëè, â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, fS = f + f b.

Çäåñü f b � ýòî îãðàíè÷åííûé f -âåêòîð, à f � ïðîñòî f -âåêòîð êîíôèãóðàöèè A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì, íàïðèìåð, ÷èñëî fS

2 îáëàñòåé ñôåðè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè.
Îãðàíè÷åííîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè (èìååòñÿ â âèäó îáëàñòü êîíôèãóðàöèè A) ñîîòâåò-
ñòâóåò äâå îáëàñòè íà ñôåðå � ýòè äâå îáëàñòè àíòèïîäàëüíû äðóã äðóãó. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ïðîåöèðóÿ íà ñôåðó íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü, ìû ïîëó÷àåì íå ñôåðè÷åñêóþ îáëàñòü
öåëèêîì, à òîëüêî åå ÷àñòü, äîõîäÿùóþ äî ýêâàòîðà. Âòîðóþ ÷àñòü òîé æå ñôåðè÷åñêîé
îáëàñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîåöèðóÿ äðóãóþ íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè. Äâå
ïëîñêèå îáëàñòè D±, ÷üè ïðîåêöèè îáðàçóþò äâå ðàçäåëåííûå ýêâàòîðîì ÷àñòè îäíîé è
òîé æå ñôåðè÷åñêîé îáëàñòè, ¾ïðîòèâîïîëîæíû¿ äðóã äðóãó â ñëåäóþùåì ñìûñëå: íåîãðà-
íè÷åííûå 1-êëåòêè íà ãðàíèöå îáåèõ îáëàñòåé ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå ïàðå ïðÿìûõ.
Åñëè îòîéòè î÷åíü äàëåêî, òî D± áóäóò âèäíû êàê äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñåêòîðà èç ÷å-
òûðåõ, íà êîòîðûå äâå ïðÿìûå äåëÿò ïëîñêîñòü. Êàê è â ñëó÷àå ñ îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ,
èç D+∪D− âîçíèêàåò íå îäíà, à äâå àíòèïîäàëüíûå äðóã äðóãó ïðîåêöèè íà ñôåðå. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïëîñêàÿ îáëàñòü äàåò äâå ñôåðè÷åñêèå îáëàñòè, à êàæäàÿ
ïàðà íåîãðàíè÷åííûõ ïëîñêèõ îáëàñòåé äàåò ïàðó ñôåðè÷åñêèõ îáëàñòåé. Èíà÷å ãîâîðÿ,
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îãðàíè÷åííàÿ ïëîñêàÿ îáëàñòü âíîñèò âêëàä +2 â ÷èñëî fS
2 , à íåîãðàíè÷åííàÿ � âêëàä

+1. Çàìåòèì, ÷òî òî÷íî òàêîé æå âêëàä îíè âíîñÿò â ñóììó f2 + f b
2 .

Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíòû fS
1 âïîëíå àíàëîãè÷íî ïðîâåäåííîìó âûøå. Ñèòóàöèÿ ñ fS

0 ïðî-
ùå, ïîñêîëüêó êàæäàÿ 0-êëåòêà êîíôèãóðàöèèA îãðàíè÷åííà, è êàæäàÿ äàåò äâå 0-êëåòêè
êîíôèãóðàöèè AS. □

Ñôåðè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè óäîâëåòâîðÿþò âàðèàíòó ôîðìóëû Ýéëåðà, à èìåííî

fS
0 − fS

1 + fS
2 = 2.

Áóäåì íàçûâàòü ýòó ôîðìóëó ñôåðè÷åñêîé ôîðìóëîé Ýéëåðà; åå ìîæíî âûâåñòè èç äî-
êàçàííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ è ôîðìóë Ýéëåðà äëÿ f -âåêòîðîâ f è f b. Òîïîëîãè÷åñêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ñôåðè÷åñêîé ôîðìóëû Ýéëåðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
2-ñôåðû ðàâíà äâóì. Åñëè ïîâåðèòü â èíâàðèàíòíîñòü è àääèòèâíîñòü ýéëåðîâîé õàðàêòå-
ðèñòèêè, òî ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî � ñôåðà ðàçáèâàåòñÿ íà òî÷êó è îòêðûòûé
äèñê, ïðè÷åì ó êàæäîãî èç ýòèõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà åäè-
íèöå.

1.5. Ñâîéñòâî Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè. Â 1893 ãîäó Äæåéìñ Äæîçåô Ñèëüâåñòð ïîñòàâèë
òàêóþ çàäà÷ó: âåðíî ëè, ÷òî ñðåäè ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íå
ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, íàéäåòñÿ ïàðà òî÷åê, òàêàÿ, ÷òî ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ ïðÿ-
ìàÿ íå ñîäåðæèò íèêàêèõ äðóãèõ òî÷åê äàííîãî ìíîæåñòâà? (Òàêàÿ ïðÿìàÿ, åñëè îíà
ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé Ñèëüâåñòðà). Íåñìîòðÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ôîðìóëèðîâêó,
çàäà÷à îñòàâàëàñü îòêðûòîé 40 ëåò. Âîçìîæíî, ýòîé çàäà÷åé ïðîñòî íèêòî íå çàíèìàë-
ñÿ. Â 1933 ãîäó èçâåñòíûé âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê Ýðäåø ïåðåîòêðûë çàäà÷ó Ñèëüâåñòðà,
è ïîñëå íåñêîëüêèõ íåóäà÷íûõ ïîïûòîê åå ðåøèòü, ñîîáùèë åå ñâîåìó êîëëåãå Òèáîðó
Ãðþíâàëüäó (ïîçæå Ãðþíâàëüä ñìåíèë ñâîþ ôàìèëèþ íà Ãàëëàè; îí áîëåå èçâåñòåí ïîä
ýòîé âòîðîé ôàìèëèåé). Ãàëëàè âñêîðå ðåøèë çàäà÷ó. Îäíàêî øèðîêóþ èçâåñòíîñòü çà-
äà÷à ïîëó÷èëà åùå ÷åðåç 10 ëåò, â 1943 ãîäó, êîãäà Ýðäåø îïóáëèêîâàë åå â ïîïóëÿðíîì
àìåðèêàíñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå American Mathematical Monthly. Îäíîâðåìåííî
ñ çàäà÷åé, â ðåäàêöèþ áûëî ïðåäñòàâëåíî è ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå Ãàëëàè. Âñêîðå â ðå-
äàêöèþ ïîñòóïèëî åùå íåñêîëüêî ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ Áàêîì, Êåëëè, Øòåéíáåðãîì è
Ñòèíðîäîì. Êàê âûÿñíèëîñü âïîñëåäñòâèè, åùå äî ïóáëèêàöèè Ýðäåøà â Monthly, ðåøå-
íèå çàäà÷è áûëî îïóáëèêîâàíî íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ìåëüõèîðîì. Ðåøåíèå Ìåëüõèîðà
îñíîâàíî íà òîé ñâÿçè ìåæäó ïëîñêèìè è ñôåðè÷åñêèìè êîíôèãóðàöèÿìè, êîòîðóþ ìû îá-
ñóäèëè âûøå. Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèé, à ïîòîì
îáñóäèì åãî ñâÿçü ñ äðóãèìè ôîðìóëèðîâêàìè ïðîáëåìû Ñèëüâåñòðà.

Òåîðåìà. Ïóñòü íà ñôåðå ïðîâåäåíî êîíå÷íîå ÷èñëî áîëüøèõ îêðóæíîñòåé, íå âñå èç êî-
òîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå ïàðó àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà,
ïðèíàäëåæàùàÿ ðîâíî äâóì èç ïðîâåäåííûõ îêðóæíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AS ñôåðè÷åñêóþ êîíôèãóðàöèþ, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ
ïðîâåäåííûõ îêðóæíîñòåé. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ âåð-
øèíó êîíôèãóðàöèè AS ïðîõîäèò ïî ìåíüøåé ìåðå òðè ïðÿìûå êîíôèãóðàöèè. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà íå ìåíåå ÷åì øåñòè ðåáðàì. Ïîñêîëüêó êàæäîå
ðåáðî èíöèäåíòíî ðîâíî äâóì âåðøèíàì, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî fS

1 ⩾ 3fS
0 . Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, êàæäàÿ îáëàñòü êîíôèãóðàöèè AS ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê,
ó êîòîðîãî íå ìåíåå òðåõ ñòîðîí (åñëè áû áûëî òîëüêî äâå ñòîðîíû, òî ýòè äâå ñòîðîíû ñî-
åäèíÿëè áû îäíó è òó æå ïàðó àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê, è âîîáùå âñå ïðÿìûå êîíôèãóðàöèè
ïðîõîäèëè áû ÷åðåç ýòó ïàðó). À òàê êàê êàæäîå ðåáðî èíöèäåíòíî ðîâíî äâóì îáëàñòÿì,
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî fS

1 ⩾ 3
2
fS
2 .

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì Ýéëåðà fS
0 − fS

1 + fS
2 = 2 è ïîäñòàâèì â íåãî ïîëó-

÷åííûå íåðàâåíñòâà:

2 = fS
0 − fS

1 + fS
2 ⩽

1

3
fS
1 − fS

1 +
2

3
fS
1 = 0.
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Ìû ïîëó÷èëè àáñóðäíîå íåðàâåíñòâî 2 ⩽ 0; ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî. □

Íàïîìíèì ïîíÿòèå ñôåðè÷åñêîé äâîéñòâåííîñòè. Ïàðà àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê a± íà ñôå-
ðå îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìóþ äâîéñòâåííóþ îêðóæíîñòü, à èìåííî, ïåðåñå÷åíèå ñôå-
ðû ñ ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îòðåçêó [a−; a+] è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî ñåðåäèíó.
È íàîáîðîò, êàæäàÿ áîëüøàÿ îêðóæíîñòü íà ñôåðå îïðåäåëÿåò äâîéñòâåííóþ ïàðó àí-
òèïîäàëüíûõ òî÷åê, à èìåííî, ïåðåñå÷åíèå ñôåðû ñ ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêî-
ñòè îêðóæíîñòè è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè. Åñëè ïàðà àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê
ëåæèò íà áîëüøîé îêðóæíîñòè, òî äâîéñòâåííàÿ (ê äàííîé ïàðå àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê)
îêðóæíîñòü ñîäåðæèò äâîéñòâåííóþ (ê äàííîé îêðóæíîñòè) ïàðó àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê.
Ñôåðè÷åñêàÿ äâîéñòâåííîñòü îñíîâàíà íà ýòîì óòâåðæäåíèè; îíà ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü
îò óòâåðæäåíèé ïðî áîëüøèå îêðóæíîñòè è ïàðû àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê ê àíàëîãè÷íûì
óòâåðæäåíèÿì ïðî äâîéñòâåííûå îáúåêòû, åñëè òîëüêî äàííûå óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóþò
ëèøü îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè: òàêàÿ-òî ïàðà òî÷åê ëåæèò íà òàêîé-òî îêðóæíîñòè. Âîò
êàêîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç äîêàçàííîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè ñôåðè÷åñêîé äâîé-
ñòâåííîñòè.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü íà ñôåðå îòìå÷åíî êîíå÷íîå ÷èñëî ïàð àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê. Åñ-
ëè íå âñå ýòè ïàðû ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå áîëüøîé îêðóæíîñòè, òî íàéäåòñÿ
áîëüøàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ðîâíî äâå èç îòìå÷åííûõ ïàð.

Îòñþäà óæå íåñëîæíî âûâåñòè èñõîäíóþ ôîðìóëèðîâêó Ñèëüâåñòðà, ðàññìîòðåâ öåí-
òðàëüíóþ ïðîåêöèþ èç ïëîñêîñòè íà ñôåðó (òó æå ñàìóþ ïðîåêöèþ, êîòîðóþ ìû îáñóæ-
äàëè âûøå èìåííî â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì îò ïëîñêîé êîíôèãóðàöèè ê ñôåðè÷åñêîé).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè îòìå÷åíî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê. Åñëè
íå âñå èç îòìå÷åííûõ òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ
ðîâíî äâå èç îòìå÷åííûõ òî÷åê.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñàìîé èñõîäíîé òåîðåìû, à íå åå äâîéñòâåííîãî àíàëîãà, ïðè ïîìî-
ùè öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè íà ñôåðó ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå � òàê íàçûâàåìàÿ
äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ. Åñëè
íå âñå ýòè ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó è íå âñå ïàðàëëåëüíû, òî íàéäåòñÿ òî÷êà,
â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî äâå èç ïðîâåäåííûõ ïðÿìûõ, èëè íàïðàâëåíèå, êîòîðîìó
ïàðàëëåëüíû ðîâíî äâå èç ïðîâåäåííûõ ïðÿìûõ.

Ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå äàííîìó íàïðàâëåíèþ, ìîæíî ïîíèìàòü íåôîðìàëüíî êàê ïðÿ-
ìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòó èíòóèöèþ ìîæíî äîâåñòè
äî ñòðîãèõ ôîðìóëèðîâîê, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâî Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè ñïåöèôè÷íî äëÿ âåùåñòâåííûõ

êîíôèãóðàöèé. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîíôèãóðàöèè êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ â êîìïëåêñíîì
äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå C2, è äëÿ íèõ ýòî ñâîéñòâî óæå íå áóäåò âåðíî. Ïðÿìûå â C2 �
ýòî ìíîæåñòâà òî÷åê, çàäàííûå ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè íà äâå êîîðäèíàòû z, w, òî åñòü
óðàâíåíèÿìè âèäà az+bw+c = 0, â êîòîðûõ a, b, c� ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå
îò âûáîðà ïðÿìîé, íî íå çàâèñÿùèå îò z è w.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå 9 ïðÿìûõ â C2:

z = ζk, w = ζ l, w = ζmz, k, l,m = 0, 1, 2.

Çäåñü ζ = e2πi/3 � ïðèìèòèâíûé êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Êîíôèãóðàöèþ êîì-
ïëåêñíûõ ïðÿìûõ óäîáíî çàïèñûâàòü îäíèì óðàâåíèåì Q(z, w) = 0, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî
ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé, çàäàþùèõ ïðÿìûå êîíôèãóðàöèè. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî óðàâíåíèå Q(z, w) = 0 â òàêîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåò îáúåäèíåíèå âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ
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ïðÿìûõ, òî åñòü ñèëüíî âûðîæäåííóþ êðèâóþ ñòåïåíè n. Òàêîé ïîäõîä ê çàäàíèþ êîí-
ôèãóðàöèé áûâàåò ïîëåçåí è â îáùåì ñëó÷àå, à â íàøåì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí Q
èìååò îñîáåííî ïðîñòîé âèä:

Q(z, w) = (z3 − 1)(w3 − 1)(w3 − z3).

Ìû óòâåðæäàåì, ïðÿìàÿ ÷åðåç ëþáàÿ âåðøèíà ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè AC èí-
öèäåíòíà ïî ìåíüøåé ìåðå òðåì ïðÿìûì èç êîíôèãóðàöèè. Ýòî æå îòíîñèòñÿ ê áåñêîíå÷íî
óäàëåííûì âåðøèíàì, òî åñòü åñëè åñòü äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå èç AC, òî èì æå ïàðàë-
ëåëüíà è êàêàÿ-òî òðåòüÿ ïðÿìàÿ èç AC. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ AC íàðóøàåòñÿ äâîéñòâåííàÿ
òåîðåìà Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè (ìîðàëü: äàííàÿ òåîðåìà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò òî, ÷òî ðå÷ü
èäåò èìåííî î âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîíå÷íóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ èç AC. Ýòà òî÷êà èìååò

âèä (ζk, ζ l) äëÿ íåêîòîðîé ïàðû k, l ∈ {0, 1, 2}. Íî ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïðîõîäÿò ñëåäóþùèå
òðè ðàçëè÷íûå ïðÿìûå êîíôèãóðàöèè:

z = ζk, w = ζ l, w = ζ l−kz.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü íàïðàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå õîòÿ áû äâóìÿ ïðÿìûìè èçAC. Òàêèõ
íàïðàâëåíèÿ äâà � z = const è w = const � è êàæäîå èç ýòèõ íàïðàâëåíèé ïðåäñòàâëåíî
òðåìÿ ïðÿìûìè.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ òðåòüåé ñòåïåíè â C2, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé
âûáðàíû äîñòàòî÷íî ñëó÷àéíî, èìååò ðîâíî 9 òî÷åê ïåðåãèáà, ïðè÷åì ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþ-
ùàÿ ëþáóþ ïàðó èç ýòèõ òî÷åê, ïðîõîäèò è ÷åðåç êàêóþ-ëèáî òðåòüþ òî÷êó. Òåì ñàìûì,
â C2 íàðóøàåòñÿ èñõîäíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè. Áîëåå ÿâíûé ïðè-
ìåð ìîæíî ïîñòðîèòü, èñõîäÿ èç ðàññìîòðåííîé âûøå êîíôèãóðàöèè, ñ èñïîëüçîâàíèåì
äâîéñòâåííîñòè.

1.6. Îöåíêà ñíèçó. Ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ îöåíêà ñíèçó íà f0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n,
ïðèíàäëåæèò äå Áðåéíó è Ýðäåøó.

Òåîðåìà (de Bruijn�Erd�os). Äëÿ âñÿêîé êîíôèãóðàöèè èç n ⩾ 3 ïðÿìûõ íà âåùåñòâåííîé
ïëîñêîñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f0 ⩾ n, åñëè òîëüêî íå âñå ïðÿìûå ðàññìàòðèâàåìîé
êîíôèãóðàöèè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó, è íè êàêèå äâå ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû
äðóã äðóãó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâîäèìîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò îðèãèíàëüíîìó ðàññóæäåíèþ
äå Áðåéíà è Ýðäåøà. Ýòî ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò òîëüêî íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ïî-
ñêîëüêó èñïîëüçóåò òåîðåìó Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè. Åñëè n = 3, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äà-
ëåå áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî äëÿ n − 1 ïðÿìûõ èñêîìîå óòâåð-
æäåíèå óæå äîêàçàíî. Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ A èç n ïðÿìûõ, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
îäíó è òó æå òî÷êó è íå ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó. Ïî äâîéñòâåííîé òåîðåìå Ñèëüâåñòðà�
Ãàëëàè, íàéäåòñÿ òàêàÿ âåðøèíà v êîíôèãóðàöèè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò òîëüêî äâå
ïðÿìûå èç A. Îáîçíà÷èì ýòè ïðÿìûå ÷åðåç L è L′.
×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, ìû ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ A\

{L}. Åñëè òàê ñëó÷èòñÿ, ÷òî â ýòîé êîíôèãóðàöèè âñå ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå
òî÷êó, òî ìû âìåñòî ïðÿìîé L âûêèíåì ïðÿìóþ L′, à âñå äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå ïðîõî-
äèò áåç èçìåíåíèé. Êîíôèãóðàöèÿ A′ := A\{L} ñîñòîèò èç n−1 ïðÿìûõ, à ñëåäîâàòåëüíî,
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ó ýòîé êîíôèãóðàöèè íå ìåíåå n− 1 âåðøèí. Âñå ýòè n− 1
òî÷åê ÿâëÿþòñÿ òàêæå âåðøèíàìè êîíôèãóðàöèè A. Íî êðîìå òîãî, ó êîíôèãóðàöèè A
èìååòñÿ âåðøèíà v, êîòîðàÿ íå åñòü âåðøèíà äëÿ A′, ïîñêîëüêó L′ � åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ
èç A′, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó v. Èòàê, ó A íå ìåíåå n âåðøèí, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. □

Ðàññóæäåíèå äå Áðåéíà è Ýðäåøà î÷åíü èçîáðåòàòåëüíî è î÷åíü ãåîìåòðè÷íî. Îíî,
îäíàêî, ðàáîòàåò òîëüêî íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ýòî ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå ìîæíî
ñíÿòü: ñàìà îöåíêà, êàê âûÿñíÿåòñÿ, âåðíà íàä ëþáûì ïîëåì è äàæå, áîëåå îáùèì îáðàçîì,
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â øèðîêîì êëàññå êîìáèíàòîðíûõ ãåîìåòðèé. Áîëåå êîìáèíàòîðíîå è áîëåå àáñòðàêòíîå
ðàññóæäåíèå, êîòîðîå ýòî äîêàçûâàåò, ïðèíàäëåæèò Ãåðáåðòó Ðàéçåðó.

Äîêàçàòåëüñòâî Ãåðáåðòà Ðàéçåðà. Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ A èç n ïðÿìûõ íà ïëîñ-
êîñòè. Ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè äëÿ A íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà, ñòðîêè êî-
òîðîé îòâå÷àþò ïðÿìûì èç A, à ñòîëáöû êîòîðîé îòâå÷àþò âåðøèíàì êîíôèãóðàöèè A.
Íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè ñ íîìåðîì i è ñòîëáöà ñ íîìåðîì j ñòîèò 1, åñëè i-àÿ ïðÿìàÿ êîí-
ôèãóðàöèè ñîäåðæèò j-óþ âåðøèíó, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìû, òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàåì,
÷òî âñå ïðÿìûå êîíôèãóðàöèè ïåðåíóìåðîâàíû, íàïðèìåð, êàê L1, . . . , Ln, è âñå âåðøèíû
êîíôèãóðàöèè òîæå ïåðåíóìåðîâàíû, êàê p1, . . . , pm, ãäå m = f0.
Îáîçíà÷èì i-þ ñòðî÷êó ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè ÷åðåç l⃗i. Ýòî ñòðî÷êà èç íóëåé è åäèíèö,

ïðè÷åì åäèíèöû ñòîÿò ðîâíî â òåõ ñòîëáöàõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì pj ∈ Li. Äëÿ

âñÿêèõ äâóõ ñòðî÷åê a⃗ = (a1, . . . , am) è b⃗ = (b1, . . . , bm) îäèíàêîâîé äëèíû m, ñîñòîÿùèõ èç
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

a⃗ · b⃗ :=
m∑
i=1

aibi.

Îöåíèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñòðîê ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè. Âîçüìåì ñíà÷àëà
äâå ðàçíûå ñòðîêè; îíè ñîîòâåòñòâóþò äâóì ðàçíûì ïðÿìûì êîíôèãóðàöèè. Ïîñêîëüêó
äâå ðàçíûå ïðÿìûå èìåþò ðîâíî îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå l⃗i · l⃗k ðàâíî åäèíèöå ïðè i ̸= k. Åñëè æå i = k, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå l⃗i · l⃗i,
î÷åâèäíî, ðàâíî ÷èñëó âåðøèí íà ïðÿìîé Li. Ýòî ÷èñëî íå ìîæåò áûòü ìåíüøå äâîéêè
ïðè n ⩾ 3, ñîãëàñíî ñäåëàííûì äîïóùåíèÿì, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ïðÿìûõ ïåðåñåêàåòñÿ è ÷òî
íå âñå ïðÿìûå êîíôèãóðàöèè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå âåðøèíó.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ñòðîêè l⃗i ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî åñòü ñîîòíîøåíèå âèäà α1l⃗1+· · ·+

αnl⃗n = 0, ãäå αi � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, âîçìîæíî òîëüêî ïðè α1 = · · · = αn. Óìíîæèòü
ñòðîêó íà äåéñòâèòåëüíî ÷èñëî � çíà÷èò, óìíîæèòü êàæäûé ýëåìåíò äàííîé ñòðîêè íà
ýòî ñàìîå (îäíî è òî æå) ÷èñëî, à ñêëàäûâàòü ñòðîêè ñëåäóåò ïîýëåìåíòíî, òî åñòü

α(a1, . . . , am) + β(b1, . . . , bm) := (αa1 + βb1, . . . , αam + βbm).

Ðàññìîòðèì ñòðîêó âèäà l⃗ = α1l⃗1 + · · · + αnl⃗n è ïîñ÷èòàåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòîé
ñòðîêè ñ ñîáîé:

l⃗ · l⃗ =
n∑

i=1

α2
i (⃗li · l⃗i − 1) +

n∑
i,k=1

αiαk =
n∑

i=1

α2
i (⃗li · l⃗i − 1) + (α1 + · · ·+ αn)

2 ⩾
n∑

i=1

α2
i .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè l⃗ = 0, òî òîãäà âñå êîýôôèöèåíòû αi îáÿçàíû áûòü ðàâíû íóëþ.
Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî îáùåãî ôàêòà, îòíîñÿùåãîñÿ ê

ëèíåéíîé àëãåáðå: åñëè ñòðîêè ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ó ýòîé ìàòðèöû ñòîëáöîâ
íå ìåíüøå ÷åì ñòðîê. Èíûìè ñëîâàìè: åñëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íóëåâûìè
ïðàâûìè ÷àñòÿìè èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ íå ïðåâûøàåò
÷èñëà óðàâíåíèé. □

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàéçåðà íå òîëüêî ðàáîòàåò íàä ëþáûì ïîëåì; îíî ãîäèòñÿ òàêæå è äëÿ
êîíôèãóðàöèé ïñåâäîïðÿìûõ.

Çàìå÷àíèå. Íèæíÿÿ îöåíêà f0 ⩾ n äîïóñêàåò ãëóáîêîå îáîáùåíèå íà âûñøèå ðàçìåð-
íîñòè. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ãèïîòåçà Äàóëèíãà�Âèëüñîíà, îòíîñÿùàÿñÿ ê êîíôèãóðàöèÿì
ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wk+1 ÷èñëî k-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé òàêîé êîíôèãó-
ðàöèè. Ãèïîòåçà Äàóëèíãà�Âèëüñîíà óòâåðæäàåò, ÷òî Wk ⩾ Wd+1−k, åñëè 2k ⩽ d + 1. Â
ñëó÷àå d = 2 ïîëó÷àåì W1 ⩾ W2, ÷òî ñîâïàäàåò ñ íåðàâåíñòâîì f0 ⩾ n, ïîñêîëüêó W1 = f0
(÷èñëî âåðøèí) è W2 = n (÷èñëî ïðÿìûõ). Õî Äæóí È (June Huh) è Âàí Áîòîí (Boton
Wang) äîêàçàëè ãèïîòåçó Äàóëèíãà�Âèëüñîíà â 2017 [6], èñïîëüçóÿ ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû
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èç àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ýòî îäèí ðåçóëüòàò èç öåëîé ñåðèè, çà êîòîðóþ Õî Äæóí È
ïîëó÷èë â 2022 ôèëäñîâñêóþ ìåäàëü.

2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì êîíôèãóðàöèè ãèïåðïëîñêîñòåé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè
è ñâÿçàííûå ñ ýòèìè êîíôèãóðàöèÿìè ìíîãî÷ëåíû. Íà÷íåì ìû, âïðî÷åì, ñ äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ, à èìåííî, ñ áîëåå ýêîíîìíûì (ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìóëîé Ðîáåðòñà) âûðàæåíèåì
äëÿ ÷èñëà îáëàñòåé f2.

2.1. Ôîðìóëû Çàñëàâñêîãî (1975) íà ïëîñêîñòè. Ôîðìóëà Ðîáåðòñà èìååò ñëåäóþ-
ùèé íåäîñòàòîê. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü äâóõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë. Èíîãäà áûâàåò òàê, ÷òî îáà ýòè ÷èñëà íàìíîãî áîëüøå, ÷åì èõ ðàç-
íîñòü, òî åñòü f2. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ôîðìóëû Ðîáåðòñà âû-
çûâàåò ñîìíåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíàÿ ôîðìóëà � äàæå ñàìàÿ
ýôôåêòèâíàÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû ñâîäèòñÿ ê ñóììèðîâàíèþ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Íèêàêèõ âû÷èòàíèé! Ýôôåêòèâíàÿ ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà Òî-
ìàñîì Çàñëàâñêèì â 1975. Âîîáùå-òî Çàñëàâñêèé ñôîðìóëèðîâàë ñâîé ðåçóëüòàò ñðàçó â
ëþáîé ðàçìåðíîñòè, íî ìû ïîêà îáñóäèì òîëüêî äâóìåðíûé ñëó÷àé. Êàê ÷àñòî áûâàåò,
ñàìîå ñëîæíîå � óãàäàòü îòâåò. Ïîñëå òîãî, êàê îòâåò âûïèñàí, äîêàçàòü åãî � íåñëîæíîå
óïðàæíåíèå.

Òåîðåìà (Zaslavsky [8]). ×èñëî îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè èç n ïðÿìûõ âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

f2 = 1 + n+
∑
a

(νa − 1).

Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ ðàíåå ââåäåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè. À èìåííî, ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå âåðøèíû a ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè, à νa � êîëè÷åñòâî
ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíó a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = 1, òî, î÷åâèäíî, è â ëåâîé, è â ïðàâîé ÷àñòÿõ èñêîìîãî ðà-
âåíñòâà ñòîèò äâîéêà. Äîñòàòî÷íî ïðîñëåäèòü çà òåì, ÷òî ïðîèçîéäåò ñ îáåèìè ÷àñòÿìè
ðàâåíñòâà ïðè äîáàâëåíèè ê ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè A îäíîé ïðÿìîé L, òî åñòü
ïðè ïåðåõîäå îò A ê A ∪ {L}. Ê ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà äîáàâèòñÿ êîëè÷åñòâî îáëàñòåé
êîíôèãóðàöèè A, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò ïðÿìàÿ L. À ê ïðàâîé ÷àñòè äîáàâèòñÿ åäè-
íèöà (çà ñ÷åò çàìåíû n íà n + 1) è êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé L ñ ïðÿìûìè
êîíôèãóðàöèè A. Îñòàëîñü òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé L ñî âñåìè îáëà-
ñòÿìè êîíôèãóðàöèè A â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè äîïîëíåíèÿ â L äî òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ñ

⋃
A, à m òî÷åê äåëÿò ïðÿìóþ íà m+ 1 êîìïîíåíò. □

Åùå îäíà òåîðåìà Çàñëàâñêîãî âû÷èñëÿåò êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé. Â ôîð-
ìóëå âñòðå÷àþòñÿ ìèíóñû, íî, ïî âñåé âèäèìîñòè, áåç íèõ íåëüçÿ îáîéòèñü.

Òåîðåìà. ×èñëî îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè èç n ïðÿìûõ âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé f b

2 = 1− n+
∑

a(νa − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî â òàêîãî ðî-
äà ðåçóëüòàòàõ ãëàâíîå � äîäóìàòüñÿ äî ïðàâèëüíîé ôîðìóëèðîâêè. À ïîñëå òîãî, êàê
ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí, äîêàçàòü åãî íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Âñå æå õîòåëîñü áû ïîíÿòü
òàêæå è òî, êàê äî òàêîãî ðåçóëüòàòà äîäóìàòüñÿ. Ìû ïðåäëîæèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êîí-
öåïöèþ, îòëè÷àþùóþñÿ, âïðî÷åì, îò àâòîðñêîé.
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2.2. Ìåðû è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Òåïåðü ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ A
ãèïåðïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå Rd ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Âñå ãèïåðïëîñêîñòè èç A
è âñå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðîñòðàíñòâà Rd è âñåõ äàííûõ ãèïåðïëîñ-
êîñòåé ïðèìåíåíèåì ñòàíäàðòíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, îáðàçóþò àëãåáðó
ìíîæåñòâ AA. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî èç AA ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ âèäà L◦ := L\

⋃
A|L, ãäå L � ïëîñêîñòü êîíôè-

ãóðàöèè A (íàïîìíèì, ÷òî A|L � ýòî êîíôèãóðàöèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé â L, ñîñòîÿùàÿ èç
ïåðåñå÷åíèé L ∩H ïëîñêîñòè L ñî âñåìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè H ∈ A ñî ñâîéñòâîì L ̸⊂ H).

Çàäà÷à. Áîëåå îáùèì îáðàçîì, àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà S, ïîðîæ-
äåííàÿ ïîäìíîæåñòâàìè A1, . . . , An ⊂ S, ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé àòîìàð-
íûõ ìíîæåñòâ, òî åñòü ìíîæåñòâ âèäà Aε1

1 ∩Aε2
2 ∩· · ·∩Aεn

n , ãäå εi ∈ {±}, à ïîä A± ñëåäóåò
ïîíèìàòü ìíîæåñòâà A+ := A è A− := S \ A.

Íàïîìíèì, ÷òî ìåðîé íà AA íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ µ íà AA, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ àääèòèâíîñòè:

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B), ∀A,B ∈ AA.

Ìåðà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ, èëè â êàêèõ-ëèáî åùå ÷èñëàõ,
èëè, áîëåå îáùèì îáðàçîì, âî ìíîæåñòâå, äîïóñêàþùåì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ. Â äàëüíåé-
øåì ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ìåðàìè, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå Z[q] âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ïåðåìåííîé q.

Ëåììà. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåðà µ íà AA ñî çíà÷åíèÿìè â Z[q], òàêàÿ ÷òî
µ(L) = qk äëÿ âñÿêîé ïëîñêîñòè L ðàçìåðíîñòè k.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìû ïðèâåäåì ÷óòü ïîçæå, à ïîêà, ïîëüçóÿñü ëåììîé, äàäèì îïðå-
äåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Îïðåäåëåíèå (Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí). Ïóñòü µ� òà ìåðà íà AA, ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ â ëåììå. Çíà÷åíèå µ(Rd \

⋃
A) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-

÷ëåíîì ñòåïåíè d îò q. Ýòîò ìíîãî÷ëåí îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(q) è íàçûâàåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì êîíôèãóðàöèè A. Êîãäà íàäî áóäåò ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îò A, áóäåì ïèñàòü χA(q) âìåñòî χ(q).

Òåïåðü äîêàæåì ëåììó.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ�èñêëþ÷åíèÿ:

µ(A1 ∪ · · · ∪ An) =
∑
i

µ(Ai)−
∑
i<j

µ(Ai ∩ Aj) +
∑
i<j<k

µ(Ai ∩ Aj ∩ Ak)∓ . . . .

Âñå èíäåêñû âî âñåõ ñóììàõ ïðàâîé ÷àñòè ïðîáåãàþò öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî n. Ôîðìóëó
âêëþ÷åíèÿ�èñêëþ÷åíèÿ íåòðóäíî âûâåñòè èç ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè, íàïðèìåð, èíäóêöè-
åé ïî n. Äëÿ êàæäîé ïëîñêîñòè L êîíôèãóðàöèè A ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ èñêëþ÷åíèÿ äàåò
ìåðó ìíîæåñòâà

⋃
A|L, à ñëåäîâàòåëüíî, è ìíîæåñòâà L◦. Òåì ñàìûì äîêàçàíà åäèíñòâåí-

íîñòü. Ñóùåñòâîâàíèå îñíîâàíî íà òîì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ µ(L◦), ïîëó÷åííîå ïî ôîðìóëå
âêëþ÷åíèÿ�èñêëþ÷åíèÿ, äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè � â ýòîì
ìîæíî óáåäèòüñÿ íåñëîæíîé è íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. □

Îáñóäèì êîìáèíàòîðíûé ñìûñë õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Êîíôèãóðàöèè ãè-
ïåðïëîñêîñòåé èìåþò ñìûñë íå òîëüêî íàä äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, íî è íàä ëþáûì
ìíîæåñòâîì, ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü, ïðè÷åì ñëîæåíèå è óìíî-
æåíèå îáëàäàþò õîòÿ áû íåêîòîðûìè èç ïðèâû÷íûõ ñâîéñòâ, íàïðèìåð, êîììóòàòèâíî-
ñòüþ è àññîöèàòèâíîñòüþ. Ïðèìåð òàêîãî ìíîæåñòâà � êîëüöî âû÷åòîâ Zq ïî ìîäóëþ q.
Ýëåìåíòû êîëüöà Zq � âñåâîçìîæíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà q, à àðèôìåòè÷åñêèå îïåðà-
öèè â Zq îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: áåðåì äâà îñòàòêà ïî ìîäóëþ q, ñêëàäûâàåì
èõ èëè ïåðåìíîæàåì êàê öåëûå ÷èñëà, à ïîòîì ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ðåçóëüòàòà áåðåì îñòàòîê
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ïî ìîäóëþ q. ×àñòî áûâàåò òàê, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êàæäîé ïëîñêîñòè ðàçìåðíîñòè
k ðàâíî qk (ðàçìåðíîñòü ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê d −m, ãäå m � íàèìåíüøåå ÷èñëî
ãèïåðïëîñêîñòåé, äàþùåå â ïåðåñå÷åíèè ðàññìàòðèâàåìóþ ïëîñêîñòü). Íàïðèìåð, ýòî âñå-
ãäà âåðíî, åñëè q � ïðîñòîå ÷èñëî. Äàæå åñëè q íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì, ýòî ìîæåò
áûòü âåðíî äëÿ îïðåäåëåííûõ (õîòÿ è íå äëÿ âñåõ) êîíôèãóðàöèé. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî
µ(L) = qk äëÿ k-ìåðíîé ïëîñêîñòè k ïðèîáðåòàåò ÿñíûé êîìáèíàòîðûé ñìûñë. Çíà÷åíèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà χ(q) ñ÷èòàåò òîãäà òî÷êè âî ìíîæåñòâå Zd

q \
⋃

A.

Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ âñÿêîé êîíôèãóðàöèè A ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd, èìååò ìåñòî ôîð-
ìóëà χ(q) = qd−nqd−1+ . . . , â êîòîðîé n � ÷èñëî ãèïåðïëîñêîñòåé, à òî÷êè îáîçíà÷àþò
÷ëåíû ñ qk ïðè k < d− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çíà÷åíèå ìåðû µ íà ìíîæåñòâå Rd\
⋃
A ðàâíî qd−µ(H1∪· · ·∪

Hn), ãäåH1, . . . ,Hn � âñå ãèïåðïëîñêîñòè âA. Äîñòàòî÷íî, òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâèòü, ÷òî
µ(H1∪· · ·∪Hn) çàïèñûâàåòñÿ êàê nqd−1 ïëþñ ÷ëåíû ñ ìåíüøèìè ñòåïåíÿìè ïåðåìåííîé q. È
â ñàìîì äåëå, nqd−1 � ýòî ïåðâàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ,
à îñòàëüíûå ñóììû ñîäåðæàò òîëüêî ÷ëåíû âèäà qk ïðè k < d− 1, ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå
êàê ìèíèìóì äâóõ ðàçëè÷íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé èìååò êîðàçìåðíîñòü > 1. □

Ìû òåïåðü äëÿ ïðèìåðà ìîæåì ïîñ÷èòàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ d = 2.

Ïðèìåð. Ïóñòü A � êîíôèãóðàöèÿ èç n ïðÿìûõ L1, . . . , Ln íà ïëîñêîñòè. Íàì íóæíî
ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèå ìåðû µ íà äîïîëíåíèè äî L1 ∪ · · · ∪ Ln; ýòî, êîíå÷íî, ñâîäèòñÿ ê
âû÷èñëåíèþ ìåðû ñàìîãî ìíîæåñòâà L1∪· · ·∪Ln. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê µ(L1∪
· · · ∪ Ln), êàê è â ôîðìóëå âêëþ÷åíèÿ�èñêëþ÷åíèÿ, ìû âîçüìåì ñóììó ìåð âñåõ ïðÿìûõ
êîíôèãóðàöèè, òî åñòü nq. Ïðè ýòîì ìåðà êàæäîé âåðøèíû a îêàçàëàñü ïîñ÷èòàííîé ðîâíî
νa ðàç, ïîýòîìó íóæíî âû÷åñòü ñóììó âåëè÷èí νa − 1 ïî âñåì âåðøèíàì:

µ(L1 ∪ · · · ∪ Ln) = nq −
∑
a

(νa − 1).

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ ôîðìóëà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà:

χ(q) = q2 − nq +
∑
a

(νa − 1).

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå òåîðåìû Çàñëàâñêîãî òåñ-
íî ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. À èìåííî, êîëè÷åñòâî âñåõ
îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè A ðàâíî (−1)dχ(−1), à êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ðàâíî
(−1)dχ(1). Èìåííî â òàêîì âèäå òåîðåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåð-
íîñòè.

2.3. Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà. Ãðàôîì G íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà, ñîñòîÿùàÿ
èç ìíîæåñòâà V (G), ýëåìåíòíû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà, ìíîæåñòâà E(G),
ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè ãðàôà, è îòîáðàæåíèÿ ϕG, îïðåäåëåííîãî íà ìíî-
æåñòâå E(G) è ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæäîìó ðåáðó íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó âåðøèí, íàçû-
âàåìûõ êîíöàìè ðåáðà. Ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ãðàôû ÿâëÿþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûìè,
ïîñêîëüêó ìû íå óêàçûâàåì íè íàïðàâëåíèÿ ðåáåð, íè ïîðÿäêà âåðøèí, ÿâëÿþùèõñÿ êîí-
öàìè äàííîãî ðåáðà. Â ãðàôàõ äîïóñêàþòñÿ ïåòëè, òî åñòü ðåáðà, âåäóùèå èç âåðøèíû â
ýòó æå âåðøèíó, à òàêæå êðàòíûå ðåáðà, òî åñòü íåñêîëüêî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèå îäíó è òó
æå ïàðó âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå (Ðàñêðàñêè). Åñëè êàæäîé âåðøèíå ãðàôà îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåí íåêî-
òîðûé ýëåìåíò èç q-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, íàïðèìåð, èç ìíîæåñòâà Zq, òî ãîâîðÿò î
ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà â q öâåòîâ. Áîëåå ôîðìàëüíî, ðàñêðàñêó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
îòîáðàæåíèå ξ èç V (G) âî ìíîæåñòâî Zq. Ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé ãðàôà G â q öâåòîâ íà-
çûâàåòñÿ òàêàÿ ðàñêðàñêà ξ, ïðè êîòîðîé ñîñåäíèå âåðøèíû îáÿçàòåëüíî ïîêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà, òî åñòü ξ(a) ̸= ξ(b), åñëè {a, b} = ϕG(e) äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ E(G).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç χG(q) ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü ãðàô G â q öâåòîâ. Íèæå ìû óâèäèì,
÷òî ýòî ìíîãî÷ëåí îò q ñòåïåíè d, ãäå d � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî
ñëó÷àÿ, êîãäà ó G åñòü ïåòëè � â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ χG òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ó G èìåþòñÿ êðàòíûå ðåáðà, íàïðèìåð, íåñêîëüêî ðåáåð ñîåäèíÿåò îäíó
è òó æå ïàðó âåðøèí a è b, òî ìîæíî âñå ýòè ðåáðà êðîìå îäíîãî óäàëèòü, ÷òî íå ïîâëèÿåò
íà ìíîãî÷ëåí χG è äàæå íå ïîâëèÿåò íà ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê. Ôóíêöèÿ χG

íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ãðàôà G.

Ïðèìåð (Ïîëíûé ãðàô íà d âåðøèíàõ). Ïîëíûé ãðàô Kd, èíîãäà íàçûâàåìûé òàêæå êëè-
êîé ïîðÿäêà d � ýòî ãðàô áåç ïåòåëü, â êîòîðîì ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû ñîåäèíåíû
åäèíñòâåííûì ðåáðîì. ×òîáû ðàñêðàñêà òàêîãî ãðàôà áûëà ïðàâèëüíîé, íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû âñå âåðøèíû áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî öâåòîâ äîëæíî áûòü
íå ìåíüøå ÷åì d. Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê, êàê íåòðóäíî âèäåòü, âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

χKd
(q) = q(q − 1) . . . (q − d+ 1).

Öâåò ïåðâîé âåðøèíû ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, à ïðè âûáîðå öâåòà êàæäîé èç ïî-
ñëåäíóþùèõ âåðøèí, íóæíî èçáåãàòü ñîâïàäåíèé ñ óæå âûáðàííûìè öâåòàìè � îòñþäà è
ïîëó÷àåòñÿ ïðèâåäåííàÿ ôîðìóëà.

Ïðèìåð (Ëèíåéíûé ãðàô ñ d âåðøèíàìè). Ëèíåéíûé ãðàô Pd îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðàô,
âåðøèíû êîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû èíäåêñàìè îò 1 äî d, è ðåáðà êîòîðîãî ñîåäèíÿþò âåð-
øèíû ñ ñîñåäíèìè èíäåêñàìè, òî åñòü i è i+1. Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî ãðàôà
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé χPd

= q(q − 1)d−1. Â ñàìîì äåëå, öâåò ïåðâîé âåðøèíû ìîæíî âû-
áðàòü ïðîèçâîëüíî, à äàëåå, ïðè îïðåäåëåíèè öâåòà âåðøèíû íîìåð i+ 1, íóæíî èçáåãàòü
òîëüêî öâåòà i-é âåðøèíû; âñå îñòàëüíûå öâåòà ïîäõîäÿò.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ÷óòü ìåíåå òðèâèàëåí â ñìûñëå íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà.

Ïðèìåð (Öèêëè÷åñêèé ãðàô ñ d âåðøèíàìè). Öèêëè÷åñêèé ãðàô Cd, ïî îïðåäåëåíèþ,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé d öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûõ âåðøèí è d ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ñî-
ñåäíèå â ñìûñëå öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà âåðøèíû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ãðàôà Cd, âûäåëèì îäíî ðåáðî e ∈ E(Cd) è (âðåìåííî) óäàëèì åãî. Îñòàíåòñÿ
ãðàô Pd, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîòîðîãî ìû óæå ïîñ÷èòàëè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íå âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà Pd ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äëÿ Cd. Èç ÷èñëà χPd

(q)
ìû äîëæíû âû÷åñòü êîëè÷åñòâî òàêèõ ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ãðàôà Pd, äëÿ êîòîðûõ îáà
êîíöà ïîêðàøåíû â îäèí è òîò æå öâåò � äåëî â òîì, ÷òî ýòè è òîëüêî ýòè ïðàâèëüíûå
ðàñêðàñêè ãðàôà Pd íå ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè äëÿ Cd. Ïîñëåäíåå êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê
ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê χCd−1

(q), ñêëåèâ îáà êîíöà ãðàôà Pd. Ìû ïîëó÷àåì, òà-
êèì îáðàçîì, ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

χCd
(q) = q(q − 1)d−1 − χCd−1

(q),

îòêóäà óæå íåòðóäíî âûâåñòè è ÿâíóþ ôîðìóëó

χCd
(q) = q

(
(q − 1)d−1 − (q − 1)d−2 ± . . .

)
= (q − 1)d + (−1)d(q − 1).

Îïðåäåëèì òåïåðü êîíôèãóðàöèþ ãèïåðïëîñêîñòåé, ñâÿçàííóþ ñ ãðàôîì G.

Îïðåäåëåíèå (Ãðàôîâûå êîíôèãóðàöèè). Ðàññìîòðèì ãðàôG è ñâÿæåì ñ íèì íåêîòîðóþ
êîíôèãóðàöèþ ãèïåðïëîñêîñòåé AG. Äëÿ ýòîãî ïåðåíóìåðóåì âñå âåðøèíû ãðàôà êàê v1,
. . . , vd, òàê ÷òî âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòàì x1, . . . , xd ïðîñòðàíñòâà R

d. Òåïåðü
êàæäîìó ðåáðó e ∈ E(G), ñîåäèíÿþùåìó âåðøèíû vi è vj, ñîïîñòàâèì ãèïåðïëîñêîñòü He

â Rd, çàäàííóþ óðàâíåíèåì xi = xj. Íàáîð òàêèõ ãèïåðïëîñêîñòåé îáîçíà÷èì ÷åðåç AG è
íàçîâåì ãðàôîâîé êîíôèãóðàöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàôó G.

Ìû òåïåðü ìîæåì óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ãðàôà è õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàôîâîé êîíôèãóðàöèè.
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Òåîðåìà. Äîïóñòèì, ÷òî â ãðàôå G íåò íè ïåòåëü, íè êðàòíûõ ðåáåð. Õðîìàòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ãðàôà G ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì êîíôèãóðàöèè AG.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî ãðàôà â ñàìîì äåëå
ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. Áîëåå òîãî, ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò âèä χG(q) = qd−nqd−1+ . . . , ãäå
n � ÷èñëî ðåáåð â ãðàôå G. ×òî äåëàòü ñ ïåòëÿìè è êðàòíûìè ðåáðàìè, ìû óæå îáñóæäàëè
âûøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãëàâíîå, íà ÷òî íóæíî îáðàòèòü âíèìàíèå � ýòî íà òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî êîíôèãóðàöèÿ AG ìîæåò áûòü îïðåäåëåíåíà íå òîëüêî íàä ëþáûì ïîëåì, íî è âîîáùå
íàä ëþáûì ìíîæåñòâîì, ïîñêîëüêó â åå îïðåäåëåíèè íå ôèãóðèðóþò íèêàêèå àëãåáðàè÷å-
ñêèå îïåðàöèè, êðîìå îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AG(q) êîíôèãóðàöèþ â Zd

q ,
çàäàííóþ òî÷íî òàê æå, êàê è AG, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî âñå êîîðäèíàòû ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ â Zq, âìåñòî òîãî ÷òîáû áûòü äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Äëÿ êàæäîãî êîíêðåò-
íîãî q ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Zd

q \
⋃

AG(q) ñîîòâåòâóþò ïðàâèëüíûì ðàñêðàñêàì ãðàôà G,
à çíà÷èò êîëè÷åñòâî ýòèõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ χG(q). Åñëè îáîçíà÷èòü õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí êîíôèãóðàöèè AG ÷åðåç χ(q), òî ìû ïîëó÷èëè χ(q) = χG(q) äëÿ êàæäîãî
êîíêðåòíîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî q. Íî îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ. □

2.4. Ðåêóðñèÿ òèïà ¾óäàëåíèå � ñõëîïûâàíèå¿. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA
êîíôèãóðàöèè A ìîæåò áûòü îïèñàí ðåêóðñèâíî. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì îäíó èç ãèïåð-
ïëîñêîñòåé H ∈ A. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ìåíüøóþ êîíôèãóðàöèþ A \ {H}, ïîëó÷åí-
íóþ èç A óäàëåíèåì ãèïåðïëîñêîñòè H. À êðîìå òîãî, ìîæíî ðàññìîòðåòü êîíôèãóðàöèþ
A|H â ãèïåðïëîñêîñòè H � ýòà êîíôèãóðàöèÿ èìååò ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü. Îáå êîíôèãó-
ðàöèè A \ {H} è A|H â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïðîùå, ÷åì A. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ñìûñë
ñâîäèòü âû÷èñëåíèå òåõ èëè èíûõ âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ êîíôèãóðàöèåé A, ê âû÷èñëåíèþ
òåõ æå âåëè÷èí äëÿ A \ {H} è A|H . Â êà÷åñòâå ãëàâíîãî è õàðàêòåðíîãî ïðèìåðà, ìû
ðàññìîòðèì ðåêóðñèâíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
×òîáû óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ, ïîëîæèì A′ := A\{H} è A′′ := A|H , à ñîîòâåòñòâóþùèå

ýòèì êîíôèãóðàöèÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç χ′ è χ′′,
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, ñîãëàñíî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè,

µ(
⋃

A) = µ(
⋃

A′ ∪H) = µ(
⋃

A′) + µ(H \
⋃

A′).

Â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ýòî ðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê χ = χ′ −
χ′′. Ýòî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïî èíäóêöèè.

Ïðèìåð (Óäàëåíèå è ñõëîïûâàíèå â òåîðèè ãðàôîâ). Äëÿ ñëó÷àÿ ãðàôîâîé êîíôèãóðàöèè
A = AG ïðîèçâîäíûå êîíôèãóðàöèè A′ è A′′ òîæå èìåþò ÿñíûé ñìûñë â òåðìèíàõ òåîðèè
ãðàôîâ. Ðàññìîòðèì ðåáðî e ∈ E(G), è ïîñòðîèì äâà íîâûõ ãðàôà ïî G è e. Âî-ïåðâûõ,
ìîæíî îáðàçîâàòü ãðàô G′, ïîëó÷åííûé èõ G óäàëåíèåì ðåáðà e. À âî-âòîðûõ, íîâûé ãðàô
G′′ ìîæíî ïîëó÷èòü, ñõëîïíóâ ðåáðî e â òî÷êó, òî åñòü óäàëèâ ýòî ðåáðî è îòîæäåñòâèâ
ìåæäó ñîáîé åãî êîíöû. Òîæäåñòâî χ(q) = χ′(q)−χ′′(q) äëÿ õðîìàòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â
íàøåì ñëó÷àå íàçûâåòñÿ ðåêóðñèåé óäàëåíèÿ � ñõëîïûâàíèÿ. Ìû ýòó ðåêóðñèþ ôàêòè÷åñêè
óæå èñïîëüçîâàëè, êîãäà ñ÷èòàëè õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ Cd.

Â îáùåì ñëó÷àå, òî åñòü ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîèçâîëüíûì êîíôèãóðàöèÿì ãèïåðïëîñêî-
ñòåé â Rd, ìû òåïåðü ìîæåì îáîñíîâàòü îáùèå ôîðìóëû Çàñëàâñêîãî.

Òåîðåìà (Çàñëàâñêèé). Ïóñòü A � íåïóñòàÿ êîíôèãóðàöèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd, à χ �
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýòîé êîíôèãóðàöèè. Òîãäà ÷èñëî îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè
A ðàâíî (−1)dχ(−1), à ÷èñëî îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ðàâíî (−1)dχ(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ, ñîñòîÿùóþ èç îäíîé åäèíñòâåííîé
ãèïåðïëîñêîñòè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí òàêîé êîíôèãóðàöèè ðàâåí qd− qd−1. Åãî
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çíà÷åíèå â òî÷êå q = −1 ðàâíî (−1)d2, à çíà÷åíèå â òî÷êå q = 1 ðàâíî íóëþ. Ýòî ñîîòâåò-
ñòâóåò òîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ êîíôèãóðàöèÿ èìååò 2 îáëàñòè è íå èìååò îãðàíè÷åííûõ
îáëàñòåé. Áóäåì òåïåðü âåñòè èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ãèïåðïëîñêîñòåé; îñíîâàíèå èíäóêöèè
ìû óæå ïðîâåðèëè.
Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî d > 2, ïîñêîëüêó ñëó÷àé d = 2 ìû óæå îáñóäèëè, à ñëó÷àé d =

1 î÷åâèäåí. Ïóñòü A � êîíôèãóðàöèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì îäíó
ãèïåðïëîñêîñòü H ∈ A; ïîëó÷èì äâå äðóãèå êîíôèãóðàöèè A′ := A\{H} è A′′ := A|H , äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ′, χ′′ ñîîòâåòñòâóþùèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, χ = χ′ − χ′′. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî (−1)dχ(−1) = (−1)dχ′(−1)+(−1)d−1χ′′(−1); òàêèì îáðàçîì, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî f0 =
f ′
0+ f ′′

0 (êîëè÷åñòâî øòðèõîâ ó f0 î÷åâèäíûì îáðàçîì ññûëàåòñÿ íà âûáîð êîíôèãóðàöèè).
Â ñàìîì äåëå, ïëîñêîñòü H ðàçáèâàåò ðîâíî f ′′

0 îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè A′ íà äâå îáëàñòè
êàæäóþ.
Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé, êî-

òîðàÿ ñâîäèòñÿ ê f b
0 = f b

0
′
+f b

0
′′
. Â ñàìîì äåëå, êàæäàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êîíôèãóðàöèè

A′′ ëèáî äåëèò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü êîíôèãóðàöèè A′ íà äâå îãðàíè÷åííûå ÷àñòè, ëèáî
äåëèò íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü êîíôèãóðàöèèA′ íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ îãðàíè÷åí-
íà, à äðóãàÿ íåò. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå, êàæäàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü êîíôèãó-
ðàöèèA′′ îòâå÷àåò çà ïðèáàâëåíèå åäèíèöû ê ÷èñëó îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè
A′. Íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè êîíôèãóðàöèè A′ íè÷åãî â ýòîì ñìûñëå íå äîáàâëÿþò. □

Ìíîãî÷ëåí π(q) := (−1)dχ(−q) íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ïóàíêàðå. Ðàçóìååòñÿ, îí íåñåò
íå áîëüøå è íå ìåíüøå èíôîðìàöèè, ÷åì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, íî èíîãäà ðàñ-
ñìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå îêàçûâàåòñÿ óäîáíåå. Íàïðèìåð, òåîðåìà Çàñëàâñêîãî
âûðàæàåò ÷èñëî îáëàñòåé è ÷èñëî îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé êàê îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ
ìíîãî÷ëåíà Ïóàíêàðå. Çàïèøåì π(q) â âèäå

π(q) = h0 + h1q + · · ·+ hd−1q
d−1 + qd.

Êîýôôèöèåíòû hk ìíîãî÷ëåíà Ïóàíêàðå îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûé h-âåêòîð êîíôèãóðà-
öèè. Ñîãëàñíî óñòàíîâëåííîìó âûøå, hd−1 ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ãèïåðïëîñêîñòåé.
Ðåêóðñèÿ χ = χ′ − χ′′ ñîîòâåòñòâóåò ðåêóðñèè π = π′ + π′′ â òåðìèíàõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóàíêàðå π, π′, π′′ êîíôèãóðàöèé A, A′, A′′, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå. Êîìïîíåíòû h-âåêòîðà íåîòðèöàòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, çíàêè êîýô-
ôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åðåäóþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ñëó÷àÿ ïóñòîé êîíôèãóðàöèè (π(q) = qd) â
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d, à òàêæå äëÿ ðàçìåðíîñòè d = 0. Òåïåðü äîñòàòî÷íî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ôîðìóëîé π = π′ + π′′, ïðåäïîëîæèâ ïî èíäóêöèè, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
êîíôèãóðàöèé A′ è A′′. Ìíîãî÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè èìååò íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû,
êàê ñóììà äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. □

Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà π(q) îáðàçóþò óíèìîäàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî åñòü
ñíà÷àëà íåñòðîãî âîçðàñòàþò, äîõîäÿò äî íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïîñëå ÷åãî
íåñòðîãî óáûâàþò. Ýòî òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Õî Äæóí È [5], çàêðûëà äàâíî ñòîÿâøóþ
îòêðûòóþ ãèïîòåçó, è ýòî åùå îäèí ðåçóëüòàò â ñåðèè áëåñòÿùèõ äîñòèæåíèé Õî Äæóí È,
çà êîòîðûå åìó áûëà âðó÷åíà ôèëäñîâñêàÿ ìåäàëü.

ss:VG
2.5. Àëãåáðà Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà (1987). Åñëè S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ZS ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé íà X ñî çíà÷åíèÿìè â öåëûõ ÷èñëàõ. Çàìåòèì, ÷òî
ZS � íå ïðîñòî ìíîæåñòâî; îíî íåñåò äîïîëíèòåëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, à èìåí-
íî, ôóíêöèè ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è ïåðåìíîæàòü, ïðè÷åì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ,
âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿþò ïðèâû÷íûì àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàì.
Òàêóþ ñòðóêòóðó íàçûâàþò ñòðóêòóðîé àëãåáðû íàä Z. Äåëèòü ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ôóíêöèè ìîãóò ïðèíèìàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ.
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Îïðåäåëåíèå (Àëãåáðà Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà [2]). Ïóñòü A � êîíôèãóðàöèÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòåé â Rd. Ðàññìîòðèì àëãåáðó V âñåõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â Z íà ìíîæåñòâå âñåõ
îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè A. Ýòà àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà.

Ìíîæåñòâî âñåõ îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè A � ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî; îíî ñîñòîèò èç
f0 ýëåìåíòîâ. Ôóíêöèè íà ýòîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ìîæíî òàêæå ïîíèìàòü êàê ëîêàëüíî
ïîñòîÿííûå ôóíêöèè íà Rd \

⋃
A, òî åñòü êàê ôóíêöèè íà Rd \

⋃
A, ïîñòîÿííûå íà êàæäîé

îáëàñòè êîíôèãóðàöèè A. Êðîìå òîãî, ìîæíî ýòè ôóíêöèè êàê óãîäíî äîîïðåäåëèòü íà
ìíîæåñòâå

⋃
A è ñ÷èòàòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î ôóíêöèÿõ, îïðåäåëåííûõ íà âñåì Rd, ïðè÷åì

ôóíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî íà
⋃

A, ñëåäóåò ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè.

Îïðåäåëåíèå (Ôóíêöèè Õýâèñàéäà). Ãèïåðïëîñêîñòü äåëèò ïðîñòðàíñòâî Rd íà äâà ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà. Çàäàòü êîîðèåíòàöèþ ãèïåðïëîñêîñòè H � âñå ðàâíî ÷òî âûáðàòü îäíî
èç äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ â Rd \H è íàçâàòü åãî ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíîé îòíîñèòåëüíî
H, à âòîðîå ïîëóïðîñòðàíñòâî íàçâàòü îòðèöàòåëüíîé ñòîðîíîé. Äëÿ êàæäîé ãèïåðïëîñ-
êîñòè H ∈ A ñ ôèêñèðîâàííîé êîîðèåíòàöèåé îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ θH , ðàâíàÿ åäèíèöå
ïî ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó îò H è íóëþ ïî îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó. Ýòà ôóíêöèÿ íàçû-
âàåòñÿ ôóíêöèåé Õýâèñàéäà îòíîñèòåëüíî H. ×åìó ðàâíà ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà íà ñàìîé
ãèïåðïëîñêîñòè H ñîâåðøåííî íå âàæíî, ïîñêîëüêó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü θH êàê ýëå-
ìåíò àëãåáðû V . Ïîñëåäíåå çàêîííî, òàê êàê ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà, êîíå÷íî, ïîñòîÿííà íà
êàæäîé îáëàñòè êîíôèãóðàöèè A.

Ôóíêöèè Õýâèñàéäà ñîñòàâëÿþò íàáîð îáðàçóþùèõ àëãåáðû V â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Ïðåäëîæåíèå. Ëþáóþ ôóíêöèþ f ∈ V ìîæíî çàïèñàòü êàê P (θH1 , . . . , θHn), ãäå P �
ìíîãî÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ, à H1, . . . , Hn � âñå ãèïåðïëîñêîñòè êîíôèãóðàöèè A, ïðè÷åì
äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ãèïåðïëîñêîñòåé âûáðàíà è çàôèêñèðîâàíà êîîðèåíòàöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì âñå îáëàñòè êîíôèãóðàöèè A ÷åðåç e1, . . . , efd . Äëÿ êàæäîé
îáëàñòè ei, ââåäåì èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ 1i ∈ V , ðàâíóþ åäèíèöå íà ei è íóëþ íà âñåõ
îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ êîíôèãóðàöèè A. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ V ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

f = f(e1)11 + . . . f(efd)1fd ,

ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ôóíêöèè 1i.
Åñëè H± � îäíà è òà æå ãèïåðïëîñêîñòü, íî ñ ðàçíûìè êîîðèåíòàöèÿìè, òî θH+ +θH− =

1. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè Õýâèñàéäà ãèïåðïëîñêîñòåé èç A, âçÿòûõ ñ ïðîèçâîëüíûìè
êîîðèåíòàöèÿìè, âûðàæàþòñÿ èñêîìûì îáðàçîì ÷åðåç ôóíêöèè Õýâèñàéäà θ1, . . . , θn êî-
îðèåíòèðîâàííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé H1, . . . , Hn, ñîîòâåòñòâåííî. Çàôèêñèðóåì ei; äîñòàòî÷-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ei ëåæèò ïî ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó îò êàæäîé èç ãèïåðïëîñêîñòåé H1,
. . . , Hn. Íî â òàêîì ñëó÷àå 1i = θ1 . . . θn. □

Äëÿ âñÿêîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî k, îïðåäåëèì V⩽k êàê ïîäìíîæåñòâî â V , ñîñòî-
ÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè ⩽ k îò ôóíêöèé Õýâèñàéäà.
Ýòî ïîäìíîæåñòâî � àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà â V â òîì ñìûñëå, ÷òî ñëîæåíèå è âû÷èòà-
íèå íå âûâîäèò çà ïðåäåëû ýòîé ïîäãðóïïû; îäíàêî óìíîæåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, âûâîäèò.
Åñëè êàêóþ-òî ôóíêöèþ èç V ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k, òî åå æå ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü è ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k + 1, ÷òî ñëåäóåò èç óæå óïîìÿíóòîãî ðàâåíñòâà
θH+ + θH− = 1. Ïîýòîìó ïîäãðóïïû V⩽k ìîæíî òàêæå îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ñîñòîÿùèå èç
âñåõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè k. Ãðóïïû V⩽k âëîæåíû äðóã â äðóãà:

V⩽0 ⊂ V⩽1 ⊂ · · · ⊂ V⩽d ⊂ . . . ,

òî åñòü, êàê ãîâîðÿò, îáðàçóþò ôèëüòðàöèþ. Áóäåì íàçûâàòü åå ñòåïåííîé ôèëüòðàöèåé.

Îïðåäåëåíèå (Ôàêòîðû). Ïóñòü A � àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî åñòü òàêîå ìíîæå-
ñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîæíî ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü, ïðè÷åì ýòè îïåðàöèè óäîâëå-
òâîðÿþò ïðèâû÷íûì ñâîéñòâàì, âêëþ÷àÿ êîììóòàòèâíîñòü (ïåðåìåñòèòåëüíîå ñâîéñòâî)
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ñëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó B ⊂ A, òî åñòü ïîäìíîæåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ. Ôàêòîðãðóïïà A/B ïîëó÷àåòñÿ èç A îòîæäåñòâëåíèåì âñåõ ýëå-
ìåíòîâ èç B ñ íóëåì. Áîëåå ôîðìàëüíî, ýëåìåíòàìè ôàêòîðãðóïïû A/B ñëóæàò êëàññû
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

a ∼ a′ ⇔ a− a′ ∈ B.

Êëàññû ýëåìåíòîâ a + a′ è a − a′ çàâèñÿò òîëüêî îò êëàññà ýëåìåíòà a è êëàññà ýëåìåíòà
a′, è ïî ýòîé ïðè÷èíå íà ìíîæåñòâå A/B êîððåêòíî îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
âû÷èòàíèÿ.

Âîçâðàùàÿñü ê àëãåáðå Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôàêòîðû ñòåïåí-
íîé ôèëüòðàöèè êàê

Vk := V⩽k/V<k, V<k := V⩽k−1.

Ìû çäåñü ïîëàãàåì V0 := V⩽0, òî åñòü ÷òî V<0 = {0}. Ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè h-âåêòîðà
è àëãåáðîé Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé, äîêàçàòåëüñòâî êîòî-
ðîé ìû îòëîæèì äî ñëåäóþùåãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ ãèïåðïëîñêîñòåé A â Rd è ñîîòâåòñòâóþùóþ àë-
ãåáðó Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà. Ôàêòîð Vk ñòåïåííîé ôèëüòðàöèè èçîìîðôåí ãðóïïå ôóíêöèé
íà ìíîæåñòâå èç hd−k ýëåìåíòîâ.

Äâå ãðóïïû èçîìîðôíû, åñëè ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì ñóììà ïåðåõîäèò â ñóììó. Ñàìî ýòî ñîîòâåòñòâèå íàçûâàåòñÿ
(ãðóïïîâûì) èçîìîðôèçìîì. Áîëåå îáùåå ïîíÿòèå � ãîìîìîðôèçì ãðóïï (èëè ãðóïïîâîé
ãîìîìîðôèçì); ýòî îòîáðàæåíèå f : A → B ìåæäó ãðóïïàìè, êîòîðîå ñëîæåíèå ïåðåâîäèò
â ñëîæåíèå, òî åñòü f(a + a′) = f(a) + f(a′) äëÿ ëþáûõ a, a′ ∈ A. Èçîìîðôèçì, òàêèì
îáðàçîì, ýòî ãîìîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî áèåêöèåé.
Ýòà òåîðåìà, âî-ïåðâûõ, äàåò áîëåå êîíöåïòóàëüíîå îáúÿñíåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè êîì-

ïîíåíò h-âåêòîðà. À âî-âòîðûõ, ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû Çàñëàâñêîãî òîæå ìîæåò áûòü îáú-
ÿñíåíà ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîé ôèëüòðàöèè àëãåáðû V è ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû. Åñëè
ãðóïïà A èçîìîðôíà ãðóïïå ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå èç r ýëåìåíòîâ, òî ãîâîðÿò, ÷òî A �
ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà r (ïèøóò rk(A) = r). Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî A äîïóñêàåò
ôèëüòðàöèþ A⩽0 ⊂ · · · ⊂ A⩽d = A, ó êîòîðîé ôàêòîðû Ak := A⩽k/A⩽k−1 òîæå ÿâëÿ-
þòñÿ ñâîáîäíûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè ðàíãîâ rk. Â ýòîì ñëó÷àå íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
r = r0 + · · · + rd. Ïðèìåíÿÿ ýòî îáùåå íàáëþäåíèå ê ñòåïåííîé ôèëüòðàöèè àëãåáðû V è
ïîëüçóÿñü òåîðåìîé, ïîëó÷àåì, ÷òî π(1) = h0 + · · · + hd ðàâíî ðàíãó ãðóïïû V , òî åñòü f2
(âñïîìíèì, ÷òî V � ýòî àëãåáðà ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå èç f2 ýëåìåíòîâ).

Çàìå÷àíèå. Ãðóïïà âñåõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå èç r ýëåìåíòîâ ñî çíà÷åíèÿìè â Z èçî-
ìîðôíà ãðóïïå Zr, ñîñòîÿùåé èç íàáîðîâ öåëî÷èñëåííûõ êîîðäèíàò äëèíû r, ñ ïîêîîðäè-
íàòíûì ñëîæåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, V , êàê ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, èçîìîðôðíà ãðóïïå Zfd . À
ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî Vk èçîìîðôíà ãðóïïå Z

hd−k .

3. Ñòðóêòóðà àëãåáðû Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà

Ìû òåïåðü áîëåå âíèìàòåëüíî ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó àëãåáðû Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà â
òîì ñëó÷àå, êîãäà d = 2, òî åñòü A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíôèãóðàöèþ ïðÿìûõ íà ïëîñ-
êîñòè. Íàø ïîäõîä ê îïèñàíèþ àëãåáðû V � òîïîëîãè÷åñêèé. Âîîáùå, òîïîëîãèÿ èçó÷à-
åò íàèáîëåå ãðóáûå ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð � òàêèå, êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ ïðè
èñêàæåíèè ðàçìåðîâ è ïðîïîðöèé, à ìåíÿþòñÿ òîëüêî ïðè ðàçðûâàõ è ñêëåéêàõ. Åñëè
íåïðåðûâíî äåôîðìèðîâàòü ôèãóðó, íå äîïóñêàÿ íè ðàçðûâîâ, íè ñêëåèâàíèÿ, òî áóäóò
ïîëó÷àòüñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå èëè, êàê åùå ãîâîðÿò, ãîìåîìîðôíûå ôèãóðû.
Î÷åíü ÷àñòî òîïîëîãè íå äåëàþò ðàçíèöû ìåæäó ãîìåîìîðôíûìè ôèãóðàìè, íàïðèìåð,
ìåæäó îêðóæíîñòüþ è êàðäèîèäîé (çàìêíóòîé êðèâîé â âèäå ñåðäå÷êà).
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ss:surv
3.1. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ. Ôàêòîðû àëãåáðû Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà ìîãóò áûòü îïèñàíû
îòíîñèòåëüíî ÿâíî. ×òîáû ñîðèåíòèðîâàòü ÷èòàòåëÿ, ïðèâåäåì ýòî îïèñàíèå ñðàçó, à äî-
êàçàòåëüñòâà è íåîáõîäèìûå äëÿ íèõ òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè èçëîæèì ïîçæå. Ìû
âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî d = 2, òî åñòü ðàññìàòðèâàåì êîíôèãóðàöèþ A ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè.
Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà ñíàáæåíà ñòåïåííîé ôèëüòðàöèåé, òî åñòü

ôèëüòðàöèåé ïî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ, â êîòîðûå ïîäñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèè Õýâèñàéäà. Â
íàøåì äâóìåðíîì ñëó÷àå ñòåïåííàÿ ôèëüòðàöèÿ âûãëÿäèò òàê:

V0 = V⩽0 ⊂ V⩽1 ⊂ V⩽2 = V .
Ðàâåíñòâà V⩽2 = V ìû, âïðî÷åì, åùå íå óñòàíîâèëè. Ýòî ñîäåðæàòåëüíîå è èíòåðåñíîå
óòâåðæäåíèå: îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ íà 2-êëåòêàõ ïîëó÷àåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí îò
ôóíêöèé Õýâèñàéäà ñòåïåíè íå âûøå 2. Î÷åâèäíî, ãðóïïà V0 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé è, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôíà ãðóïïå Z. Ñëåäóþùèé ÷ëåí ñòåïåííîé
ôèëüòðàöèè V⩽1 ñîñòîèò èç òàêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñòîÿííûé
÷ëåí ïëþñ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé Õýâèñàéäà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ôàê-
òîðå V1 := V⩽1/V⩽0 ïîñòîÿííûì ÷ëåíîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ îïèñàíèÿ ãðóïïû V1 íàì
ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå êîîðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå (Êîîðèåíòàöèÿ). Ïðÿìàÿ L äåëèò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè. Åñëè
âûáðàíà îäíà èç ýòèõ äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé è íàçâàíà ïîëîæèòåëüíîé, òî ãîâîðÿò, ÷òî çà-
äàíà êîîðèåíòàöèÿ ïðÿìîé L. Êîãäà êàêàÿ-ëèáî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà ëåæèò â ïîëîæè-
òåëüíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé L, ãîâîðÿò, ÷òî îíà ëåæèò ïî ïîëîæèòåëü-
íóþ ñòîðîíó îò L. Îïðåäåëèì êîîðèåíòèðîâàííóþ ïðÿìóþ êàê ïðÿìóþ ñ ôèêñèðîâàííîé
êîîðèåíòàöèåé. Âñÿêàÿ ïðÿìàÿ, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåò äâå ðàçëè÷íûå êîîðèåíòèðî-
âàííûå ïðÿìûå, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî âûáîðîì êîîðèåíòàöèè.

Ôóíêöèÿ g íà ìíîæåñòâå êîîðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè A ñî çíà÷åíèÿìè
â Z íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé, åñëè îíà ìåíÿåò çíàê êàæäûé ðàç, êîãäà êîîðèåíòàöèÿ
ïðÿìîé ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Îáîçíà÷èì ãðóïïó âñåõ çíàêîïåðåìåííûõ ôóíê-
öèé íà êîîðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìûõ èç A ñî çíà÷åíèÿìè â Z ÷åðåç F1. Ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ,
ðàçóìååòñÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â ïîòî÷å÷íîì ñëîæåíèè ôóíêöèé. Åñëè A ñîñòîèò èç n ïðÿìûõ,
òî, ÷òîáû çàäàòü ôóíêöèþ èç F1, äîñòàòî÷íî âûáðàòü íà âñåõ ïðÿìûõ A êîîðèåíòàöèè
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è çàäàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ïîëó÷åííûõ êîîðèåíòèðîâàííûõ
ïðÿìûõ. Òàêèì îáðàçîì, çàôèêñèðîâàâ êîîðèåíòàöèè ó âñåõ ïðÿìûõ èç A, ìû ïîëó÷àåì
èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïîé F1 è ãðóïïîé Zn. Âàæíî, îäíàêî, ïîìíèòü, ÷òî ýòîò èçîìîð-
ôèçì ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáðàííûõ êîîðèåíòàöèé.

Òåîðåìà. Ïåðâûé ôàêòîð V1 := V⩽1/V⩽0 àëãåáðû Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà êàíîíè÷åñêè èçî-
ìîðôåí ïðîñòðàíñòâó F1. Ñëåäîâàòåëüíî, rk(V1) = n.

Èçîìîðôèçì óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò èç ãðóïïû V1, ïðåäñòàâ-
ëåííûé ôóíêöèåé f ∈ V⩽1. Ïî îïðåäåëåíèþ ñòåïåííîé ôèëüòðàöèè, f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé Õýâèñàéäà, ïëþñ êîíñòàíòà. Äëÿ êàæäîé êîîðèåíòèðî-
âàííîé ïðÿìîé L ∈ A îïðåäåëåí ñêà÷îê, êîòîðûé çíà÷åíèå ôóíêöèè f ñîâåðøàåò ïðè
ïåðåõîäå èç îòðèöàòåëüíîé ñòîðîíû â ïîëîæèòåëüíóþ. Ýòîò ñêà÷îê êîððåêòíî îïðåäåëåí
âî âñåõ òî÷êàõ ïðÿìîé L, êðîìå âåðøèí êîíôèãóðàöèè, è ïîñòîÿíåí âäîëü L. ßñíî, ÷òî
ïðè ñìåíå êîîðèåíòàöèè ïðÿìîé L ñêà÷îê ìåíÿåò çíàê. Âîò ìû è ïîëó÷àåì çíàêîïåðåìåí-
íóþ ôóíêöèþ g íà êîîðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìûõ èç A. Ïðî ïåðåõîä îò f ê g ìîæíî äóìàòü
êàê ïðî äèñêðåòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.
Äëÿ îïèñàíèÿ âòîðîãî ôàêòîðà V2, íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàññìàòðèâàòü îðèåíòèðîâàííûå

ôëàãè.

Îïðåäåëåíèå (Îðèåíòèðîâàííûå ôëàãè). Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ L ∈ A è íåêîòîðóþ âåð-
øèíó a ∈ L êîíôèãóðàöèè A; ïàðà (a, L) íàçûâàåòñÿ ôëàãîì êîíôèãóðàöèè A. Îðèåíòè-
ðîâàííûé ôëàã [a, L] íàøåé êîíôèãóðàöèè � ýòî ôëàã (a, L), ñíàáæåííûé îðèåíòàöèåé
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ïðÿìîé L (=íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ âäîëü ýòîé ïðÿìîé), à òàêæå êîîðèåíòàöèåé ïðÿ-
ìîé L â R2. Îðèåíòèðîâàííûé ôëàã çàäàåò òàêæå îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè. À èìåííî, åñëè
ìû äâèæåìñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè âäîëü ïðÿìîé L, è âäðóã ðåøèëè ¾ñîéòè ñ
äåñòàíöèè¿, ïîâåðíóâ â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó îòíîñèòåëüíî L, òî ìû òåì ñàìûì ñîâåð-
øèì ïîâîðîò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Åñëè æå ìû çíàåì, ÷òî òàêîå ïîëîæèòåëüíîå
íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ, òî ìû çíàåì îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè.

Ôóíêöèÿ g íà îðèåíòèðîâàííûõ ôëàãàõ êîíôèãóðàöèè A íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé,
åñëè, êàæäûé ðàç, êàê ó L ìåíÿåòñÿ ëèáî îðèåíòàöèÿ, ëèáî êîîðèåíòàöèÿ (íî ÷òî-òî îä-
íî!), çíà÷åíèå g[a, L] ìåíÿåò çíàê. Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì, ìîæíî åùå òàê ñêàçàòü: äëÿ
çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèè g, çíà÷åíèå g[a, L] çàâèñèò òîëüêî îò ãåîìåòðè÷åñêîãî ôëàãà
(a, L) è îò îðèåíòàöèè ïëîñêîñòè, êîòîðóþ îïðåäåëÿåò ôëàã [a, L]; îáðàùåíèå îðèåíòàöèè
ïëîñêîñòè âëå÷åò îáðàùåíèå çíàêà ó g[a, L]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F2 àääèòèâíóþ ãðóïïó âñåõ
çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé íà îðèåíòèðîâàííûõ ôëàãàõ êîíôèãóðàöèè A ñî çíà÷åíèÿìè
â öåëûõ ÷èñëàõ.

Òåîðåìà. Ãðóïïà V2 êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíà ïîäãðóïïå â F2, îáðàçîâàííîé âñåìè ôóíêöè-
ÿìè g ∈ F2, òàêèìè, ÷òî, äëÿ ëþáîé âåðøèíû a, ñóììà çíà÷åíèé g[a, L] ïî âñåì ïðÿìûì
L ∋ a ðàâíà íóëþ. Â ýòîé ñóììå, äëÿ êàæäîé èç ïðÿìûõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàäàåòñÿ
êîîðèåíòàöèÿ, à îðèåíòàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû èç âñåõ ôèãóðèðóþùèõ â ñóììå
îðèåíòèðîâàííûõ ôëàãîâ [a, L] ïîëó÷àëàñü îäíà è òà æå îðèåíòàöèÿ ïëîñêîñòè.

Óêàçàííîå â òåîðåìå ñîîòíîøåíèå íà ôóíêöèþ g ∈ F2, ñâÿçàííîå ñ âåðøèíîé a, íàçûâà-
åòñÿ çàêîíîì âçàèìíîñòè â âåðøèíå a. Òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ôàêòîðãðóïïó V2 ìîæ-
íî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäãðóïïîé â F2. À èìåííî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V2 ⊂ F2 ñîñòîèò èç òåõ
çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé íà îðèåíòèðîâàííûõ ôëàãàõ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàêîíàì
âçàèìíîñòè ïî âñåõ âåðøèíàõ êîíôèãóðàöèè. ×òîáû âëîæèòü ôàêòîðãðóïïó V2 = V/V⩽1

â F2, íóæíî îïðåäåëèòü òàêîé ãîìîìîðôèçì èç V â F2, êîòîðûé îòïðàâëÿë áû â íóëü
âñå ôóíêöèè èç V⩽1. Ýòîò èñêîìûé ãîìîìîðôèçì ñîñòîèò, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, âî âçÿòèè
âòîðîé äèñêðåòíîé ïðîèçâîäíîé. Íà÷íåì ñ ôóíêöèè f ∈ V è ñíà÷àëà ïîñòðîèì ôóíêöèþ
f ′, îïðåäåëåííóþ íà êàæäîé êîîðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé, êðîìå âåðøèí � ýòî òà æå ñàìàÿ
ôóíêöèÿ, ïåðâàÿ äèñêðåòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f , êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàëè âûøå.
Ïîñêîëüêó ìû òåïåðü íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f ∈ V⩽1, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, f ′ ïðèíèìàåò
ðàçíûå çíà÷åíèÿ íà ðàçíûõ 1-êëåòêàõ îäíîé è òîé æå ïðÿìîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f ′

L îãðà-
íè÷åíèå ôóíêöèè f ′ íà êîîðèåíòèðîâàííóþ ïðÿìóþ L; ïðè îáðàùåíèè êîîðèåíòàöèè ó L
ôóíêöèÿ f ′

L ìåíÿåò çíàê.
Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ôëàã [a, L] è îïðåäåëèì çíà÷åíèå g[a, L] êàê ðàçíîñòü

f ′
L(a+) − f ′

L(a−), ãäå a± � ýòî òî÷êè ïðÿìîé L ïîáëèçîñòè îò a, âûáðàííûå òàê, ÷òî a+
íàõîäèòñÿ ïî ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó îò a â ñìûñëå âûáðàííîé îðèåíòàöèè ïðÿìîé L, à
òî÷êà a− íàõîäèòñÿ ïî îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ
ôóíêöèÿ g ∈ F2 îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∈ V⩽1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîîòâåòñòâèå f 7→ g îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå èçîìîðôíîå âëîæåíèå ãðóïïû V2 â ãðóïïó F2.
Òî, ÷òî îáðàç ýòîãî âëîæåíèÿ çàäàåòñÿ â òî÷íîñòè çàêîíàìè âçàèìíîñòè âî âñåõ âåðøèíàõ
êîíôèãóðàöèè, ìû äîêàæåì ïîçæå. À ñåé÷àñ îòìåòèì ïîëåçíîå ñëåäñòâèå èç ïðèâåäåííîãî
îïèñàíèÿ ãðóïïû V2. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü âñåì çàêîíàì âçàèìíîñòè, äîñòàòî÷íî çàäàòü
çíà÷åíèÿ g[a, L] äëÿ êàæäîé òî÷êè a è äëÿ âñåõ ïðÿìûõ L ∋ a, êðîìå îäíîé (òî, êàêóþ ïðÿ-
ìóþ ìû îïóñêàåì, ìîæåò çàâèñåòü îò òî÷êè a). Òîãäà âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâÿòñÿ èç çàêîíîâ âçàèìíîñòè. Ïîëó÷àåì òàêîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå. Âòîðîé ôàêòîð V2 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà
∑

a(νa − 1), ãäå ñóì-
ìèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì âåðøèíàì êîíôèãóðàöèè.

Îòñþäà ìîæíî � åùå ðàç, íî áîëåå êîíöåïòóàëüíî � âûâåñòè ôîðìóëó Çàñëàâñêîãî. Ñ
îäíîé ñòðîíû, ãðóïïà V èçîìîðôíà Zf2 , è, ñòàëî áûòü, èìååò ðàíã f2. À ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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Ðèñ. 5. Äâîéñòâåííûå êëåòêè äëÿ êîíôèãóðàöèè ïðÿìûõ èç ðèñ. 2 (îäíî-
ìåðíûå äâîéñòâåííûå êëåòêè ïîêàçàíû ïóíêòèðîì). Îñîáåííîñòü ýòîãî èçîá-
ðàæåíèÿ â òîì, ÷òî äâîéñòâåííûå 1-êëåòêè ïîêàçàíû êàê ïðÿìîëèíåéíûå
îòðåçêè; âîîáùå ãîâîðÿ, îíè íå îáÿçàíû áûòü îòðåçêàìè, à ìîãóò áûòü äâó-
çâåííûìè ëîìàíûìè. fig:dual

åå ðàíã ìîæíî ïîñ÷èòàòü êàê ñóììó ðàíãîâ ôàêòîðîâ:

f2 = rk(V) = rk(V⩽0) + rk(V1) + rk(V2) = 1 + n+
∑
a

(νa − 1).

3.2. Äâîéñòâåííûå êëåòêè. Êàê óæå îáñóæäàëîñü âûøå, êîíôèãóðàöèÿ A îïðåäåëÿ-
åò ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè íà êëåòêè ðàçìåðíîñòåé 0, 1 è 2. Íàì áóäåò óäîáíåå ðàáîòàòü ñ
äðóãèì, òàê íàçûâàåìûì äâîéñòâåííûì, ðàçáèåíèåì íà êëåòêè. Áóäåì íàçûâàòü êëåòêè
äâîéñòâåííîãî ðàçáèåíèÿ äâîéñòâåííûìè êëåòêàìè. Äâîéñòâåííûå k-êëåòêè âçàèìíî îä-
íîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿþòñÿ (2 − k)-êëåòêàì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíóòðè êàæäîé 2-êëåòêè
îòìåòèì ïî òî÷êå, è íàçîâåì îòìå÷åííóþ òî÷êó öåíòðîì êëåòêè. Åñëè êëåòêà îãðàíè÷åí-
íàÿ, òî ìîæíî, õîòÿ è íå îáÿçàòåëüíî, â êà÷åñòâå öåíòðà âçÿòü öåíòð ìàññ. Òàêæå îòìåòèì
ïî îäíîé òî÷êå â êàæäîé 1-êëåòêå, è íàçîâåì îòìå÷åííûå òî÷êè ñåðåäèíàìè 1-êëåòîê,
õîòÿ ýòî ìîæåò èìåòü äîñëîâíûé ñìûñë òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííûõ 1-êëåòîê, äëÿ êîòî-
ðûõ â ñàìîì äåëå ìîæíî îòìåòèòü òî÷êó ðîâíî ïîñåðåäèíå, à äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ êëåòîê
ýòî èìååò òîëüêî óñëîâíûé ñìûñë. Îòìå÷åííûå òî÷êè 2-êëåòîê ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ
äâîéñòâåííûìè 0-êëåòêàìè. Öåíòðû äâóõ ñîñåäíèõ 2-êëåòîê ìîæíî ñîåäèíèòü äâóçâåí-
íîé ëîìàíîé ñ âåðøèíàìè â ýòèõ äâóõ öåíòðàõ è åùå ïîñåðåäèíå ðåáðà, èíöèäåíòíîãî
îáåèì 2-êëåòêàì. Òàêèå ëîìàíûå áóäóò äâîéñòâåííûìè 1-êëåòêàìè. Êàæäàÿ äâîéñòâåí-
íàÿ 1-êëåòêà, òàêèì îáðàçîì, ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíñòâåííîé 1-êëåòêîé èñõîäíîãî ðàçáèåíèÿ.
Íàêîíåö, îáúåäèíåíèå âñåõ äâîéñòâåííûõ 0-êëåòîê è äâîéñòâåííûõ 1-êëåòîê ñîñòàâëÿåò
íåêîòîðóþ ñåòêó íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ êîòîðîé íàçûâà-
þòñÿ äâîéñòâåííûìè 2-êëåòêàìè. Â ëþáîé äâîéñòâåííîé 2-êëåòêå îêàæåòñÿ ðîâíî îäíà
0-êëåòêà èñõîäíîãî ðàçáèåíèÿ, è íàîáîðîò, âñÿêàÿ 0-êëåòêà ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîé
äâîéñòâåííîé 2-êëåòêå.
Îáðàòèòå âíèìàíèå: äâîéñòâåííûå êëåòêè ïîêðûâàþò íå âñþ ïëîñêîñòü, à òîëüêî íåêî-

òîðûé îãðàíè÷åííûé ìíîãîóãîëüíèê. Ýòîò ìíîãîóãîëüíèê íå îáÿçàí áûòü âûïóêëûì, íî
â íåì íåò íèêàêèõ ¾äûðîê¿, îí ãîìåîìîðôåí çàìêíóòîìó äèñêó; ñì. ðèñ. 5.
Ëþáàÿ äâîéñòâåííàÿ 0-êëåòêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó. Äâîéñòâåííûå 1-êëåòêè ãîìåî-

ìîðôíû èíòåðâàëàì, íå âêëþ÷àþùèì êîíöåâûõ òî÷åê � ÷òîáû óâèäåòü ýòîò ãîìåîìîð-
ôèçì, äîñòàòî÷íî êàæäóþ 1-êëåòêó ¾ðàñïðÿìèòü¿. À äâîéñòâåííûå 2-êëåòêè ÿâëÿþòñÿ
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îòêðûòûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè, òî åñòü ìíîãîóãîëüíèêàìè, ñîäåðæàùèìè âíóòðåííîñòü,
íî íå ñîäåðæàùèìè ãðàíè÷íûå ðåáðà è âåðøèíû. Ýòè ìíîãîóãîëüíèêè íå îáÿçàòåëüíî âû-
ïóêëû, íî òîïîëîãè÷åñêè îíè íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ; èíûìè
ñëîâàìè, îíè âñå ãîìåîìîðôíû îòêðûòîìó äèñêó. Êñòàòè ãîâîðÿ, k-êëåòêàìè âîîáùå ïðè-
íÿòî íàçûâàòü ôèãóðû, ãîìåîìîðôèíûå îòêðûòîìó k-ìåðíîìó äèñêó.

Îïðåäåëåíèå (Ãðóïïà C0). Îïðåäåëèì C0 = C0(A) êàê ãðóïïó âñåõ ôîðìàëüíûõ ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèé äâîéñòâåííûõ 0-êëåòîê ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ýòà ãðóïïà, êîíå÷íî, èçîìîðôíà ãðóïïå Zf2 , êàê è ãðóïïà V . Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ
ãðóïïîâîé èçîìîðôèçì ìåæäó C0 è V . Íàì îäíàêî, áóäåò ïîëåçíåé èìåòü äåëî íå ñ ýòèì
èçîìîðôèçìîì, à ñ ôóíêöèåé V × C0 → Z, ñîïîñòàâëÿþùåé êàæäîé ïàðå (f, α) ∈ V × C0

ñóììó ⟨f, α⟩ çíà÷åíèé ôóíêöèè f ïî âñåì òî÷êàì èç α, ïîñ÷èòàííûõ êàæäîå ñî ñâîåé
êðàòíîñòüþ, ðàâíîé êîýôôèöèåíòó, ñ êîòîðûì äàííàÿ òî÷êà âõîäèò â α. Íà ÿçûêå ôîðìóë,
åñëè α =

∑
b αbb, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì äâîéñòâåííûì 0-êëåòêàì b, òî ⟨f, α⟩ :=∑

b αbf(b). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f è α îðòîãîíàëüíû, åñëè ⟨f, α⟩ = 0. Äëÿ âñÿêîé ïîäãðóïïû
A ⊂ C0, îáîçíà÷èì ÷åðåç A⊥ ïîäãðóïïó â V , ñîñòîÿùóþ âñåõ f ∈ V ñî ñâîéñòâîì ⟨f, α⟩ = 0
äëÿ âñåõ α ∈ A. Ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì äî ãðóïïû A.
Íàì åùå ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ãðóïï. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè,

ýòè ãðóïïû ïîÿâëÿþòñÿ î÷åíü åñòåñòâåííûì îáðàçîì � îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðóïïû
êëåòî÷íûõ öåïåé. Õîòÿ îáùåå ïîíÿòèå êëåòî÷íîé öåïè ìû óòî÷íÿòü íå áóäåì, ïðèâåäåì
îïðåäåëåíèÿ êîíêðåòíûõ ãðóïï. Íà÷íåì ñ ãðóïïû C1, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
ãðóïïå C0, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì äâîéñòâåííûõ 1-êëåòîê âìåñòî äâîéñòâåííûõ 0-êëåòîê.
Åñëè âñå ýëåìåíòû ãðóïïû ìîæíî çàïèñàòü êàê öåëî÷èñëåííûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ, òî ÷ëåíû ýòîãî íàáîðà íàçûâàþòñÿ îáðàçó-
þùèìè ãðóïïû. Â ãðóïïå C0, íàïðèìåð, îáðàçóþùèìè áóäóò âñå äâîéñòâåííûå 0-êëåòêè,
ïðè÷åì ìåæäó ýòèìè îáðàçóþùèìè íåò íèêàêèõ íåòðèâèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé. À â ãðóï-
ïàõ C1, C2, îïðåäåëÿåìûõ íèæå, îáðàçóþùèìè ñëóæàò îðèåíòèðîâàííûå äâîéñòâåííûå
1-êëåòêè è, ñîîòâåòñòâåííî, îðèåíòèðîâàííûå äâîéñòâåííûå 2-êëåòêè.

Îïðåäåëåíèå (Ãðóïïû C1 è C2). Îïðåäåëèì C1 = C1(A) êàê ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèé îðèåíòèðîâàííûõ äâîéñòâåííûõ 1-êëåòîê ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè; ýòî
ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ. Ïîä îðèåíòàöèåé äâîéñòâåííîé 1-êëåòêè ïîíèìàåòñÿ âûáîð íàïðàâ-
ëåíèÿ íà íåé, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, óïîðÿäî÷åíèå êîíöîâ (îäèí èç êîòîðûõ, ñîãëàñíî
âûáðàííîìó óïîðÿäî÷åíèþ, èìåíóåòñÿ òåïåðü íà÷àëîì). Åñëè ó äâîéñòâåííîé 1-êëåòêè
ïîìåíÿòü îðèåíòàöèþ, òî ýòî âñå ðàâíî ÷òî ïîìåíÿòü çíàê. Êðîìå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è
ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàòèâíîñòè, äðóãèõ ñîîòíîøåíèé â ãðóïïå C1 íåò. Ãðóïïà C2 = C2(A),
ïî îïðåäåëåíèþ, ñîñòîèò èç öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îðèåíòèðîâàííûõ äâîé-
ñòâåííûõ 2-êëåòîê. Îðèåíòàöèÿ 2-êëåòêè � ýòî íàïðàâëåíèå îáõîäà åå ãðàíèöû. Àíàëî-
ãè÷íî ãðóïïå C1, îáðàùåíèå îðèåíòàöèè äâîéñòâåííîé 2-êëåòêè îçíà÷àåò ñìåíó çíàêà ó
ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà ãðóïïû C2.

Äâå îðèåíòàöèè îäíîé è òîé æå êëåòêè ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü îðèåíòàöèåé ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Óñëîâíîñòü ýòèõ îïèñàíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàïðàâ-
ëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íà ñàìîì äåëå, çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ. Â
ñëó÷àå ðåàëüíûõ ÷àñîâ íàáëþäàòåëü ñìîòðèò íà öèôåðáëàò ñ îäíîé îïðåäåëåííîé ñòîðîíû,
ïîñêîëüêó, åñëè ïîñìîòðåòü íà ÷àñû ñçàäè, òî öèôåðáëàòà âîîáùå íå áóäåò âèäíî. Îäíà-
êî, åñëè, âìåñòî öèôåðáëàòà, ñìîòðåòü íà èäåàëüíóþ ïëîñêîñòü, òî ìîæíî íà íåå ñìîòðåòü
è ñçàäè è ñïåðåäè, à ãäå êàêàÿ ñòîðîíà � íåÿñíî. Ýòè îïèñàíèÿ (ñçàäè èëè ñïåðåäè, ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ íåå) çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ è íå îòíîñÿòñÿ ê
àáñîëþòíûì ñâîéñòâàì ïëîñêîñòè.
Êðîìå óæå îïèñàííûõ ãðóïï Ck ïðè k = 0, 1, 2, íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà ãðóïïà C×

2 ,
ïðî êîòîðóþ ìû òîæå áóäåì äóìàòü êàê ïðî ãðóïïó îñîáîãî âèäà öåïåé. Îáðàçóþùèå ãðóï-
ïû C×

2 îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ îðèåíòèðîâàííûìè ôëàãàìè [a, L], ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ
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îáðàçóþùàÿ ìåíÿåò çíàê êàæäûé ðàç, êîãäà ìåíÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ ïëîñêîñòè, çàäàííàÿ
ôëàãîì [a, L]. ×òîáû çàäàòü íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì èç C×

2 â êàêóþ-ëèáî àáåëåâó ãðóïïó
G, äîñòàòî÷íî çàäàòü çíàêîïåðåìåííóþ ôóíêöèþ íà îðèåíòèðîâàííûõ ôëàãàõ, ïðèíèìà-
þùóþ çíà÷åíèÿ â G. Èíîãäà óäîáíî òàêæå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü îáðàçóþùóþ [a, L] êàê îðè-
åíòèðîâàííóþ äâîéñòâåííóþ 2-êëåòêó e ñ öåíòðîì â âåðøèíå a, ïîìå÷åííóþ ïðÿìîé L �
çàìåòüòå, ÷òî îäíà è òà æå äâîéñòâåííàÿ 2-êëåòêà, ïîìå÷åííàÿ ðàçíûìè ïðÿìûìè, çàäàåò
ðàçíûå îáðàçóþùèå ãðóïïû C×

2 . Îðèåíòàöèÿ äëÿ e ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòàöèè ïëîñêîñòè,
çàäàííîé ôëàãîì [a, L].

ss:bd-op
3.3. Ãðàíè÷íûå îïåðàòîðû. Ìåæäó ðàçëè÷íûìè ãðóïïàìè êëåòî÷íûõ öåïåé, îïðåäå-
ëåííûìè âûøå, èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå ãîìîìîðôèçìû, íàçûâàåìûå ãðàíè÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè, èëè ãðàíè÷íûìè ãîìîìîðôèçìàìè. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íîãî ãîìîìîðôèç-
ìà èç C1 â C0.

Îïðåäåëåíèå (Ãðàíè÷íûé îïåðàòîð). Îïðåäåëèì ãðàíè÷íûé îïåðàòîð ∂ : C1 → C0 ïðè
ïîìîùè ñëåäóþùèõ äâóõ ñâîéñòâ.

(1) Âî-ïåðâûõ, ∂ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, òî åñòü ∂(α± β) = ∂α± ∂β.
(2) À âî-âòîðûõ, ∂(ℓ) = b− a äëÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîé äâîéñòâåííîé 1-êëåòêè ℓ,

âåäóùåé èç a â b.

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà, â ñàìîì äåëå, îïðåäåëÿþò îïåðàòîð ∂ îäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó
êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû C1 ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóììó èëè ðàçíîñòü îðèåíòèðîâàííûõ
ðåáåð, ïðè÷åì ïî ñóùåñòâó åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Åäèíñòâåííàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü çàïèñè
â C1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ñìåíå îðèåíòàöèè ìåíÿåòñÿ çíàê, íî ôîðìóëà ∂(ℓ) = b − a
ýòó íåîäíîçíà÷íîñòü ó÷èòûâàåò: ïðè ñìåíå îðèåíòàöèè ðåáðà ℓ â ëåâîé ÷àñòè ïîìåíÿåòñÿ
çíàê, à â ïðàâîé ÷àñòè òî÷êè a è b ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, òàê ÷òî ðàâåíñòâî íå íàðóøèòñÿ.

Èíîãäà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ∂ : C1 → C0 è ÷òîáû îò-
ëè÷èòü åãî îò äðóãèõ ãðàíè÷íûõ îïåðàòîðîâ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò îïåðàòîð ÷åðåç
∂1. Äàëüíåéøèå îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íûõ îïåðàòîðîâ áóäóò äàíû ñ ñîêðàùåíèÿìè: ìû ïðî-
ñòî áóäåì óêàçûâàòü, êàê ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà îáðàçóþùèõ, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî
äàëåå îíè ïðîäîëæàþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ ñîáëþäåíèåì ñâîéñòâà (1), òî åñòü êàê
ãðóïïîâûå ãîìîìîðôèçìû.
Ñëåäóþùèé ãðàíè÷íûé îïåðàòîð � ýòî îïåðàòîð ∂ : C2 → C1 (êîòîðûé ìû èíîãäà áó-

äåì çàïèñûâàòü êàê ∂2, ÷òîáû îòëè÷àòü åãî îò äðóãèõ ãðàíè÷íûõ îïåðàòîðîâ). Äëÿ êàæäîé
îðèåíòèðîâàííîé äâîéñòâåííîé 2-êëåòêè e îïðåäåëèì ∂e êàê ñóììó âñåõ äâîéñòâåííûõ 1-
êëåòîê íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà e, îðèåíòèðîâàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì îáõîäà ãðàíèöû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∂2 ◦ ∂1 = 0, ïîòîìó ÷òî êàæäàÿ äâîé-
ñòâåííàÿ 0-êëåòêà íà ãðàíèöå êëåòêè e èíöèäåíòíà ðîâíî äâóì äâîéñòâåííûì 1-êëåòêàì,
ïðè÷åì îäíà èç ýòèõ 1-êëåòîê âõîäèò, à äðóãàÿ âûõîäèò èç ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Åñëè
∂α = 0, òî öåïü α íàçûâàåòñÿ öèêëîì, à åñëè α = ∂β, òî òîãäà α íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• Åñëè 1-öåïü α ∈ C1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∂α = 0, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ 2-öåïü β ∈ C2,
äëÿ êîòîðîé α = ∂β.

• Åñëè ∂β = 0 äëÿ β ∈ C2, òî β = 0.
• Öåïü α ∈ C0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå α = ∂β äëÿ β ∈ C1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóììà êîýôôèöèåíòîâ öåïè α ïðè âñåõ äâîéñòâåííûõ 0-êëåòêàõ ðàâíà íóëþ.

Èíûìè ñëîâàìè, êàæäûé 1-öèêë � ãðàíèöà, íåòðèâèàëüíûõ 2-öèêëîâ íå áûâàåò, à 0-öåïü
ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åå êîýôôèöèåíòîâ ðàâíà íóëþ.

Ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåé çàäà÷è óòâåðæäåíèÿ � òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïëîñêîñòè,
íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà êîíôèãóðàöèè A. Îäíàêî ïðè çàìåíå ïëîñêîñòè áîëåå ñëîæíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè (= ôèãóðàìè ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíîñòåé) óòâåðæäåíèÿ ïåðåñòàþò áûòü
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âåðíûìè. Òî, íàñêîëüêî äàííûå óòâåðæäåíèÿ íàðóøåíû äëÿ äàííîé ôèãóðû, ÿâëÿåòñÿ
âàæíîé òîïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé; ýòè õàðàêòåðèñòèêè èçó÷àåò òåîðèÿ ãîìîëîãèé.
Ãðóïïû öåïåé, âìåñòå ñî ñâÿçûâàþùèìè ýòè ãðóïïû ãðàíè÷íûìè îïåðàòîðàìè, àêòèâíî

èçó÷àþò â òîïîëîãèè è ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðå ïîä íàçâàíèåì öåïíûå êîìïëåêñû. Ñòðóê-
òóðà öåïíûõ êîìïëåêñîâ, êîòîðóþ ìû îïèñàëè, â ïðèíöèïå, èìååò ñìûñë â íàìíîãî áî-
ëåå îáùåé ñèòóàöèè, ÷åì êîíôèãóðàöèÿ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ðàçáèòü
ïëîñêîñòü íà âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíûå êëåòêè êàê óãîäíî. Íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû èç ðåáåð
ýòèõ êëåòîê ñîñòàâëÿëèñü ïðÿìûå êàêîé-ëèáî êîíôèãóðàöèè. À âî-âòîðûõ, ðàçáèåíèå íà
êëåòêè âîçìîæíî äàëåêî íå òîëüêî äëÿ ïëîñêîñòè, íî è äëÿ ðàçíûõ äðóãèõ ïîâåðõíîñòåé
(ñëó÷àé òîðà, òî åñòü ïîâåðõíîñòè áóáëèêà, ìû ðàññìîòðèì íèæå). Èòàê, îïðåäåëåííûå äî
ñèõ ïîð ãðàíè÷íûå îïåðàòîðû íîñèëè âåñüìà îáùèé õàðàêòåð.
Åùå îäèí ãðàíè÷íûé îïåðàòîð, êîòîðûé íàì íóæíî îïðåäåëèòü � ýòî ∂× : C×

2 → C1; â
îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ãðàíè÷íûõ îïåðàòîðîâ, ∂× ó÷èòûâàåò ñòðóêòóðó êîíôèãóðàöèè
A. Íà îáðàçóþùåé [a, L] ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò òàê. Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ 2-êëåòêó
e ñ öåíòðîì â òî÷êå a, îðèåíòèðîâàííóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôëàãîì [a, L], è îïðåäåëèì
öåïü ∂×[a, L] ∈ C1 êàê ñóììó òåõ äâîéñòâåííûõ 1-êëåòîê íà ãðàíèöå êëåòêè e, êîòîðûå
ïåðåñåêàþòñÿ ñ L, òî åñòü öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò â L.
Ââåäåííûå âûøå ãðóïïû öåïåé è ñâÿçûâàþùèå èõ ãðàíè÷íûå ãîìîìîðôèçìû ìîæíî

èçîáðàçèòü ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

C2
∂ // C1

∂ // C0

C×
2

∂×

OO

ss:degfilt
3.4. Ñòåïåííàÿ ôèëüòðàöèÿ. Âñïîìíèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî α =

∑
b αbb ∈ C0 è âñÿêîé

ôóíêöèè f ∈ V , îïðåäåëåíî öåëîå ÷èñëî ⟨f, α⟩ :=
∑

b αbf(b), áèëèíåéíî çàâèñÿùåå îò α
è f â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì f ïîëó÷àåòñÿ ãîìîìîðôèçì èç C0 â Z, à ïðè
ôèêñèðîâàííîì α � ãîìîìîðôèçì èç V â Z. Îðòîãîíàëüíîñòü è îðòîãîíàëüíûå äîïîëíå-
íèÿ îïðåäåëÿëèñü ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó ¾ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ¿. Òåïåðü ìû ãîòîâû
îïèñàòü ñòåïåííóþ ôèëüòðàöèþ íà ÿçûêå öåïåé è ãðàíè÷íûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà. Ñòåïåííàÿ ôèëüòðàöèÿ âûãëÿäèò òàê:

V⩽0 = (∂C1)
⊥, V⩽1 = (∂∂×C×

2 )
⊥, V⩽2 = {0}⊥.

Ñàìàÿ ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà � ýòî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî V⩽2 = V , òî åñòü ÷òî ëþáàÿ
ôóíêöèÿ èç V ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå âòîðîé îò ôóíêöèé
Õýâèñàéäà. Â ñàìîì äåëå, ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç V îðòîãîíàëüíà íóëåâîé 0-öåïè. Ìû áóäåì
äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû â òîì æå ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ñôîðìóëèðîâàíû.
×àñòè òåîðåìû îôîðìëåíû íèæå â âèäå íåñêîëüêèõ ëåìì.

Ëåììà. Ôóíêöèÿ f ∈ V ïîñòîÿííàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îðòîãîíàëüíà
êàæäîìó ýëåìåíòó èç ∂C1. Èíà÷å ãîâîðÿ, V⩽0 = (∂C1)

⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà f � ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå c íà
âñåõ 2-êëåòêàõ. Äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ äâîéñòâåííóþ 1-êëåòêó I ñ êîíöàìè a, b
(îðèåíòàöèÿ êëåòêè ñîîòâåòñòâóåò óêàçàííîìó ïîðÿäêó êîíöîâ), è ïîêàçàòü, ÷òî ⟨f, ∂I⟩ =
0. Çàìåòèì, ÷òî ∂I = b−a, ïîýòîìó ⟨f, ∂I⟩ = f(b)− f(a) = 0. Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
⟨f, ∂I⟩ = 0 äëÿ âñÿêîé äâîéñòâåííîé 1-êëåòêè I. Ýòî çíà÷èò, ÷òî f ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ êàæäîé òàêîé êëåòêè. Îäíàêî èç ëþáîé äâîéñòâåííîé 0-êëåòêè ìîæíî
ïîïàñòü â ëþáóþ äðóãóþ, ïðîéäÿ ïî ïóòè èç äâîéñòâåííûõ 1-êëåòîê, è ïîýòîìó f äîëæíà
áûòü ïîñòîÿííîé. □

Ïðåæäå ÷åì îïèñûâàòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ∂∂×C×
2 , îïèøåì îáðàçóþùèå ýòîé

ãðóïïû. Çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè è âûáåðåì îðèåíòèðîâàííûé ôëàã [a, L];
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îòîæäåñòâèì åãî ñ îáðàçóþùåé ãðóïïû C×
2 . Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ

ýëåìåíò ∂∂×[a, L]. À èìåííî, ýòî çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà ÷åòûðåõ òî÷åê, äâå èç êîòîðûõ
âçÿòû ñî çíàêîì ïëþñ, à äâå ñî çíàêîì ìèíóñ. Êàêèõ òî÷åê: íóæíî, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè a,
äâèãàòüñÿ ñíà÷àëà âäîëü L äî áëèæàéøåé 0-êëåòêè ïðÿìîé L, à ïîòîì óéòè â ñòîðîíó îò
ïðÿìîé L â öåíòð ñîñåäíåé 2-êëåòêè; ýòîò öåíòð è áóäåò îäíîé èç ÷åòûðåõ òî÷åê, âõîäÿùèõ
â ∂∂×[a, L]. Òàêèõ òî÷åê â ñàìîì äåëå ÷åòûðå: ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè âûáðàòü íàïðàâëå-
íèå âäîëü L è ïîòîì åùå äâóìÿ ñïîñîáàìè âûáðàòü êëåòêó, ïðèìûêàþùóþ ê L. Ïóòü îò a
ê îïèñàííîé 0-êëåòêå êîíôèãóðàöèè A � äâóçâåííàÿ ëîìàíàÿ; åå ìîæíî íàçâàòü êðþêîì.
Íàêîíåö, çíàê ïîëó÷åííîé 0-êëåòêè îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé êðþêà: ïëþñ, åñëè êðþê
èçëîìàí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è ìèíóñ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ëåììà. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ V⩽1 îðòîãîíàëüíà âñÿêîìó ýëåìåíòó èç ∂∂
×C×

2 . Íàîáîðîò,
åñëè f ∈ V îðòîãîíàëüíà âñÿêîìó ýëåìåíòó èç ∂∂×C×

2 , òî f ∈ V⩽1. Òàêèì îáðàçîì,
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî V⩽1 = (∂∂×C×

2 )
⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî f = θH � ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà ïðÿìîé H ∈ A, ñíàáæåííîé îïðåäåëåííîé êîîðèåíòàöè-
åé. Ðàññìîòðèì îäíó èç îáðàçóþùèõ [a, L] ãðóïïû C×

2 , ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîëüíîìó
îðèåíòèðîâàííîìó ôëàãó [a, L] äàííîé êîíôèãóðàöèè. ×èñëî ⟨f, ∂∂×[a, L]⟩, ïî îïðåäåëå-
íèþ � ñóììà çíà÷åíèé ôóíêöèè f â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, âõîäÿùèõ â ∂∂×[a, L], ñî çíàêàìè.
Èç ýòèõ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé îòëè÷íûìè îò íóëÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ÷åòûðå, äâà èëè íîëü. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò ðàâåí 0 êàê ñóììà ÷åòûðåõ ÷èñåë, äâà èç êîòîðûõ ðàâíû åäèíèöå,
à äðóãèå äâà � ìèíóñ åäèíèöå. Åñëè ñëàãàåìûõ äâà, òî îíè, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñîîò-
âåòñòâóþò òî÷êàì, ðàñïîëîæåííûì ïî îäíó è òó æå ñòîðîíó îò ïðÿìîé L, íî ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò òî÷êè a èëè, íàîáîðîò, ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò L, íî ïî îäíó ñòîðîíó îò a (ïåð-
âûé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ ïðè L = H, à âòîðîé � åñëè H ̸= L ïðîõîäèò ÷åðåç a). Ïîýòîìó
ñóììà ðàâíà 1 − 1 = 0. Íàêîíåö, åñëè ñêëàäûâàòü âîîáùå íå÷åãî, òî åñòü âñå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f â ðàññìàòðèâàåìûõ ÷åòûðåõ òî÷êàõ ðàâíû íóëþ, òî ñóììà ïî îïðåäåëåíèþ
ðàâíà 0.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ⟨f, ∂∂×[a, L]⟩ = 0 äëÿ ëþáîé îáðàçóþùåé [a, L] ∈ C×

2 . Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî äëÿ âñåõ äâîéñòâåííûõ 1-êëåòîê I, ïåðåñåêàþùèõ ïðÿìóþ L è îðèåíòèðîâàííûõ
â ñîîòâåòñòâèè ñ êîîðèåíòàöèåé ïðÿìîé L, âåëè÷èíà ⟨f, ∂I⟩ ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà-
÷åíèå. Íî ýòî çíà÷åíèå ñîñòàâëÿåò êàê ðàç ñêà÷îê ôóíêöèè f ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïðÿìóþ
L â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Äàííûé ñêà÷îê, òàêèì îáðàçîì, ïîñòîÿíåí âäîëü ïðÿ-
ìîé. Èíà÷å ãîâîðÿ, âû÷èòàÿ èç f ïîäõîäÿùåå öåëî÷èñëåííîå êðàòíîå ôóíêöèè Õýâèñàéäà
θL, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ⟨f, ∂I⟩ = 0 äëÿ âñåõ äâîéñòâåííûõ 1-êëåòîê I, ïåðåñå-
êàþùèõñÿ ñ L, òî åñòü ÷òî f íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç L. Ïðîäåëûâàÿ îïèñàííóþ
îïåðàöèþ äëÿ âñåõ ïðÿìûõ L ∈ A, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì êîîðèåíòèðîâàííûõ, ïîëó÷àåì
ëîêàëüíî ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ f íà îáëàñòÿõ êîíôèãóðàöèè A, çíà÷åíèÿ êîòîðîé íå ìå-
íÿþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè êàæäîé èç ïðÿìûõ L ∈ A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ
áóäåò ïîñòîÿííîé. À çíà÷èò, èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f ëåæàëà â V⩽1. □

Òåîðåìà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà, ïî÷òè äîêàçàíà. Îñòàëîñü òîëüêî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç V â ñàìîì äåëå ïðåäñòàâèìà ìíîãî÷ëåíîì îò
ôóíêöèé Õýâèñàéäà ñòåïåíè íå âûøå âòîðîé. Ïðî ýòî � â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

3.5. Êîíóñíîå ïðåäñòàâëåíèå. Â ýòîì ðàçäåëå ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû,
ñôîðìóëèðîâàííîé â ðàçäåëå 3.4. Íàì äëÿ ýòîãî ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå ïîíÿòèÿ,
ñ îáñóæäåíèÿ êîòîðûõ ìû è íà÷íåì. Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ A ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè.
Êîíóñîì êîíôèãóðàöèè A áóäåì íàçûâàòü âñÿêîå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ çàìêíóòûõ
ïîëóïëîñêîñòåé, îãðàíè÷åííûõ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè èç A. Ïóñòü ξ : R2 → R �
íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà ïëîñêîñòè, à Λ � íåêîòîðûé êîíóñ êîíôèãóðàöèè A. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî êîíóñ Λ çàîñòðåí â íàïðàâëåíèè ξ, åñëè ôóíêöèÿ ξ îãðàíè÷åííà íà
Λ, ïðè÷åì ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â âåðøèíå. Èíäèêàòîðíîé ôóíêöèåé 1Λ êîíóñà
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Ðèñ. 6. Âûðàæåíèå èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè îãðàíè÷åííîãî ìíîãîóãîëüíèêà
÷åðåç èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè êîíóñîâ, çàîñòðåííûõ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè. fig:cone

Λ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ íà ïëîñêîñòè, çíà÷åíèÿ êîòîðîé âî âñåõ òî÷êàõ èç Λ ðàâíû
åäèíèöå, à âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ðàâíû íóëþ. Ýòó ôóíêöèþ ìîæíî òàêæå ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ôóíêöèþ íà 2-êëåòêàõ êîíôèãóðàöèè A, òàê ÷òî ìû áóäåì ÷àñòî ñ÷èòàòü,
÷òî 1Λ ∈ V . Äàííîå òîëüêî ÷òî îïðåäåëåíèå èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
ëþáîå ìíîæåñòâî, öåëèêîì ñîñòîÿùåå èç êëåòîê, â ÷àñòíîñòè, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü ïðî
èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ îòäåëüíîé 2-êëåòêè e è îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç 1e. Íàïîìíèì, ÷òî
â àëãåáðå V ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ôóíêöèè íà 2-êëåòêàõ èëè, åñëè ïðî ýòè ôóíêöèè
äóìàòü êàê ïðî ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè, òî ìû ïðåíåáðåãàåì çíà÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ
ôóíêöèé íà êëåòêàõ ðàçìåðíîñòè < 2, à íà êàæäîé êëåòêå ðàçìåðíîñòè 2 ñ÷èòàåì ýòè
ôóíêöèè ïîñòîÿííûìè. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè 1e è 1e ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê îäèíà-
êîâûå â àëãåáðå V .

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f èç V ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé êîíóñîâ. Áîëåå òîãî, åñëè çàôèêñèðîâàòü íåíó-
ëåâóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ξ íà ïëîñêîñòè, íå ïîñòîÿííóþ íè íà êàêîé ïðÿìîé èç A, òî f
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé çàîñòðåííûõ
â íàïðàâëåíèè ξ êîíóñîâ, ê êîòîðîé ïðèáàâëåí îïðåäåëåííûé ýëåìåíò èç V⩽1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî, î÷åâèäíî, ïðîâåðèòü ïîñëåäíåå óòâåðäæäåíèå, òî åñòü ÷òî
f ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé çàîñòðåííûõ êîíóñîâ, ïî
ìîäóëþ V⩽1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ 2-êëåòêó e. Åå èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ 1e
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì âåðøèíó êëåòêè e, â êîòîðîé ξ|e äîñòèãàåò ìàê-
ñèìóìà. Îêîëî ýòîé âåðøèíû e ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì êîíóñîì Λ; âîçüìåì 1Λ ñî çíàêîì
ïëþñ. Äàëåå, ðàññìîòðèì âåðøèíó, â êîòîðîé ξ|e äîñòèãàåò ìèíèìóìà, è ïóñòü e îêîëî
ýòîé âåðøèíû ñîâïàäàåò ñ êîíóñîì V . ×åðåç V ∗ îáîçíà÷èì êîíóñ, ñèììåòðè÷íûé êîíóñó
V îòíîñèòåëüíî îáùåé âåðøèíû ýòèõ äâóõ êîíóñîâ. Ôóíêöèþ 1V ∗ âîçüìåì òîæå ñî çíàêîì
ïëþñ. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí êëåòêè e, â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíóñîâ áóäåì
âûáèðàòü ¾âíåøíèå óãëû¿ äàííîé êëåòêè; âñå ýòè êîíóñû ïîéäóò ñî çíàêîì ìèíóñ. Ëåãêî
âèäåòü (ñì. ðèñ. 6), ÷òî ïîëó÷åííàÿ îïèñàííûì îáðàçîì ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èíäèêàòîð-
íûõ ôóíêöèé êîíóñîâ ñîâïàäàåò ñ 1e, ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà êëåòêàõ ðàçìåðíîñòåé
< 2. Òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò è â òîì ñëó÷àå, êîãäà e � íåîãðàíè÷åííàÿ êëåò-
êà, íà êîòîðîé ôóíêöèÿ ξ îãðàíè÷åííà ñâåðõó. Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà � íå íàäî áðàòü
âåðøèíó, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, ïîñêîëüêó òàêîé âåðøèíû ïðîñòî íåò.
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Òåîðåìà áóäåò ïîëíîñòüþ äîêàçàíà, åñëè âñÿêóþ f ∈ V óäàñòñÿ ïðèâåñòè ïî ìîäóëþ V⩽1

ê òàêîé ôóíêöèè, ÷òî íà åå íîñèòåëå ξ îãðàíè÷åííà. Êàæäóþ ïðÿìóþ L ∈ A îðèåíòèðóåì
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ξ âîçðàñòàëà è ñòðåìèëàñü ê ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè ïðè äâèæåíèè
âäîëü L â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Åñëè åùå âûáðàòü îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè, òî âñå
ïðÿìûå èç A ìîæíî çàíóìåðîâàòü êàê L1, . . . , Ln òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè i < j åäè-
íè÷íûé âåêòîð ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ïðÿìîé Lj ïîëó÷àëñÿ èç åäèíè÷íîãî âåêòîðà
ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ïðÿìîé Li âðàùåíèåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Äîáàâèâ ê
f ïîäõîäÿùóþ ôóíêöèþ Õýâèñàéäà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f îáðàùàåòñÿ â íóëü ñëåâà îò
L1, òî åñòü â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ïðèìûêàþùåé ê L1 ñëåâà, åñëè ñìîòðåòü èç òî÷êè ñ
î÷åíü áîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè ξ, ïîâåðíóâøèñü ëèöîì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
ïðÿìîé L1. Ïðèáàâëÿÿ åùå îäíó ôóíêöèþ Õýâèñàéäà, ìîæíî òàêæå äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
f îáðàùàëàñü â íóëü òàêæå è ñïðàâà îò L1. Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî f óæå ïðèâå-
äåíà ê òàêîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ñëåâà îò L1, . . . , Lk. Åñëè f ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå c ñëåâà îò Lk+1, à êîîðèåíòàöèÿ ïðÿìîé Lk+1 âûáðàíà òàê, ÷òî åå ïîëîæèòåëüíàÿ
ñòîðîíà íàõîäèòñÿ êàê ðàç ñëåâà, òî f − cθLk+1

áóäåò îáðàùàòüñÿ â íóëü íå òîëüêî ñëåâà
îò L1, . . . , Lk, íî åùå è ñëåâà îò Lk+1. Ìû òàêèì îáðàçîì äîáüåìñÿ â êîíöå êîíöîâ, ÷òî
f ñòàíåò íóëåâîé ñëåâà è ñïðàâà îò L1, . . . , Ln, òî åñòü ÷òî íà âñåõ îáëàñòÿõ, íà êîòîðûõ
f ̸= 0, ôóíêöèÿ ξ áóäåò îãðàíè÷åííà ñâåðõó, ÷òî è òðåáîâàëîñü. □

Èäåÿ ïðåäñòàâëÿòü ôóíêöèè èç V â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé
êîíóñîâ ïðèñóòñòâóåò óæå â [2].

Çàìå÷àíèå (Èíòåãðèðîâàíèå ýêñïîíåíòû ïî ìíîãîãðàííèêàì). Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòà
èäåÿ ïîëó÷èëà â [3, 4]. Íàïðèìåð, â [4] ïîëó÷åíî ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé
ôîðìóëû Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà, êîòîðîå, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëóæèò êîìáèíàòîðíûì àíàëî-
ãîì ôîðìóëû Ðèìàíà�Ðîõà�Õèðöåáðóõà, à ñ òðåòüåé ñòîðîíû, îáîáùàåò ôîðìóëó Ïèêà.
Êëþ÷åâîå ñîîáðàæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýêñïîíåíòó îò −ξ(q) ìîæíî ëåãêî ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü, åñëè q ïðîáåãàåò êîíóñ, çàîñòðåííûé â íàïðàâëåíèè ξ. À ýòî ïîçâîëÿåò ¾ÿâíî¿
ïðîèíòåãðèðîâàòü ýêñïîíåíòó ïî ëþáîìó îãðàíè÷åííîìó âûïóêëîìó ìíîãîãðàííèêó, òî÷-
íåå ãîâîðÿ, ñâåñòè èíòåãðàë ê ñóììå ïî âåðøèíàì.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñëåäñòâèÿ èç äîêàçàííîé òåîðåìû ìû âûâåäåì, ÷òî V⩽2 = V .

Ëåììà. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç V ïðåäñòàâèìà êàê ìíîãî÷ëåí îò ôóíêöèé Õýâèñàéäà ñòå-
ïåíè íå âûøå âòîðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ ôóíêöèÿ f ∈ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ñîãëàñíî äîêà-
çàííîé âûøå òåîðåìå, ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé êîíóñîâ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ êîíóñà � ýòî ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ôóíêöèé Õýâèñàéäà. □

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû ðàçäåëà 3.4 çàâåðøåíî.
ss:cochain

3.6. Ãðóïïû êîöåïåé. Â ýòîì ðàçäåëå ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ, àíîíñèðîâàííûõ â ðàçäåëå 3.1. ßçûê êîöåïåé, êîòîðûé ìû ñåé÷àñ ââåäåì, õîòÿ áåç
íåãî ìîæíî áûëî áû è îáîéòèñü, ïîëåçåí â ðÿäå äðóãèõ òîïîëîãè÷åñêèõ çàäà÷, è îí æå
íàì ïðèãîäèòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè êîíôèãóðàöèé íà òîðå. Îïðåäåëèì k-êîöåïè êàê ãîìî-
ìîðôèçìû èç ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû öåïåé Ck â Z. Êîöåïè, êîíå÷íî, òîæå îáðàçóþò
ãðóïïó ïî ñëîæåíèþ. Ìû áóäåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé, îáîçíà÷àòü ãðóïïó k-öåïåé
÷åðåç Ck. Ãðóïïà C×

2 , âîñïðèíèìàåìàÿ êàê ãðóïïà öåïåé, òîæå çàäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ
ãðóïïó êîöåïåé, òî åñòü ãðóïïó C2

× âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ èç C×
2 â Z. Íà ÿçûêå êîöåïåé

ìîæíî ãîâîðèòü ïðî àääèòèâíóþ ãðóïïó V àëãåáðû Âàð÷åíêî�Ãåëüôàíäà, à èìåííî, ýòî
0-êîöåïè, òî åñòü V = C0. Ñïàðèâàíèå ⟨f, α⟩ ìåæäó ôóíêöèÿìè f ∈ V è 0-öåïÿìè α ∈ C0

� ÷àñòíûé ñëó÷àé ñïàðèâàíèÿ ìåæäó k-êîöåïÿìè f è k-öåïÿìè α: â îáùåì ñëó÷àå ⟨f, α⟩
îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå ãîìîìîðôèçìà f ê öåïè α.
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Ñ ãðàíè÷íûì îïåðàòîðîì ∂ : Ck → Ck−1 ìîæíî ñâÿçàòü êîãðàíè÷íûé îïåðàòîð d :
Ck−1 → Ck, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå ⟨df, α⟩ := ⟨f, ∂α⟩ (â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû
èíîãäà ñòàâÿò çíàêè, çàâèñÿùèå îò k, íî ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
îïðåäåëåííûé ðàíåå ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ∂× : C×

2 → C1 çàäàåò ñîîòâåòñòâóþùèé
êîãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì d× : C1 → C2

×. Êîöåïü âèäà df íàçûâàåòñÿ êîãðàíèöåé, à åñëè
df = 0, òî êîöåïü f íàçûâàåòñÿ êîöèêëîì. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, ïî ñóùåñòâó, ðàâíîñèëüíà
çàäà÷å èç ðàçäåëà 3.3, íî ýòó ðàâíîñèëüíîñòü òðåáóåòñÿ îñîçíàòü.

Çàäà÷à. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

• Åñëè 1-êîöåïü ÿâëÿåòñÿ êîãðàíèöåé, òî îíà æå � êîöèêë, è íàîáîðîò, âñÿêèé 1-
êîöèêë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîãðàíèöó.

• Âñÿêèé 0-êîöèêë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ.
• Ëþáàÿ 2-êîöåïü àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ êàê êîöèêëîì, òàê è êîãðàíèöåé.

Ïåðâîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ìû âñå æå äîêàæåì íèæå ââèäó åãî âàæíîñòè. Ðàññìîò-
ðèì 1-êîöåïü g ∈ C1. Ñêàæåì, ÷òî g ïîñòîÿííà âäîëü ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè A, åñëè, äëÿ
âñÿêîé êîîðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé L ∈ A, çíà÷åíèå ⟨g, I⟩ îäíî è òî æå äëÿ ëþáîé äâîé-
ñòâåííîé 1-êëåòêè I, ïåðåñåêàþùåé ïðÿìóþ L, åñëè òîëüêî îðèåíòàöèÿ ó I ñîîòâåòñòâóåò
êîîðèåíòàöèè ó L. Âàæíîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãðóïïà F1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
ìíîæåñòâîì âñåõ 1-êîöåïåé, ïîñòîÿííûõ âäîëü ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè A. Ïîëüçóÿñü ýòèì
îòîæäåñòâëåíèåì, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F1 ⊂ C1.

Ëåììà. Åñëè 1-êîöåïü g ∈ C1 ëåæèò â F1, òî åñòü åñëè îíà ïîñòîÿííà âäîëü ïðÿìûõ
êîíôèãóðàöèè, òî g ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì, òî åñòü dg = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî g ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ ïðÿìûõ
èç A, êðîìå îäíîé, ñêàæåì, L. Ïîñ÷èòàåì òåïåðü ⟨dg, e⟩ äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðèåíòèðîâàí-
íîé äâîéñòâåííîé 2-êëåòêè e. Åñëè e ∩ L = ∅, òî g ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ
ãðàíè÷íûõ äâîéñòâåííûõ 1-êëåòêàõ îáëàñòè e, ñòàëî áûòü, ⟨dg, e⟩ = ⟨g, ∂e⟩ = 0. Èíà÷å åñòü
ðîâíî äâå äâîéñòâåííûå 1-êëåòêè I± íà ãðàíèöå îáëàñòè e, êîòîðûå ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ L.
Ýòè êëåòêè, îðèåíòèðîâàííûå òàê, êàê â ∂e, îðèåíòèðîâàíû â ðàçíûå ñòîðîíû îòíîñèòåëü-
íî ïðÿìîé L, òî åñòü ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âäîëü îäíîé èç ýòèõ êëåòîê, ñêàæåì,
I+, óêàçûâàåò â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó îò L, à ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âäîëü I−
óêàçûâàåò â îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó. Òîãäà âåëè÷èíû ⟨g, I±⟩ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêàìè,
òàê êàê g ïîñòîÿííà âäîëü L, è ìû ïîëó÷àåì

⟨dg, e⟩ = ⟨g, ∂e⟩ = ⟨g, I+⟩+ ⟨g, I−⟩ = 0,

îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî dg = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. □

Èòàê, F1 ñîñòîèò èç 1-êîöèêëîâ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ f ∈ V , êîãðàíèöà df ïîñòîÿííà âäîëü
ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∈ V⩽1. Ýòî óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî
ðàíåå óñòàíîâëåííîìó ðàâåíñòâó V⩽1 = (∂∂×C×

2 )
⊥.

Ëåììà. Âñÿêèé 1-êîöèêë èç C1 ÿâëÿåòñÿ êîãðàíèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ C1 � êîöèêë, òî åñòü dg = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ⟨g, ∂α⟩ = 0
äëÿ âñÿêîé 2-öåïè α ∈ C2, òî åñòü çíà÷åíèå êîöåïè g íà ëþáîé ãðàíèöå ðàâíî íóëþ. Íî
ãðàíèöû � òî æå ñàìîå, ÷òî öèêëû. Èòàê, çíà÷åíèå êîöåïè g íà ëþáîì öèêëå ðàâíî íóëþ.
Òåïåðü çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ äâîéñòâåííóþ 0-êëåòêó q0. Äëÿ âñÿêîé äâîéñòâåí-

íîé 0-êëåòêè q, ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ëîìàíóþ γ, âåäóùóþ èç q0 â q è ñîñòîÿùóþ èç
äâîéñòâåííûõ 1-êëåòîê. Îðèåíòèðóåì çâåíüÿ ëîìàíîé γ = γq îò q0 â ñòîðîíó q. Ïîëîæèì
f(q) := ⟨g, [γ]⟩, ãäå [γ] ∈ C1 � ýòî ñóììà âñåõ çâåíüåâ ëîìàíîé γ. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå
â ïðàâîé ÷àñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà γ. Â ñàìîì äåëå, åñëè γ′ � äðóãàÿ ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿ-
þùàÿ q0 ñ q ïî äâîéñòâåííûì 1-êëåòêàì, òî [γ] − [γ′] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêë, à çíà÷èò,
ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ⟨g, [γ]⟩ = ⟨g, [γ′]⟩.
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Èòàê, f � êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ íà äâîéñòâåííûõ 0-êëåòêàõ, òî åñòü 0-
êîöåïü. Òî, ÷òî df = g, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà ïðîèçâîëüíîé îðèåíòèðîâàííîé äâîé-
ñòâåííîé 1-êëåòêå I ñ âåðøèíàìè a, b, îðèåíòèðîâàííîé îò a ê b. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
⟨df, I⟩ = f(b) − f(a) ïî îïðåäåëåíèþ êîãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà d, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû-
áèðàÿ γa è γb òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü [γb] = [γa]+ I, ïîëó÷àåì, ÷òî f(b)−f(a) = ⟨g, I⟩. □

Ìû òåïåðü äîêàæåì ðåçóëüòàòû, àíîíñèðîâàííûå â ðàçäåëå 3.1. Èçîìîðôèçì V1 = F1,
ôàêòè÷åñêè, óæå áûë óñòàíîâëåí ñðàçó ïîñëå ôîðìóëèðîâêè � òî÷íåå ãîâîðÿ, èìåþùèõñÿ
òàì óêàçàíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áåç òðóäà âîññòàíîâèòü ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî. Íî ñåé÷àñ
ìû èçëîæèì äîêàçàòåëüñòâî ïî-äðóãîìó, ñ áîëåå ÿâíûì ïðèâêóñîì ¾òåîðèè ãîìîëîãèé¿
(ñàìà ýòà òåîðèÿ çäåñü íå èçëàãàåòñÿ, íî ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ñòðóêòóðû ìîãóò ñëóæèòü
îäíîé èç ìíîãî÷èñëåííûõ ìîòèâèðîâîê äëÿ åå èçó÷åíèÿ).

Ãîìîëîãè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî èçîìîðôèçìà V1 = F1. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì èç V â
C1, çàäàííûé ôîðìóëîé f 7→ df . Îáðàç ïîäãðóïïû V⩽1 ïðè òàêîì ãîìîìîðôèçìå ñîñòî-
èò â òî÷íîñòè èç òåõ 1-êîöåïåé, êîòîðûå ïîñòîÿííû âäîëü ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè (ñì.
âûøå). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòîò îáðàç ñîâïàäàåò ñ F1. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðî ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ãîìîìîðôèçìà, òî åñòü ïîëíûé ïðîîáðàç íóëÿ, ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé V⩽0,
ñîñòîÿùåé èç ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. Íî ýòî âåðíî, ïîñêîëüêó ⟨df, I⟩ = 0 äëÿ äâîéñòâåííîé
1-êëåòêè I ñ êîíöàìè a è b ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâî f(a) = f(b), à ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ â öåíòðàõ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ îáëàñòåé, îáÿçàíà áûòü ïîñòîÿí-
íîé. □

Åùå íàì íóæíî äîêàçàòü îïèñàíèå ôàêòîðà V2 êàê ïîäãðóïïû â F2. Çàìåòèì, ÷òî F2

îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì êîöåïåé C2
×, è ïðè ýòîì âëîæåíèå èç V2 â F2 âûãëÿ-

äèò êàê f 7→ d×df . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäèí îáùèé ôàêò èç ñåðèè
¾êîöèêëû = êîãðàíèöû¿.

Ëåììà. Âñÿêàÿ êîöåïü g ∈ C2
× èìååò âèä d×h äëÿ íåêîòîðîé êîöåïè h ∈ C1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàôèêñèðóåì ïðÿìóþ L ∈ A âìåñòå ñ íåêîòîðîé êîîðèåíòàöè-
åé. Ýòà ïðÿìàÿ ðàçáèâàåòñÿ ñåðåäèíàìè 1-êëåòîê íà (îãðàíè÷åííûå èëè íåîãðàíè÷åííûå)
èíòåðâàëû, ïðè÷åì êàæäûé èõ ýòèõ èíòåðâàëîâ ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó êîí-
ôèãóðàöèè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî îðèåíòèðîâàííîãî èíòåðâàëà I ïðÿìîé L, ñîäåðæàùåãî
âåðøèíó a, ïîëîæèì gL(I) := g[a, L], ïðè÷åì îðèåíòàöèÿ ïðÿìîé L â ïðàâîé ÷àñòè ýòî-
ãî ðàâåíñòâà âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé èíòåðâàëà I. Âñåãäà
ìîæíî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ hL íà ñîäåðæàùèõñÿ â L ñåðåäèíàõ 1-êëåòîê òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå gL(I) = hL(b+)− hL(b−) êàæäûé ðàç, êîãäà I � îãðàíè÷åííàÿ
êëåòêà, âåäóùàÿ èç òî÷êè b− â òî÷êó b+. Òàêàÿ ôóíêöèÿ hL îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðèáàâëåíèÿ ïîñòîÿííîé; îíà ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì çíà÷åíèé ôóíêöèè gL ïî èíòåð-
âàëàì. Áîëåå òî÷íî ôóíêöèþ hL ìîæíî îïðåäåëèòü òàê. Îðèåíòàöèþ ïðÿìîé L (êîòîðóþ
ìû òåïåðü çàôèêñèðóåì) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê íàïðàâëåíèå ñëåâà íàïðàâî. Çíà÷åíèå
hL(b) â ëåâîì êîíöå b íåêîòîðîãî èíòåðâàëà I îïðåäåëèì êàê ñóììó çíà÷åíèé ôóíêöèè gL
íà âñåõ èíòåðâàëàõ, ðàñïîëîæåííûõ ëåâåå ÷åì I. Åñëè îáðàòèòü îðèåíòàöèþ ó ïðÿìîé L,
òî ôóíêöèÿ hL ïîìåíÿåò çíàê.
Ôóíêöèè hL, îïðåäåëåííûå ñðàçó äëÿ âñåõ êîîðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìûõ, çàäàþò íåêîòî-

ðóþ 1-êîöåïü h: çíà÷åíèå ýòîé êîöåïè íà îðèåíòèðîâàííîé äâîéñòâåííîé 1-êëåòêå ðàâíî
çíà÷åíèþ ôóíêöèè hL íà ñåðåäèíå ýòîé êëåòêè. Çäåñü L� ýòî åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ êîíôè-
ãóðàöèè, ïåðåñåêàþùàÿ äàííóþ äâîéñòâåííóþ 1-êëåòêó, à êîîðèåíòàöèÿ ïðÿìîé îïðåäåëÿ-
åòñÿ îðèåíòàöèåé êëåòêè. Óñëîâèå gL(I) = hL(b+)−hL(b−) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê g = d×h. □

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü àíîíñèðîâàííîå ðàíåå îïèñàíèå ôàêòîðãðóïïû V2 êàê ïîä-
ãðóïïû â F2.

Îáðàç ãðóïïû V2 â F2 çàäàåòñÿ çàêîíàìè âçàèìíîñòè: ãîìîëîãè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî.
Ñíà÷àëà ïîÿñíèì åùå ðàç, â òåðìèíàõ öåïåé è êîöåïåé, ïî÷åìó 2-êîöåïü d×df îáÿçàíà
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óäîâëåòâîðÿòü çàêîíàì âçàèìíîñòè. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì κ∗ èç C2
× â C2, êîòîðûé

êàæäóþ êîöåïü g ∈ C2
× îòïðàâëÿåò â êîöåïü κ∗g, çàäàííóþ ôîðìóëîé

κ∗g(e) :=
∑
L

g[a, L].

Çäåñü e â ëåâîé ÷àñòè � ïðîèçâîëüíàÿ äâîéñòâåííàÿ 2-êëåòêà ñ öåíòðîì â a, à ñóììèðî-
âàíèå â ïðàâîé ÷àñòè âåäåòñÿ ïî âñåì ïðÿìûì L ∈ A. Ïðè ýòîì êîîðèåíòàöèÿ ïðÿìîé
L âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî, à îðèåíòèöèÿ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå îðèåí-
òèðîâàííûå ôëàãè [a, L] îïðåäåëÿëè âûáðàííóþ îðèåíòàöèþ êëåòêè e. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè êîððåêòíî îïðåäåëåíî, â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ
g ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî κ∗d×, òî åñòü êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèç-
ìîâ d× è κ∗, ðàâíà îáû÷íîìó êîãðàíè÷íîìó îïåðàòîðó d : C1 → C2. Ñëåäîâàòåëüíî,
κ∗d×df = ddf = 0 äëÿ âñÿêîé f ∈ V , à ýòî è åñòü çàêîíû âçàèìíîñòè äëÿ d×df . Ìû çäåñü
âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî dd = 0, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò èç òîæäåñòâà ∂∂ = 0.
Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî κ∗g = 0 äëÿ íåêîòîðîé g ∈ C2

× = F2, è áóäåì èñêàòü òàêóþ
f ∈ V , ÷òî g = d×df . Âî-ïåðâûõ, g = d×h äëÿ íåêîòîðîé 1-öåïè h ∈ C1, ïî äîêàçàííîé
âûøå ëåììå. Îñòàëîñü òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî h èìååò âèä df äëÿ íåêîòîðîé f ∈ V , òî
åñòü ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé öåïüþ. Äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî dh =
0, òàê êàê 1-êîãðàíèöû ñîâïàäàþò ñ 1-êîöèêëàìè. Íàêîíåö, åñëè a � öåíòð íåêîòîðîé
äâîéñòâåííîé 2-êëåòêè e, òî óñëîâèå ⟨dh, e⟩ = 0 ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê çàêîí âçàèìíîñòè â
òî÷êå a, òî åñòü êàê óñëîâèå κ∗g(e) = 0, ãäå e � äâîéñòâåííàÿ 2-êëåòêà ñ öåíòðîì â a.
Òàêèì îáðàçîì, dh = 0 âûòåêàåò èç ñîâîêóïíîñòè çàêîíîâ âçàèìíîñòè. □

4. Êîíôèãóðàöèè ïðÿìûõ íà òîðå

Çàôèêñèðóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè R2. Ñòàíäàðòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåò-
êà Z2 ⊂ R2, ïî îïðåäåëåíèþ, ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê (èëè âåêòîðîâ � ìû áóäåì îòîæäåñòâ-
ëÿòü òî÷êè è âåêòîðû, ïîñêîëüêó íà÷àëî êîîðäèíàò ôèêñèðîâàíî) ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîð-
äèíàòàìè. Òàêèå òî÷êè èëè âåêòîðû íàçûâàþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè. Ðåøåòêà Z2 äåéñòâóåò
íà ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè, òî åñòü êàæäûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð v ∈ Z2

îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Tv(z) = z + v. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà
R2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: äâå òî÷êè z è z′ ýêâèâàëåíòíû, åñëè îäíà èç äðóãîé ïîëó÷àåòñÿ
ïåðåíîñîì íà öåëî÷èñëåííûé âåêòîð. Ôàêòîðìíîæåñòâî R2/Z2 ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ýêâè-
âàëåíòíîñòè ìîæíî íàãëÿäíî ñåáå ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé êâàäðàò [0; 1]2, ñîñòîÿùèé èç âñåõ òî÷åê (x, y), òàêèõ, ÷òî 0 ⩽

x, y ⩽ 1. Ëþáàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé òî÷êå èç åäèíè÷íîãî êâàäðàòà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàøå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îãðàíè÷èòü íà êâàäðàò, è ñîîò-
âåòñòâóþùåå ôàêòîðìíîæåñòâî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ R2/Z2. Òî÷êè èç [0; 1]2, êàê ïðàâèëî,
íå ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Åñëè, ñêàæåì, âçÿòü òî÷êó ñòðîãî âíóòðè êâàäðàòà è ñäâè-
íóòü åå íà öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, òî îáðàç âûéäåò çà ïðåäåëû êâàäðàòà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ýêâèâàëåíòíûìè îêàçûâàþòñÿ ëèøü òî÷êè íà ãðàíèöå, à èìåííî, òî÷êè (0, y) è (1, y), à
òàêæå òî÷êè (x, 0) è (x, 1). Èíà÷å ãîâîðÿ, íèæíÿÿ ñòîðîíà êâàäðàòà ñêëåèâàåòñÿ ñ âåðõíåé
ñòîðîíîé, à ëåâàÿ ñòîðîíà � ñ ïðàâîé. Ìîæíî ñíà÷àëà ñêëåèòü ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû,
òî åñòü êàê áû ñâåðíóòü êâàäðàò â òðóáî÷êó. À ïîòîì êîíöû ýòîé òðóáî÷êè íóæíî ñâåñòè
äðóã ñ äðóãîì è ñîåäèíèòü. Ïîëó÷èòñÿ òîð, òî åñòü ïîâåðõíîñòü áóáëèêà. Êàíîíè÷åñêóþ
ïðîåêöèþ èç R2 íà òîð R2/Z2 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç p.
Íèæå ìû áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå X äëÿ òîðà R2/Z2. Ìû ñïåöèàëüíî

âûáðàëè òàêîé íè íà ÷òî íå íàìåêàþùèé ñèìâîë (ïî êðàéíåé ìåðå, íå íàìåêàþùèé íà
òî, ÷òî ðå÷ü èäåò èìåííî î òîðå), ïîñêîëüêó ìíîãèå âåùè, êîòîðûå áóäóò ñêàçàíû ïðî X,
ãîäÿòñÿ íå òîëüêî äëÿ òîðà, íî è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

4.1. Ïðÿìûå íà òîðå. Ðàöèîíàëüíîé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè èç Z2. Â ýòîì ñëó÷àå íà òîé æå ïðÿìîé,
íà ñàìîì äåëå, áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî öåëûõ òî÷åê. Îáðàçû ðàöèîíàëüíûõ ïðÿìûõ ïðè
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êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè p : R2 → X íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ïðÿìûìè íà òîðå. Êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ïðÿìûõ íà òîðå íàçûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèåé ïðÿìûõ íà
òîðå, èëè ïðîñòî êîíôèãóðàöèåé íà òîðå. Ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîíôèãó-
ðàöèÿ ïðÿìûõ íà òîðå ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç äâóõ ïðÿìûõ.
Ïóñòü L � ðàöèîíàëüíàÿ ïðÿìàÿ íà òîðå. Ýòî îçíà÷àåò, ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî L = p(L̂)

äëÿ íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé ïðÿìîé L̂ íà ïëîñêîñòè. Âûáîð ïðÿìîé L̂ íåîäíîçíà÷åí, ïî-
ñêîëüêó, åñëè ñäâèíóòü ïðÿìóþ íà ëþáîé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, òî îò ýòîãî ïðîåêöèÿ
íå ïîìåíÿåòñÿ. Ìîæíî, âïðî÷åì, çàôèêñèðîâàòü êîíêðåòíóþ ïðÿìóþ L̂, ïîòðåáîâàâ, íà-
ïðèìåð, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèå L̂ òîëüêî äëÿ ýòîé ïðÿìîé. Çàìåòèì, ÷òî L = p(TvL̂) äëÿ âñÿêîãî
âåêòîðà v ∈ Z2. Îáðàòèòå åùå âíèìàíèå íà òî, ÷òî òîð R2/Z2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ôàêòîðãðóïïó àääèòèâíîé ãðóïïû R2 ïî ïîäãðóïïå Z2. Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè êàæ-
äàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ïðÿìàÿ íà òîðå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé, â ÷àñòíîñòè, îíà ïðîõîäèò ÷åðåç
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò âñåãî òîðà, òî åñòü ÷åðåç o := p(0, 0).

Çàäà÷à. Åñëè ðàçðåçàòü òîð âäîëü ðàöèîíàëüíîé ïðÿìîé, òî ïîëó÷èòñÿ öèëèíäð.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå ðàöèîíàëüíûå ïðÿìûå íà òîðå, îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç L1 è L2. Ïî
îïðåäåëåíèþ, Li = p(L̂i) äëÿ íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðÿìûõ L̂i, i = 1, 2, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà o ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè L1∩L2. Äâå ïðÿìûå
íà ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå, íî íà òîðå ýòî óæå íå òàê: ó ïðÿìûõ
L1 è L2 ìîæåò áûòü íåñêîëüêî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Õîòÿ L̂1 è L̂2 ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî
òî÷êå (0, 0), ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî L̂1 ∩ TvL̂2 ̸⊂ Z2 äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ Z2, è â ýòîì

ñëó÷àå p(L̂1 ∩ TvL̂2) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ L1, L2 â òîðå, îòëè÷íàÿ îò o.
Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè, êîíôèãóðàöèÿ A íà òîðå çàäàåò íåêîòîðóþ êîìáèíàòîðíî-

ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Åñëè âûêèíóòü èç òîðà âñå ïðÿìûå êîíôèãóðàöèè, òî îñòà-
íóòñÿ êîìïîíåíòû, íàçûâàåìûå îáëàñòÿìè. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü îáëàñòü U êîíôè-
ãóðàöèè A è ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó Û ïîëíîãî ïðîîáðàçà p−1(U).

Ïðåäëîæåíèå. Ìíîæåñòâî Û , îïðåäåëåííîå âûøå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííûé
âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, à îòîáðàæåíèå p : Û → U âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî, ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, A cîäåðæèò õîòÿ áû äâå
ðàçëè÷íûå ïðÿìûå. Âûäåëèì äâå ëþáûå ïðÿìûå L1, L2 ∈ A. Î÷åâèäíî, ìîæíî ïîäîáðàòü
öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû v1, w1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû Û ëåæàëî ìåæäó ïðÿìûìè Tv1L̂1 è

Tw1L̂1, òî åñòü ÷òîáû ýòè ïðÿìûå ëåæàëè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò Û . Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ðàñ-

ñìîòðåòü ïàðó ïðÿìûõ âèäà Tv2L̂2 è Tw2L̂2 ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò Û . ×åòûðå ïðÿìûå Tv1L̂1,

Tw1L̂1, Tv2L̂2 è Tw2L̂2 îãðàíè÷èâàþò ïàðàëëåëîãðàìì Π ⊂ Û . Âñå ïðÿìûå, ïîëó÷àþùèåñÿ èç

ïðÿìûõ âèäà L̂ (ãäå L ∈ A), öåëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè, ðàçáèâàþò ïàðàëëåëîãðàìì Π íà
êîíå÷íîå ÷èñëî êóñêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ � îãðàíè÷åííûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê.
Ìíîæåñòâî Û � îäèí èç ýòèõ êóñêîâ.
Åñëè áû îòîáðàæåíèå p : Û → U íå áûëî âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, â Û íàøëèñü áû äâå

òî÷êè z, w, òàêèå, ÷òî v := w− z ∈ Z2. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ïðÿìóþ L ∈ A, íå
ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó v. Ïîäõîäÿùèì âûáîðîì öåëîãî ÷èñëà m ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû
ïðÿìàÿ L̂+mv ðàçäåëÿëà áû òî÷êè z è w èëè ïðîõîäèëà áû ÷åðåç îäíó èç ýòèõ òî÷åê. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îáà ñöåíàðèÿ íåâîçìîæíû, òàê êàê íè îäíà ïðÿìàÿ âèäà L̂+mv íå ìîæåò
ïåðåñåêàòüñÿ ñ îáëàñòüþ Û . □

Áëàãîäàðÿ òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó ïðåäëîæåíèþ, ìû ìîæåì äóìàòü ïðî îáëàñòè êîí-
ôèãóðàöèè A êàê ïðî âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè, îòîæäåñòâëÿÿ U ñ Û . Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî ïðÿìûõ

Â := {TvL̂ | L ∈ A, v ∈ Z2}



34

íà ïëîñêîñòè. Ýòî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ áåñêîíå÷íî, ïîñêîëüêó, âìåñòå ñ êàæäîé ïðÿìîé, îíî
ñîäåðæèò è âñå åå öåëî÷èñëåííûå ñäâèãè. Âïðî÷åì, Â ëîêàëüíî êîíå÷íî â òîì ñìûñëå, ÷òî
êàæäîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðÿ-
ìûõ èç Â. Ìíîãîóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé), âñå ñòîðîíû êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â

ïðÿìûõ èç Â, áóäåò íàçûâàòüñÿ Â-ìíîãîóãîëüíèêîì. Èíòåðåñíî èçó÷àòü Z2-èíâàðèàíòûå
ìåðû íà Â-ìíîãîóãîëüíèêàõ, òî åñòü òàêèå ôóíêöèè µ íà Â-ìíîãîóãîëüíèêàõ ñî çíà÷åíè-
ÿìè â Q, ÷òî µ(∅) = 0, è

µ(P ) + µ(Q) = µ(P ∩Q) + µ(P ∪Q)

äëÿ ëþáûõ Â-ìíîãîóãîëüíèêîâ P è Q, è ïðè ýòîì µ(TvP ) = µ(P ) äëÿ âñÿêîãî v ∈ Z2.

Ñêàæåì, ÷òî ìåðà µ ïðîñòàÿ, åñëè µ(P ) äëÿ âñÿêîãî Â-ìíîãîóãîëüíèêà P ñ ïóñòîé âíóò-
ðåííîñòüþ.
Ïðîñòûå Z2-èíâàðèàíòíûå ìåðû íà Â-ìíîãîóãîëüíèêàõ îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî íàä Q â òîì ñìûëå, ÷òî èõ ìîæíî íå òîëüêî ñêëàäûâàòü, íî è óìíîæàòü íà ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëà îáëàäàþò ïðèâû÷íûìè ñâîéñòâà-
ìè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è èõ óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû. À èìåííî, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä Q � ýòî ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, ýëåìåíòû êîòîðîé (íàçûâàåìûå âåêòîðàìè) ìîæíî òàê-
æå óìíîæàòü íà ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà (òàê ÷òî óìíîæåíèå íà 1 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî, à
óìíîæåíèå íà cc′ ∈ Q ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ óìíîæåíèÿ íà c è óìíîæåíèÿ íà c′),
ïðè÷åì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà ñîãëàñîâàíû â òîì ñìûñëå,
÷òî

c(α + β) = cα + cβ, (c+ c′)α = cα + c′α

äëÿ âñÿêèõ âåêòîðîâ α, β è âñÿêèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë c, c′ ∈ Q.
Êàê è â ñëó÷àå àôôèííîé êîíôèãóðàöèè, ìîæíî åùå ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî V âñåõ

ôóíêöèé íà îáëàñòÿõ êîíôèãóðàöèè A ñî çíà÷åíèÿìè â Q. Ðàçíèöà òóò, âïðî÷åì, íå òîëüêî
ìåæäó ïëîñêîñòüþ è òîðîì, íî è ìåæäó îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèé: â ñëó÷àå òîðà ìû
äîïóñêàåì â êà÷åñòâå çíà÷åíèé íå òîëüêî öåëûå, íî è ïðîèçâîëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.
Âîçìîæíîñòü äåëèòü îäíî ÷èñëî íà äðóãîå (ëþáîå íåíóëåâîå) íàì áóäåò âàæíà.

Ïðåäëîæåíèå. Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ìåæäó V è ïðîñòðàíñòâîì âñåõ
ïðîñòûõ Z2-èíâàðèàíòíûõ ìåð íà Â-ìíîãîóãîëüíèêàõ.

Áèåêöèÿ ìåæäó äâóìÿ âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè
îíà ïåðåâîäèò ñëîæåíèå âåêòîðîâ â ñëîæåíèå âåêòîðîâ, à óìíîæåíèå âåêòîðà íà ñêàëÿð �
â óìíîæåíèå âåêòîðà íà òîò æå ñêàëÿð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ V ; ïðî f ìîæíî äóìàòü êàê ïðî ëîêàëüíî ïîñòîÿííóþ ôóíê-
öèþ íà X \

⋃
A. Ðàññìîòðèì ïîäíÿòèå f̂ : R2 \

⋃
Â → Q, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

f̂(q) := f(p(q)) äëÿ âñåõ q ∈ R2 \
⋃
Â. Êàæäûé Â-ìíîãîóãîëüíèê P ðàçáèâàåòñÿ ïðÿìûìè

èç Â íà êîíå÷íîå ÷èñëî áîëåå ìåëêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ � áóäåì íàçûâàòü èõ ïëèòêàìè
� à ïîñëåäíèå óæå ïðîåöèðóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì p âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà îáëàñòè êîíôè-
ãóðàöèè A. Îïðåäåëèì µf (P ) êàê ñóììó çíà÷åíèé ôóíêöèè f̂ íà âñåõ ïëèòêàõ, âõîäÿùèõ

â P . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî µf � ïðîñòàÿ Z2-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà íà Â-ìíîãîóãîëüíèêàõ. Áîëåå
òîãî, ñîîòâåòñòâèå f 7→ µf è çàäàåò èñêîìûé èçîìîðôèçì, ïîñêîëüêó, äëÿ îäíîçíà÷íîãî

çàäàíèÿ ïðîñòîé Z2-èíâàðèàíòíîé ìåðû íà Â-ìíîãîóãîëüíèêàõ, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü
åå íà êîìïîíåíòàõ ïðîîáðàçà ëþáîé ïëèòêè, ïðè÷åì íà ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ îíà äîëæíà
ïðèíèìàòü (â ñèëó Z2-èíâàðèàíòíîñòè) îäíî è òî æå çíà÷åíèå. □

Âîîáùå ãîâîðÿ, èíòåðåñíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòûå Z2-èíâàðèàíòíûå ìåðû íà Â-ìíîãî-
óãîëüíèêàõ â òîì ÷èñëå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìíîæåñòâî ïðÿìûõ Â íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
êîíå÷íûì. Íàïðèìåð, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âîîáùå âñå ìíîãîóãîëüíèêè ñ ðàöèîíàëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè, òî åñòü âûáðàòü â êà÷åñòâå Â ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ïðÿìûõ.
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×òîáû ðåøàòü òàêèå çàäà÷è, âïðî÷åì, ñàìûé ãëàâíûé øàã � ðàçîáðàòüñÿ ñî ñëó÷àåì ëî-
êàëüíî êîíå÷íîãî Â. Ìû çäåñü òîëüêî ýòèì ñëó÷àåì è îãðàíè÷èìñÿ.

ss:Vc-desc
4.2. Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà V. Íàøà çàäà÷à � îïèñàòü V êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè, â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ôèëüòðàöèÿ

V⩽0 ⊂ V⩽1 ⊂ V⩽2 := V .

Îäíàêî, ïî ñðàâíåíèþ ñ R2, åñòü ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà. Â R2, ïðÿìàÿ äåëèò ïëîñêîñòü íà
äâå ïîëóïëîñêîñòè, è ïî ýòîé ïðè÷èíå îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ Õýâèñàéäà. Ìû èñïîëüçîâàëè
ìíîãî÷ëåíû îò ôóíêöèé Õýâèñàéäà, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñòåïåííóþ ôèëüòðàöèþ â V . Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ðàöèîíàëüíàÿ ïðÿìàÿ íà òîðå íå äåëèò òîð íà äâå ÷àñòè, è íèêàêîé ôóíêöèè
Õýâèñàéäà íå ïîëó÷àåòñÿ. À ñòåïåííóþ ôèëüòðàöèþ âñå ðàâíî ìîæíî îïðåäåëèòü, ïðè÷åì
î÷åíü åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V⩽0, ïî îïðåäåëåíèþ, ñîñòîèò èç ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, òî åñòü èç

òàêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïðèíèìàþò íà âñåõ îáëàñòÿõ êîíôèãóðàöèè îäèíàêîâûå çíà÷å-
íèÿ. Ýòî îïðåäåëåíèå íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî áûëî äëÿ ïëîñêîñòè.
Äàëåå, ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ V ëåæèò â V⩽1, åñëè ñêà÷îê, êîòîðûé ôóíêöèÿ f äåëàåò
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïðÿìóþ L ∈ A, çàâèñèò òîëüêî îò íàïðàâëåíèÿ ïåðåõîäà è îò âûáîðà
ñàìîé ïðÿìîé, íî íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîé òî÷êå ïðÿìîé ñîâåðøèëñÿ ýòîò ïåðåõîä (çà
èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, âåðøèí êîíôèãóðàöèè, â êîòîðûõ ñêà÷îê âîîáùå íå ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì). Òàêîå îïèñàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà V⩽1 ðàíåå áûëî ñëåäñòâèåì
îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç ôóíêöèè Õýâèñàéäà, à ñåé÷àñ îíî ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûì îïðåäåëå-
íèåì. Ïðîñòðàíñòâî V⩽2 ïîëîæèì ðàâíûì âñåìó V , îïÿòü ïî îïðåäåëåíèþ. Èòàê, ñòåïåí-
íóþ ôèëüòðàöèþ â V ìîæíî îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íûì è åñòåñòâåííûì îáðàçîì, íåñìîòðÿ
äàæå íà òî, ÷òî ïðî ôóíêöèè Õýâèñàéäà ãîâîðèòü áåññìûñëåííî.
Ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïû

V1 := V⩽1/V⩽0, V2 := V/V⩽1,

êîòîðûå â íàøåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ òàêæå âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè (ïî ýòîé ïðè÷èíå
èõ íàçûâàþò ôàêòîðïðîñòðàíñòâàìè). Ìû õîòèì ïîëó÷èòü îïèñàíèÿ ýòèõ ôàêòîðïðî-
ñòðàíñòâ ïî àíàëîãèè ñ òåìè, êîòîðûå èìåþòñÿ íà ïëîñêîñòè. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå
ïîâòîðÿåò àôôèííûé ñëó÷àé ïî÷òè äîñëîâíî.

Îïðåäåëåíèå (Ïðîñòðàíñòâà çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé). Îïðåäåëèì F1 êàê ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé íà êîîðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè A ñî
çíà÷åíèÿìè â Q. Ïðîñòðàíñòâî F2 ñîñòîèò ïî îïðåäåëåíèþ èç âñåõ çíàêîïåðåìåííûõ ôóíê-
öèé íà îðèåíòèðîâàííûõ ôëàãàõ êîíôèãóðàöèè A âèäà [a, L], ãäå a � âåðøèíà, îòëè÷íàÿ
îò o, à ïðÿìàÿ L ∈ A ïðîõîäèò ÷åðåç a è ñíàáæåíà êàê îðèåíòàöèåé, òàê è êîîðèåíòàöèåé.

Âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà V1 â F1 âûãëÿäèò òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ ïëîñêîñòè. Êàæäîé
ôóíêöèè f ∈ V⩽1 ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ F1, èçìåðÿþùàÿ ñêà÷êè ôóíêöèè f ïðè ïå-
ðåõîäå ÷åðåç êàæäóþ ïðÿìóþ êîíôèãóðàöèè A. Ýòè ñêà÷êè âñå îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∈ V⩽0. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïëîñêîñòè, îáðàç ïðîñòðàíñòâà
V1 â F1 íå ñîâïàäàåò ñî âñåì F1, à çàäàåòñÿ íåòðèâèàëüíûìè ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿ-
ìè. Ïðîèñõîæäåíèå ñîîòíîøåíèé ëåãêî îáúÿñíèòü. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ çàìêíóòóþ
êðèâóþ Γ íà òîðå, ñêàæåì, ãëàäêóþ è ïåðåñåêàþùóþ âñå ïðÿìûå êîíôèãóðàöèè ïîä íåíó-
ëåâûìè óãëàìè. Òîãäà ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü âñå ñêà÷êè ôóíêöèè f âäîëü êðèâîé Γ.
ßñíî, ÷òî äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ íóëü. Íà ñàìîì äåëå, åñëè Γ ìîæíî ñòÿíóòü â òîðå â òî÷êó,
òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, è îíî íå íàêëàäûâàåò íèêà-
êèõ îãðàíè÷åíèé íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ⊂ F1. Îäíàêî íà òîðå åñòü íåñòÿãèâàåìûå êðèâûå
� â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, íåçàâèñèìûõ òàêèõ êðèâûõ ìîæíî âûáðàòü äâå (íàïðèìåð, ïà-
ðàëëåëü è ìåðèäèàí òîðà, òî åñòü îáðàçû â òîðå ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé îñåé),
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à âñå îñòàëüíûå ÷åðåç íèõ âûðàæàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèÿ íà V1. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå, âûïèñàííîå ïî çàìêíóòîé êðèâîé Γ òàê, êàê
îïèñàíî âûøå, íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ïåðèîäîâ âäîëü Γ.

Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî V1 êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî ïîäïðîñòðàíñòâó â F1, çàäàííîìó
äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè, à èìåííî, ñîîòíîøåíèÿìè ïåðèîäîâ âäîëü
äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàííûõ è ñëåãêà ñäâèíóòûõ ïðÿìûõ èç A.

Áîëåå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå âëîæåíèÿ V1 ↪→ F1 ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî íà ÿçû-
êå öåïåé è êîöåïåé. Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè, ðàññìàòðèâàåì öåïè, ïîðîæäåííûå äâîé-
ñòâåííûìè êëåòêàìè, è ñîîòâåòñòâóþùèå êîöåïè. Òîëüêî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè,
ìû òåïåðü äîïóñêàåì â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâîëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, à íå
òîëüêî öåëûå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâà Ck ïðè k = 0, 1, 2, à òàêæå ïðîñòðàíñòâî
C×

2 , ÿâëÿþòñÿ òåïåðü âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä Q. Ïðîñòðàíñòâî F1 îòîæäåñòâëÿ-
åòñÿ ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì â C1, ñîñòîÿùèì èç âñåõ 1-êîöåïåé, ïîñòîÿííûõ âäîëü ïðÿìûõ
êîíôèãóðàöèè A. Àíàëîãè÷íî ëåììå èç ðàçäåëà 3.6, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå òàêèå êî-
öåïè � êîöèêëû. Âëîæåíèå V1 ↪→ F1 çàäàíî ôîðìóëîé f 7→ df , ãäå d : C0 = V → C1 �
êîãðàíè÷íûé îïåðàòîð, à F1.

Ñëåäñòâèå. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî F1 èìååò ðàçìåðíîñòü n− 2, ãäå n � ÷èñëî ïðÿ-
ìûõ â êîíôèãóðàöèè A.

Èñïîëüçóÿ ÿçûê êîöåïåé, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âëîæåíèå V2 ↪→ F2 âûãëÿäèò êàê êîì-
ïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ f 7→ d×df è ïðîåêöèè C2

× → F2 (â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè,
F2 îòîæäåñòâëÿåòñÿ íå ñ ïðîñòðàíñòâîì C2

×, à ñ íåêîòîðûì åãî ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì,
ïîëó÷åííûì ïóòåì çàáûâàíèÿ çíà÷åíèé êîöåïè íà ôëàãàõ âèäà [o, L]). Ýòî âëîæåíèå ðå-
àëèçóåò ïðîñòðàíñòâî V2 êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â F2. Íà ïåðâûé âçãëÿä, îïèñàíèå ýòîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèÿ, âûäåëÿþùèå V2

êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â F2 � ýòî çàêîíû âçàèìíîñòè âî âñåõ âåðøèíàõ êîíôèãóðàöèè, òî
åñòü ñîîòíîøåíèÿ íà g ∈ F2 = C2

× âèäà
∑

L g[a, L] = 0, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì
ïðÿìûì L ∈ A, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç âåðøèíó a.

Òåîðåìà. Îòîáðàæåíèå f 7→ d×df îïðåäåëÿåò âëîæåíèå V2 â F2, îáðàç êîòîðîãî çàäà-
åòñÿ çàêîíàìè âçàèìíîñòè âî âñåõ âåðøèíàõ êîíôèãóðàöèè.

Ýòî îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà V2 âïîëíå àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïëîñêîñòè. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ,
÷òî ðàçíèöà çàøèòà â îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà F2 � ìû âåäü îòêàçàëèñü îò ðàññìîòðåíèÿ
ôëàãîâ âèäà [o, L], ãäå o � ñïåöèàëüíàÿ âåðøèíà êîíôèãóðàöèè, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò
âñå öåëûå òî÷êè è ÷åðåç êîòîðóþ òåì ñàìûì ïðîõîäÿò âñå ðàöèîíàëüíûå ïðÿìûå. Îäíàêî, ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîãëè áû òàêóþ ñïåöèàëüíóþ òî÷êó äîáàâèòü è ê ïëîñêîñòè. À èìåííî,
ìîæíî ê ïëîñêîñòè äîáàâèòü îäíó áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó ∞ è ïîëó÷èòü ñôåðó S2 =
R2∪{∞} (ïîíÿòü ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî, íàïðèìåð, â òåðìèíàõ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè
èç ñôåðû â ïëîñêîñòü � òî÷êàì ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþò âñå òî÷êè ñôåðû, êðîìå îäíîé,
à ýòà ïîñëåäíÿÿ � öåíòð ïðîåêöèè � ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ∞). Ïðè òàêîì ïîäõîäå òî÷êà
∞ òîæå îêàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé âåðøèíîé êîíôèãóðàöèè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò âñå
ïðÿìûå, è ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ðàññìîòðåíèÿ ôëàãîâ âèäà [∞, L]. ×òî æå ïîëó÷èòñÿ, åñëè
íå îòêàçûâàòüñÿ îò ðàññìîòðåíèÿ òàêèõ ôëàãîâ? Ïðî ýòî ìû ïîãîâîðèì ÷óòü ïîçæå.

Ñëåäñòâèå. Ïðîñòðàíñòâî V2 èìååò ðàçìåðíîñòü
∑

a(νa−1), ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ
ïî âñåì âåðøèíàì a êîíôèãóðàöèè A, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè o.

Ìû òåïåðü çíàåì ðàçìåðíîñòè âñåõ ôàêòîðîâ Vk ñòåïåííîé ôèëüòðàöèè. Ñêëàäûâàÿ ýòè
ðàçìåðíîñòè, ïîëó÷èì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V :

dim(V) = n− 1 +
∑
a̸=o

(νa − 1).
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Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì âåðøèíàì a êîíôèãóðàöèè A,
êðîìå o. Ïîñêîëüêó V , î÷åâèäíî, èçîìîðôíî Qf2 (ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé íà ìíî-
æåñòâå èç f2 ýëåìåíòîâ), òî ìû ïîëó÷àåì òàêæå ôîðìóëó äëÿ f2.

Ñëåäñòâèå. ×èñëî f2 îáëàñòåé êîíôèãóðàöèè èç n ðàöèîíàëüíûõ ïðÿìûõ íà òîðå R2/Z2

ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî ôîðìóëå n− 1 +
∑

a̸=o(νa − 1).

Ýòî íåïîñðåäñòâåííûé òîðè÷åñêèé àíàëîã ôîðìóëû Çàñëàâñêîãî. Åãî ìîæíî äîêàçàòü,
êîíå÷íî, è íå ïðèáåãàÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïðîñòðàíñòâà V � äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü òå æå
ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûìè ìû âîñïîëüçîâàëèñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îðèãèíàëüíîé ôîðìóëû
Çàñëàâñêîãî. Ðàçíèöà òîëüêî â ¾îñíîâàíèè èíäóêöèè¿: â òîðè÷åñêîì ñëó÷àå òàêèì îñíî-
âàíèåì ñëóæèò óòâåðæäåíèå, ÷òî ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ðàöèîíàëüíûå ïðÿìûå âûäåëÿþò
â òîðå òîëüêî îäíó îáëàñòü (åå ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè â âèäå ôóíäàìåíòàëüíîãî
ïàðàëëåëîãðàììà ãðóïïû Z2).

ss:cohT
4.3. Ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè òîðà. Äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííûõ â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå òåîðåì ìîæíî, â ïðèíöèïå, ïðîâåñòè ïî òîé æå ñõåìå è íà òîì æå ÿçûêå,
÷òî è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè. ×òî êàñàåòñÿ ÿçûêà, òî ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâà öåïåé
Ck ïðè k = 0, 1, 2, à òàêæå C×

2 , è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà êîöåïåé Ck, C2
×. Ìåæäó

ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè äåéñòâóþò ãðàíè÷íûå (∂, ∂×) èëè êîãðàíè÷íûå (d, d×) îïåðàòîðû.
Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî ∂ ◦ ∂ = 0, èëè, ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì, ÷òî d ◦ d = 0 � ýòî âåðíî â
î÷åíü îáùåé ñèòóàöèè, è â ýòîì ìåñòå íåò íèêàêîé ðàçíèöû ìåæäó ïëîñêîñòüþ è òîðîì.
Ðàâíîñèëüíîå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñÿêàÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, à êàæäàÿ
êîãðàíèöà � êîöèêë. Äëÿ ïëîñêîñòè, ïî êðàéíåé ìåðå â ðàçìåðíîñòè îäèí, ýòî óòâåðæäå-
íèå áûëî âåðíî è â îáðàòíóþ ñòîðîíó: ëþáîé 1-öèêë ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé, à 1-êîöèêë �
êîãðàíèöåé. Ýòî óæå íå òàê äëÿ òîðà, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãèåé òîðà è ÷òî
íåñêîëüêî ìåíÿåò êàê óòâåðæäåíèÿ, òàê è äîêàçàòåëüñòâà.

Îïðåäåëåíèå (Ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè). Äàííîå îïðåäåëåíèå èìååò ñìûñë äëÿ C1 èëè
C1 â òîðå, íî îíî äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé î÷åíü øèðîêîãî êëàññà òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ. Ïðîñòðàíñòâî k-ãðàíèö ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå k-öèêëîâ
(ñåé÷àñ îñìûñëåííî äóìàòü ïðî k = 1, íî ìû ñðàçó ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå îáùèì
îáðàçîì). Ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì k-ãîìîëîãèé
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Hk = Hk(X;Q). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî k-êîãîìîëîãèé
Hk = Hk(X;Q) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà âñåõ k-êîöèêëîâ ïî
ïîäïðîñòðàíñòâó âñåõ k-êîãðàíèö.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ L è ñíàáäèì åå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàííûìè
îðèåíòàöèåé è êîîðèåíòàöèåé. Ñêàæåì, ÷òî äâîéñòâåííàÿ 1-êëåòêà ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé
L, åñëè îíà ïåðåñåêàåò ðåáðî êîíôèãóðàöèè, ïðèìûêàþùåå ê L ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòîðî-
íû. Îðèåíòèðóåì ýòó ïàðàëëåëüíóþ äâîéñòâåííóþ 1-êëåòêó â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé
ïðÿìîé L. Äàëåå, ñîñòàâèì 1-öåïü [L], ïðîñóììèðîâàâ âñå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé L äâîé-
ñòâåííûå 1-êëåòêè ñ óêàçàííûìè îðèåíòàöèÿìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî [L] � öèêë, à ñëåäî-
âàòåëüíî, îí îïðåäåëÿåò êëàññ ãîìîëîãèé, òî åñòü ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà H1. Íàçîâåì [L]
êëàññîì ïðÿìîé L. Ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà � ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé òîðà
â ðàçìåðíîñòè îäèí; ýòî åäèíñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü.

Òåîðåìà. Äëÿ äâóìåðíîãî òîðà ïðîñòðàíñòâî H1 äâóìåðíî: êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ êî-
öèêëà ξ ∈ C1 ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ[L] = 0 äëÿ âñÿêîé ïðÿìîé L èëè,
÷òî ðàâíîñèëüíî, äëÿ äâóõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå L1, L2 ∈ A è çàôèêñèðóåì äëÿ íèõ
êàêèå-ëèáî îðèåíòàöèè è êîîðèåíòàöèè. Òåïåðü ðàññìîòðèì òàêîé êîöèêë ξ ∈ C1, ÷òî
ξ[L1] = ξ[L2] = 0. Ìû õîòèì íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ f ∈ C0 íà äâîéñòâåííûõ 0-êëåòêàõ,
äëÿ êîòîðîé ξ = df . Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ äâîéñòâåííóþ 0-êëåòêó q0. Ëþáóþ äðó-
ãóþ äâîéñòâåííóþ 0-êëåòêó q ìîæíî ñîåäèíèòü ñ q0 ïóòåì Γ, ïðîõîäÿùèì ïî äâîéñòâåííûì
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1-êëåòêàì. Îðèåíòèðîâàâ Γ ïî íàïðàâëåíèþ îò q0 ê q, çàìåíèì ýòó ëîìàíóþ ñóììîé [Γ]
¾çâåíüåâ¿, òî åñòü âñåõ âõîäÿùèõ â Γ äâîéñòâåííûõ 1-êëåòîê, îðèåíòèðîâàííûõ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé ïóòè Γ. Ïîëîæèì f(q) := ξ[Γ].
Íàì íóæíî ïðåæäå âñåãî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ f êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ò.å.

íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîìàíîé Γ, ñîåäèíÿþùåé äâå äàííûå òî÷êè q0 è q. Ðàññìîòðèì íåêî-
òîðîå ïîäíÿòèå ïóòè Γ, òî åñòü òàêîé ïóòü Γ̂ íà ïëîñêîñòè, êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ â Γ
ïðè ïðîåêöèè p. Ýòî ïîäíÿòèå ñîåäèíÿåò òî÷êè q̂0 è q̂, òàêèå, ÷òî p(q̂0) = q0 è p(q̂) = q.
Ïóñòü òåïåðü Γ′ � äðóãîé ïóòü ïî äâîéñòâåííûì 1-êëåòêàì, âûõîäÿùèé èç q0 è çàêàí÷è-
âàþùèéñÿ â q. Ìîæíî ïîäíÿòü ýòîò ïóòü òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäíÿòûé ïóòü Γ̂′

âûõîäèë èç q̂0. Êîíå÷íî, íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî êîíåö q̂′ ïóòè Γ̂′ ñîâïàäåò ñ
q̂. Îäíàêî, â ëþáîì ñëó÷àå òî÷êè q̂′, q̂ ïðîåöèðóþòñÿ â îäíó è òó æå òî÷êó q íà òîðå, à çíà-
÷èò, îòëè÷àþòñÿ íà öåëî÷èñëåííûé âåêòîð. Ñîåäèíèì q̂ ñ q̂′ ëîìàíîé B̂ ñïåöèàëüíîãî òèïà:
ñíà÷àëà ýòà ïðîåêöèÿ ýòîé ëîìàíîé íà òîð äåëàåò íåñêîëüêî îáîðîòîâ (â ïîëîæèòåëüíîì
èëè îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè) ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé L1, â ïîòîì åùå íåñêîëüêî îáîðî-
òîâ ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé L2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ óêàçàííûå
òî÷êè, â ñàìîì äåëå ñóùåñòâóåò.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðîéòè çíà÷àëà ïî Γ̂, ïîòîì ïî B̂ è, íàêîíåö, ïî Γ̂′ â îáðàòíóþ ñòî-

ðîíó, òî ïîëó÷èòñÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ íà ïëîñêîñòè. Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãðàíèöó
íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (óïðàæíåíèå: ïðîâåäèòå àê-
êóðàòíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ). Îïóñêàÿ ýòó çàìêíóòóþ ëîìàíóþ îáðàòíî
íà òîð, ïîëó÷èì 1-ãðàíèöó [Γ] + [B] − [Γ′], ãäå B := p(B). À ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëü-
êó dξ = 0, çíà÷åíèå êîöèêëà ξ íà ýòîé ãðàíèöå ðàâíî íóëþ. Óñëîâèå ξ[B] = 0 âûòåêàåò

èç ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ξ[L1] = ξ[L2] = 0 è èç âûáîðà ëîìàíîé B̂. Ñëåäîâàòåëüíî,
ξ[Γ] = ξ[Γ′], ÷òî äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ.
Íàêîíåö, îñòàëîñü ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî df = ξ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äâîéñòâåí-

íóþ 1-êëåòêó I, âåäóùóþ èç òî÷êè a â òî÷êó b. Òîãäà f(a) = ξ[Γa], f(b) = ξ[Γb] äëÿ äâóõ
ëîìàíûõ Γa, Γb, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó q0 ñ òî÷êàìè a è b, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó çíà÷å-
íèå f(b) íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîìàíîé Γb, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Γb ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê
Γa îäíîãî çâåíà, à èìåííî, äâîéñòâåííîé 1-êëåòêè I. Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ êîãðàíè÷åíîãî
îïåðàòîðà d, ïîëó÷àåì

df(I) = f(b)− f(a) = ξ([Γa] + I)− ξ[Γa] = ξ(I).

Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé äâîéñòâåííîé 1-êëåòêè I, à çíà÷èò, df = ξ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü. □

Âû÷èñëåíèå ãîìîëîãèé íåòðóäíî ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ êîãîìîëîãèé, è íàîáîðîò.

Çàäà÷à. Èç äîêàçàííîé òåîðåìû, âûâåäèòå â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H1

òîæå äâóìåðíî, è ÷òî îíî ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè ëþáûõ äâóõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ
ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà V1 áîëåå òî÷íî. Íàïîìíèì,
÷òî îòîáðàæåíèå f 7→ df âêëàäûâàåò ýòî ïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâî F1 çíàêîïåðåìåí-
íûõ ôóíêöèé íà êîîðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, â ïðî-
ñòðàíñòâî 1-êîöåïåé, ïîñòîÿííûõ âäîëü ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè (ïîñëåäíåå ïðîñòðàíñòâî
ìû äîãîâîðèëèñü îòîæäåñòâëÿòü ñ F1, òàê ÷òî F1 ⊂ C1). Çàôèêñèðóåì äâå ãåîìåòðè÷åñêè
ðàçëè÷íûå ïðÿìûå L1, L2 ∈ A âìåñòå ñ êàêèìè óãîäíî èõ îðèåíòàöèÿìè è êîîðèåíòàöèÿìè.

Òåîðåìà. Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F1, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ ξ ∈ F1, äëÿ êî-
òîðûõ ξ[L1] = ξ[L2] = 0, ñîâïàäàåò ñ V1.

Â ñàìîì äåëå, ξ ∈ F1 ëåæèò â V1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ � êîãðàíèöà. Ïîñëåäíåå
óñëîâèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèÿì ξ[L1] = ξ[L2] = 0, êàê áûëî äîêàçàíî âûøå.
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Äëÿ ïðèìåðà, óêàæåì íåêîòîðûå ýëåìåíòû èç F1 ÿâíî (íà ñàìîì äåëå, óêàçàííûå ýëå-
ìåíòû äàæå ïîðîæäàþò âñå F1 êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî). Âûáåðåì òðè ïîïàðíî ãåî-
ìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå ïðÿìûå L1, L2, L3 ∈ A. Ïîëîæèì mi := |Lj ∩ Lk| äëÿ êàæäîé

òðîéêè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i, j, k = 1, 2, 3. Ðàññìîòðèì òðè ïðÿìûå L̂i, êîòîðûå
îòîáðàæàþòñÿ íà Li ïðîåêöèåé p, è êîòîðûå îáðàçóþò ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí íåêîòîðîãî
òðåóãîëüíèêà ∆ íà ïëîñêîñòè. Êîîðèåíòèðóåì âñå òðè ïðÿìûå òàê, ÷òîáû ∆ íàõîäèëñÿ ïî
ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó îò êàæäîé ïðÿìîé. Îðèåíòèðóåì âñå òðè ïðÿìûå â ñîîòâåòñòâèè
ñ íåêîòîðûì íàïðàâëåíèåì îáõîäà ãðàíèöû òðåóãîëüíèêà ∆. Áóäåì òåïåðü èñêàòü òàêóþ
ôóíêöèþ g ∈ F1 íà êîîðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè A, êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â
íóëü íà âñåõ ïðÿìûõ, ãåîìåòðè÷åñêè îòëè÷íûõ îò L1, L2, L3. Åñëè ïîëîæèòü gi := g(Li)
äëÿ i = 1, 2, 3, òî ñîîòíîøåíèÿ íà ôóíêöèþ g èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûãëÿäÿò êàê

m2g3 −m3g2 = m3g1 −m1g3.

Èíà÷å ãîâîðÿ, òðîéêà (g1, g2, g3) äîëæíà ïîëó÷àòüñÿ èç òðîéêè (m1,m2,m3) óìíîæåíèåì
íà íåêîòîðîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü (g1, g2, g3) = (m1,m2,m3); îáîçíà÷èì ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ g ÷åðåç θL1,L2,L3 . Ýòè ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå ïî òðîéêàì ïðÿìûõ,
ïîðîæäàþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî F1; èõ æå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òîðè÷åñêèå àíà-
ëîãè ôóíêöèé Õýâèñàéäà. Âïðî÷åì, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû èç V⩽1 îïðåäåëåíû òîëüêî
ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíò.

ss:recip
4.4. Çàêîíû âçàèìíîñòè. Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå ñòåïåííîé ôèëüòðàöèè ìîæíî â
òåðìèíàõ öåïåé ïåðåïèñàòü òàê:

V⩽0 = (∂C1)
⊥, V⩽1 = (∂∂×C×

2 )
⊥.

Ýòî âïîëíå àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïëîñêîñòè, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü ýòî îïðåäåëå-
íèå � èëè ïåðåôîðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèÿ � à íå ñëåäñòâèå èç îïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ
ôóíêöèé Õýâèñàéäà. Âûøå óæå áûëî îïèñàíî ïðîñòðàíñòâî V1 êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â F1.
À òåïåðü ìû îïèøåì V2 êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â F2. Íàïîìíèì, ÷òî F2 ñîñòîèò èç çíàêîïåðå-
ìåííûõ ôóíêöèé íà îðèåíòèðîâàííûõ ôëàãàõ âèäà [a, L], â êîòîðûõ a ̸= o, à îòîáðàæåíèå
âëîæåíèÿ V2 ↪→ F2 âûãëÿäèò êàê f 7→ d×df . Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî V2 ñ îáðà-
çîì ïðè ýòîì âëîæåíèè. Ìû òåïåðü ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó èç ðàçäåëà 4.2, îïèñûâàþùóþ
V2 êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â F2, çàäàííîå îïðåäåëåííûìè ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî V2 ⊂ F2 çàäàåòñÿ çàêîíàìè âçàèìíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî èìå-
åòñÿ ãîìîìîðôèçì κ∗ : C2

× → C2. Åãî îïðåäåëåíèå äëÿ òîðà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò
îïðåäåëåíèÿ â ñëó÷àå ïëîñêîñòè. Ôîðìóëà κ∗d×d = d2 = 0 äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå,
êàê è äëÿ àôôèííûõ êîíôèãóðàöèé. À ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ 2-öåïü âèäà d×df îáÿçàíà
óäîâëåòâîðÿòü âñåì çàêîíàì âçàèìíîñòè.
Òåïåðü ðàññìîòðèì g ∈ F2 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ g èìååò ìåñòî çàêîí âçàèìíîñòè â

êàæäîé âåðøèíå êîíôèãóðàöèè A, çà èñêëþ÷åíèåì o. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
g = d×h äëÿ íåêîòîðîé 1-êîöåïè h ∈ C1 (òî÷íåå ãîâîðÿ, g ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì 2-öåïè
d×h òîëüêî íà òå îáðàçóþùèå [a, L] ïðîñòðàíñòâà C

×
2 , äëÿ êîòîðûõ a ̸= o). Ýòî òîæå ñîâåð-

øåííî àíàëîãè÷íî ëåììå èç ðàçäåëà 3.6; äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò äîñëîâíî. Åäèíñòâåííàÿ
ðàçíèöà â òîì, ÷òî äåëàòü äàëüøå. Â ñèëó çàêîíîâ âçàèìíîñòè, h ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êî-
öèêë. Íî åñëè ðàíüøå (â àôôèííîì ñëó÷àå) èç ýòîãî ñðàçó âûòåêàëî, ÷òî h� êîãðàíèöà, òî
òåïåðü óæå íå âûòåêàåò. ×òîáû h áûëî êîãðàíèöåé, äîïîëíèòåëüíî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèÿ h[L1] = h[L2] = 0 äëÿ äâóõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ êîíôèãóðà-
öèè A. Âîîáùå ãîâîðÿ, óêàçàííûå óñëîâèÿ ìîãóò íàðóøàòüñÿ, åñëè h âûáðàíà íåóäà÷íî. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ó íàñ åñòü îïðåäåëåííàÿ ñâîáîäà â âûáîðå h. À èìåííî, ìîæíî äîáàâèòü
ê h òàêóþ 1-öåïü, êîòîðàÿ áóäåò ïîñòîÿííà âäîëü êàæäîé ïðÿìîé êîíôèãóðàöèè, à ñëåäî-
âàòåëüíî, êîòîðàÿ ïåðåéäåò â 0 ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà d×. Ëåãêî âûáðàòü ýòó öåïü òàê,
÷òîáû îáåñïå÷èòü óñëîâèÿ h[L1] = h[L2] = 0 � äîñòà÷òîíî äàæå âçÿòü òàêóþ öåïü èç F1,
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êîòîðàÿ ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ òîëüêî íà L1 è L2, à íà âñåõ îñòàëüíûõ ïðÿìûõ
êîíôèãóðàöèè îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Èòàê, â ðåçóëüòàòå ïîäõîäÿùåé ìîäèôèêàöèè öåïè h, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî h = df

äëÿ íåêîòîðîé f ∈ C0. Òîãäà g = d×h = d×df , ÷òî è òðåáîâàëîñü. □

Àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà V2 ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà âëîæåíèè íå â F2, à
â áîëåå øèðîêîå ïðîñòðàíñòâî C2

×. Ñàìî âëîæåíèå çàäàåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé f 7→ d×df , íî,
ïîñêîëüêó òåïåðü V2 âêëàäûâàåòñÿ â áîëüøåå ïðîñòðàíñòâî, åãî îáðàç çàäàåòñÿ áîëüøèì
êîëè÷åñòâîì ñîîòíîøåíèé.

Îïðåäåëåíèå (Çàêîíû âçàèìíîñòè íà ïðÿìûõ). Çàôèêñèðóåì ïðÿìóþ L ∈ A. Çàêîí
âçàèìíîñòè íà ïðÿìîé L � ýòî óñëîâèå íà ôóíêöèþ g ∈ C2

×, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî∑
a∈L g[a, L] = 0, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì âåðøèíàì a êîíôèãóðàöèè, ëåæà-

ùèì íà äàííîé ïðÿìîé L. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó L âûáðàíû îðèåíòàöèÿ è êîîðèåíòàöèÿ,
îäíàêî ñîäåðæàíèå ñàìîãî çàêîíà âçàèìíîñòè îò ýòèõ âûáîðîâ íå çàâèñèò, ïîñêîëüêó ïðè
ñìåíå îðèåíòàöèè èëè êîîðèåíòàöèè ó ëåâîé ÷àñòè ìîæåò ïîìåíÿòüñÿ òîëüêî çíàê.

Îáðàç ïðîñòðàíñòâà â V2 ìîæíî òåïåðü îïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìáèíàöèè äâóõ
òèïîâ çàêîíîâ âçàèìíîñòè.

Òåîðåìà. Ýëåìåíò g ∈ C2
× ëåæèò â îáðàçå ïðîñòðàíñòâà V2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà g óäîâëåòâîðÿåò çàêîíàì âçàèìíîñòè âî âñåõ òî÷êàõ è íà âñåõ ïðÿìûõ êîíôèãó-
ðàöèè.

Çàìåòèì ñðàçó æå, ÷òî òàêóþ æå òåîðåìó ìîæíî áûëî áû ñôîðìóëèðîâàòü è â åâêëè-
äîâîì ñëó÷àå, òîëüêî âìåñòî òî÷êè o íóæíî äîáàâèòü òî÷êó íà áåñêîíå÷íîñòè. Èìååòñÿ
÷åòêàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè � êàæäàÿ èç íèõ âûäåëÿåòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
ëåæèò íà âñåõ ïðÿìûõ ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Âñåõ äåòàëåé äîêàçàòåëüñòâà ìû ïðèâîäèòü íå ñòàíåì, íî îáðè-
ñóåì ïëàí. Òî, ÷òî 2-öåïü âèäà d×df óäîâëåòâîðÿåò çàêîíàì âçàèìíîñòè âî âñåõ òî÷êàõ,
âêëþ÷àÿ òî÷êó o, è íà âñåõ ïðÿìûõ, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïåðâîå ìû óæå ïðîâå-
ðèëè, à âòîðîå óòâåðæäåíèå � äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû î òîì, ÷òî åñëè íà îêðóæíîñòè
çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òî èíòåãðàë ïî âñåé îêðóæíîñòè îò åå ïðîèçâîäíîé ðàâåí íóëþ.
Ñóòü çäåñü â òîì, ÷òî ïðÿìûå íà òîðå êîìïàêòíû, è ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè. Òåõíè÷åñêè, íàì íàäî ïðîñóììèðîâàòü ðàçíîñòè, è â ýòîé
ñóììå âñå ÷ëåíû âçàèìíî óíè÷òîæàòñÿ.
Îáðàòíî, ïóñòü g ∈ C2

× óäîâëåòâîðÿåò âñåì çàêîíàì âçàèìíîñòè, êàê â òî÷êàõ, òàê è íà
ïðÿìûõ, è ìû õîòèì ïðåäñòàâèòü g â âèäå d×df äëÿ íåêîòîðîé f ∈ C0. Êîíå÷íî, äëÿ ýòîãî
íóæíî äâà ðàçà ïðîäåëàòü ¾äèñêðåòíîå èíòåãðèðîâàíèå¿. Â ïåðâûé ðàç îíî îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ âäîëü ïðÿìûõ, à îñóùåñòâèìîñòü ýòîé îïåðàöèè âûòåêàåò èç çàêîíîâ âçàèìíîñòè
íà ïðÿìûõ. Ðåçóëüòàò ýòîãî ïåðâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ � íåêîòîðàÿ 1-êîöåïü h ∈ C1, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì â ñèëó çàêîíîâ âçàèìíîñòè â òî÷êàõ. Íåâåðíî, îäíàêî, ÷òî h
àâòîìàòè÷åñêè áóäåò êîãðàíèöåé. ×òîáû ïîëó÷èëàñü êîãðàíèöà, íóæíî åùå ïðèáàâèòü ê
h ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííóþ 1-êîöåïü, ïîñòîÿííóþ âäîëü ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè;
ýòîò òðþê áûë îïèñàí â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå. □
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