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� 1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè

Ðàññìîòðèì íàáîð àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé {ϕk}∞k=0 â îáëàñòè Λ ⊂
C è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξk}∞k=0 íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ êîìïëåêñíûõ
ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà

∑∞
k=0 |ϕk(z)|2

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç Λ. Ãàóññîâñêîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé
(ÃÀÔ) íàçûâàåòñÿ

f =

∞∑
k=0

ξkϕk.

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè àíàëèòè÷åñêîé â Λ (ñì. [2]) ïî÷òè íàâåðíîå.
×åðåç Cf (z, w) îáîçíà÷èì êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ f , ò.å.,

Cf (z, w) = Ef(z)f(w) =

∞∑
k=0

ϕ(z)ϕ(w).

Ñîïîñòàâèì òî÷å÷íîìó ïðîöåññó íóëåé Zf = f−1(0) ñ÷èòàþùóþ ìåðó
nf =

∑
z∈Zf

δz. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñðåäíåå ÷èñëî íóëåé Enf . Ôîðìóëà
Ýäåëüìàíà-Êîñòëàíà ñâÿçûâàåò Enf è êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ

Òåîðåìà (ôîðìóëà Ýäåëüìàíà-Êîñòëàíà). Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(1) Ednf (z) = ρ1 dm(z),

ãäå ρ1(z) = 1
4π∆ lnCf (z, z) � ò.í. ïåðâàÿ èíòåíñèâíîñòü (ïëîòíîñòü íóëåé),

m � ìåðà Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè, ∆ = 1
4∂z∂z � îïåðàòîð Ëàïëàñà, à ðàâåíñòâî

ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ò.å., ∀ψ ∈ C∞(Λ) suppϕ ⊂ Λ
âûïîëíåíî

E
∫

Λ

ψ(z) dnf (z) =

∫
Λ

∆ψ(z)
1

4π
lnCf (z, z) dm(z).

Íàèáîëåå ëàêîíè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ýäåëüìàíà-Êîñòëàíà
ïîëó÷àåòñÿ ìåòîäàìè êîìïëåêñíîãî àíàëèçà (ñì. [2]). Îäíàêî, êàê ìû
óâèäèì íèæå, ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñðåäíåãî ÷èñëà íóëåé,
íå çàâÿçàíû íà àíàëèòè÷íîñòü. Äëÿ ýòîé öåëè ïîñëå èçëîæåíèÿ èäåé
êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà, ìû ïðèâåäåì ðàññóæäåíèÿ,
îñíîâàííûå íà ñîîáðàæåíèÿõ ðîäñòâåííûõ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè (òàêîâî
îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî Ýäåëüìàíà è Êîñòëàíà [1]), äëÿ âûâîäà
ïëîòíîñòè âåùåñòâåííûõ íóëåé ãàóññîâñêîãî ïîëèíîìà. Çàòåì ìû ðàçáåðåìñÿ
íàñêîëüêî �æåñòêî� çàäàíèå ïëîòíîñòè íóëåé ôèêñèðóåò ÃÀÔ, íàìåòèâ
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñîäèíà:

Òåîðåìà (Ñîäèí, [3]). Åñëè äëÿ äâóõ ÃÀÔ f è g

Ednf = Edng,

òî f ñîâïàäàåò ñ αg ïî ðàñïðåäåëåíèþ, ãäå α � íåñëó÷àéíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ áåç íóëåé.
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Â ÷àñòíîñòè èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü íóëåé îïðåäåëÿåò èõ
ðàñïðåäåëåíèå. Ìû îòìåòèì áëèçîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ê ãåîìåòðè÷åñêîìó
ôàêòó, íàçûâàåìîìó �æåñòêîñòüþ Êàëàáè� (Calabi's rigidity, ñì. [3]).

� 2. Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ýäåëüìàíà-Êîñòëàíà ìåòîäîì

ôóíêöèè Ãðèíà

Â ýòîé ÷àñòè ìû îáúÿñíèì êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèé âûâîä (1), äåòàëè
êîòîðîãî ïðèâåäåíû â [2, 3]. Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 1 (ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà).

∆
1

2π
ln |z| = δ0,

(ò.å., 1
2π ln |z| ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â R2)

Î äîêàçàòåëüñòâå: Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà
îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ Ãðèíà G, çàâèñÿùåé òîëüêî îò
r = |z| � äëèíû ðàäèóñ-âåêòîðà. Òîãäà âíå îêðåñòíîñòè íóëÿ ìû äîëæíû èìåòü
∆G = 0. Çàïèñûâàÿ ∆ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, íàõîäèì 1

r∂rr∂rG(r) = 0,
îòêóäà G = A1 ln r + A2. Êîíñòàíòó A2 ìû ïîëàãàåì ðàâíîé íóëþ. ×òîáû
îïðåäåëèòü A1 è óáåäèòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûé îáúåêò � äåéñòâèòåëüíî ôóíêöèÿ
Ãðèíà, äëÿ ïðîáíîé ôóíêöèè ψ ∈ C∞(C), suppψ ⊂ BR(0) ðàññìîòðèì

A1

∫
C

∆ψ ln |z|dm(z).

Ôèêñèðóÿ ε > 0 è èíòåãðèðóÿ äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì â îáëàñòè BR(0) \Bε(0) (ãäå
BR(z0) = {z ∈ C | |z − z0| ≤ R}), à çàòåì óñòðåìëÿÿ ε→ 0 ïîëó÷àåì 2πA1ψ(0),
îòêóäà íàõîäèì A1.

Ïóñòü òåïåðü h � íåñëó÷àéíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè Λ, à nh =∑
z: h(z)=0 δz � ñ÷èòàþùàÿ ìåðà åå íóëåé.

Ëåììà 2. Â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé

(2) dnh(z) =
1

2π
∆ ln |h(z)| dm(z)

Î äîêàçàòåëüñòâå: Âíå îêðåñòíîñòè íóëåé h ôóíêöèÿ ln |h| ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé, à çíà÷èò ∆ ln |h| = 0. Â îêðåñòíîñòè íóëÿ z0 êðàòíîñòè p

ôóíêöèÿ h(z) = (z − z0)ph̃(z), ãäå h̃ ãàðìîíè÷íà â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïî
ïðåäûäóùåé ëåììå ∆ ln((z − z0)p) = pδz0 . Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå, ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå ëåììû.

×òîáû äîêàçàòü ôîðìóëó Ýäåëüìàíà-Êîñòëàíà íàì â ñóùåñòâåííîì
îñòàëîñü òîëüêî âçÿòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé (2).
Ïðîäåëàåì ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Ôèêñèðóåì ïðîáíóþ ôóíêöèþ ψ ∈
C∞(Λ), suppψ ⊂ Λ. Òîãäà

E
∫

Λ

ψ(z)dnf (z) = E
∫

Λ

∆ψ(z)
1

2π
ln |f(z)| dm(z) =

=

∫
Λ

∆ψ(z)
1

2π
E ln |f(z)| dm(z).

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èçìåíåíèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ çäåñü çàêîííî.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî E ln |f(z)| = 1/2 lnCf (z, z)+E ln |ξ|, ãäå ξ � ñòàíäàðòíàÿ
êîìïëåêñíàÿ ãàóññîâñêàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ∆E ln |f(z)| = 1/2∆ lnCf (z, z), è
ôîðìóëà Ýäåëüìàíà-Êîñòëàíà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå. Â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå ïðèñóòñòâóåò øåðîõîâàòîñòü,
ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî Cf (z, z) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü. Ýòè òî÷êè òðåáóþò
îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Â íèõ ìåðà ñðåäíåãî ÷èñëà íóëåé nf èìååò àòîì �
ýòî ò.í. äåòåðìèíèñòè÷íûå íóëè. Êàê âèäíî èç ôîðìóëû Ýäåëüìàíà-Êîñòëàíà,
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî z0 âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ f(z0) = 0 ðàâíÿåòñÿ 0 èëè 1.
Âåðîÿòíîñòè 1 êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóþò äåòåðìèíèñòè÷íûå íóëè, âîçíèêàþùèå,
êîãäà âñå ϕk îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â 0 (ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ Cf ).
Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àéíûå íóëè, ïîýòîìó ìû íå àíàëèçèðóåì
äåòåðìèíèñòè÷íûå íóëè îòäåëüíî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò
äåòåðìèíèñòè÷íûõ íóëåé (êðàòíîñòü êîòîðûõ ìîæåò áûòü ëþáîé), ñëó÷àéíûå
íóëè èìåþò êðàòíîñòü 1 ï.í. (ñì. [2]).

� 3. Ïîäõîä íà îñíîâå èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôîðìóëû äëÿ ïëîòíîñòè íóëåé ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé
ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèé (ñì.
[1]). Ýòîò ïîäõîä äåìîíñòðèðóåò, ÷òî óñëîâèå àíàëèòè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå
òåõíè÷åñêèì è íå ñâÿçàíî ñ ñóòüþ äåëà. Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ãåîìåòðè÷åñêèé
ïîäõîä íà ïðèìåðå. Âîçüìåì íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé {φk}nk=0, φk : R → R è
ïîñòðîèì ïî íåìó ãàóññîâñêóþ ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ

q(x) =

n∑
k=0

akφk(x),

ãäå {ak}nk=0 � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå ãàóññîâñêèå (âåùåñòâåííûå). Íàñ
áóäåò èíòåðåñîâàòü Enq(A) = E#{x ∈ A | q(x) = 0} � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî
âåùåñòâåííûõ íóëåé q.

Íåìíîãî èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè. Íà÷íåì ñ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è: èãëû
Áþôôîíà. Íà ïëîñêîñòü, ðàçáèòóþ íà ïîëîñû øèðèíîé D ñåìåéñòâîì
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, �êèäàþò� ñëó÷àéíûì îáðàçîì �èãëó� � êðèâóþ γ
êîíå÷íîé äëèíû. Êàêîâî áóäåò κ, ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ñ ñåìåéñòâîì
ïðÿìûõ? Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè γ ðàçäåëèòü
íà äâå ÷àñòè � γ1 è γ2, òî ïî àääèòèâíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
κ = κ1 + κ2. Àïïðîêñèìèðóÿ êðèâóþ γ ìàëåíüêèìè îòðåçêàìè, óáåæäàåìñÿ,
÷òî ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ôóíêöèåé äëèíû êðèâîé,
ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíî B|γ|, ãäå B íå çàâèñèò îò êðèâîé (|γ| îáîçíà÷àåò äëèíó).
×òîáû íàéòè B ìîæíî âûáðàòü êàêóþ-ëèáî óäîáíóþ êðèâóþ, äîïóñòèì,
îêðóæíîñòü äèàìåòðà D (äëÿ êîòîðîé ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ðàâíî 2). Îòñþäà

κ =
2|γ|
πD

.

Òàêèå æå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé
ñëó÷àéíî âûáðàííîãî äèàìåòðà è êðèâîé íà ñôåðå.

Ëåììà 3. Ïóñòü γ � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ íà åäèíè÷íîé n-ìåðíîé ñôåðå Sn ⊂
Rn+1. Òîãäà ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé γ ñî ñëó÷àéíî âûáðàííûì �ýêâàòîðîì�
(áîëüøèì êðóãîì) Sn−1 ⊂ Sn ðàâíî

|γ|
π
.

Î äîêàçàòåëüñòâå: Êàê è ðàíüøå óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî
ïåðåñå÷åíèé ïðîïîðöèîíàëüíî |γ|. ×òîáû âû÷èñëèòü êîíñòàíòó, óäîáíî
ðàññìîòðåòü γ = S1. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé, î÷åâèäíî, ðàâíî
2.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü îáîáùåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ëåììà 4. Ïóñòü N1 è N2 � ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñôåðû Sn1+n2 , èìåþùèå
ðàçìåðíîñòü n1 è n2, ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ñëó÷àéíûé ýëåìåíò
ãðóïïû âðàùåíèé SO(n1 + n2 + 1), òîãäà

E#(N1 ∩QN2) =
2|N1||N2|
|Sn1 ||Sn2 |

(| · | çäåñü îáîçíà÷àåò �îáúåì� ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñôåðû ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàçìåðíîñòè).

Ñðåäíåå ÷èñëî íóëåé. Îáðàçóåì âåêòîð-ôóíêöèþ ~v(x) = (φ0(x), . . . , φn(x))T

è ñòàíäàðòíûé ãàóññîâñêèé âåêòîð ~a = (a0, . . . , an)T . Íà âðåìÿ ôèêñèðóåì
ðåàëèçàöèþ ~a. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• q(x0) = 0
• ~a⊥, �ýêâàòîð� ñôåðû Sn, ñîñòîÿùèé èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ
îðòîãîíàëüíûõ ~a, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ~v(x0)/‖~v(x0)‖

Çàìå÷àíèå. Ìû îïÿòü äîïóñêàåì íåàêêóðàòíîñòü, íå ðàññìàòðèâàÿ îòäåëüíî
ñëó÷àé, êîãäà ∀k φk(x0) = 0.

Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ÷èñëî íóëåé q â îòðåçêå [c, d] ðàâíî ÷èñëó ïåðåñå÷åíèé
ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè êðèâîé γ(x) = ~v(x)/‖~v(x)‖, x ∈ [c, d] è �ýêâàòîðà� ~a⊥.
Èíòåðåñóÿñü ñðåäíèì ÷èñëîì íóëåé, ìû äîëæíû óñðåäíèòü ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé
â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì ~a. Â ñèëó ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðè÷íîñòè
ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà, ìû îêàçûâàåìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû 3 è
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå

Enq([c, d]) =
|γ([c, d])|

π
.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Enq([c, d]) =
1

π

∫ d

c

√
∂x∂y ln(~v(x), ~v(y))

∣∣
x=y=t

dt.

Çàìå÷àíèå. Êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ Cq(x, y) = Eq(x)q(y) = (~v(x), ~v(y)),
ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íàïîìèíàåò (1), äîêàçàííóþ â êîìïëåêñíîì
ñëó÷àå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òå æå ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò
äîêàçàòü è åå. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ
êðèâàÿ êàê âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå èìååò ðàçìåðíîñòü 2, à �ýêâàòîð� íà
êîìïëåêñíîé ñôåðå � êîðàçìåðíîñòü 2. Ïîýòîìó â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå íàäî
ïðèìåíÿòü óæå ëåììó 4. Èñ÷åçíîâåíèå êîðíÿ â èòîãîâîé ôîðìóëå îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïëîùàäÿìè, à íå ñ äëèíàìè.

� 4. Òåîðåìà Ñîäèíà è æåñòêîñòü Êàëàáè

Çäåñü ìû íàìåòèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñîäèíà, ïîêàçàâ, ÷òî èç
ñîâïàäåíèÿ ïëîòíîñòè íóëåé ó äâóõ ÃÀÔ f è g, ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ f ñîâïàäàþò ñ êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè αg, ãäå α
� íåñëó÷àéíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áåç íóëåé. Ïîñëå ìû êðàòêî îáñóäèì
ñìûñë ýòîãî ðåçóëüòàòà íà �ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå�.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 5. Ïóñòü K(z, w), (z, w) ∈ Λ× Λ àíàëèòè÷íà ïî z è àíòèàíàëèòè÷íà
ïî w. Òîãäà èç òîãî, ÷òî ∀z ∈ Λ K(z, z) = 0 ñëåäóåò K ≡ 0.

Î äîêàçàòåëüñòâå: ÐàçëîæèìK(z, w) â ñòåïåííîé ðÿä â îêðåñòíîñòè (z0, z0)
(äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü z0 = 0):

K(z, w) =

∞∑
k,l=0

ck,lz
kw̄l.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ck,l ìîæíî âîññòàíîâèòü, çíàÿ òîëüêî u(z) = K(z, z).
Äåéñòâèòåëüíî,

(∂z)
k(∂z̄)

lu
∣∣
z

= 0 = k!l!ck,l.

Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè äèàãîíàëè z = w ôóíêöèÿ K(z, w)
òîæäåñòâåííî ðàâíà 0 â åå îêðåñòíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, ïî åäèíñòâåííîñòè
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé
ðàâíà 0 òîæäåñòâåííî â Λ× Λ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ñîâïàäåíèè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, íàì
áëàãîäàðÿ ãàóññîâîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîâïàäàþò êîâàðèàöèîííûå
ôóíêöèè. Èç ôîðìóëû Ýäåëüìàíà-Êîñòëàíà è óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ïëîòíîñòè
íóëåé ïîëó÷àåì

∆ ln(Cf (z, z)) = ∆ ln(Cg(z, z)),

îòêóäà

Cf (z, z) = e2β(z)Cg(z, z),

ãäå β ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λ. Íàéäÿ òàêóþ àíàëèòè÷åñêóþ α, ÷òî |α| = eβ , ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî Cf (z, z) = α(z)α(z)Cg(z, z). Áëàãîäàðÿ ëåììå 4 îíî ïðîäîëæàåòñÿ äî

Cf (z, w) = α(z)α(w)Cg(z, w).

Òî åñòü êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ f ñîâïàäàåò ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé αg!

Æåñòêîñòü Êàëàáè. Òåîðåìà Ñîäèíà áëèçêà ê ñëåäóþùåìó
ãåîìåòðè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó, íàçûâàåìîìó Calabi's rigidity (áîëåå ïîäðîáíîå
îáñóæäåíèå èìååòñÿ â [3]). Íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíûì êîìïëåêñíûì
ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì CPn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â Cn+1

(îíî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ n-ìåðíîé êîìïëåêñíîé ñôåðîé, ó êîòîðîé �ñêëååíû�
ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè). Ïðîñòðàíñòâî CPN ñíàáæàåòñÿ ìåòðèêîé Ôóáèíè-
Øòóäè � åäèíñòâåííîé ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó ðèìàíîâîé
ìåòðèêîé èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ:

d(Z,W ) = arccos |(Z,W )|,
ãäå Ψ1 è Ψ2 ïðåäñòàâèòåëè òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íà åäèíè÷íîé
ñôåðå.

Òåîðåìà (Êàëàáè). Ïóñòü íà àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàíû
àíàëèòè÷åñêèå êðèâûå Ψ1 : M → CPn1 è Ψ2 : M → CPn2 . Åñëè ∀z, z′ ∈ M
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

d(Ψ1(z),Ψ1(z′)) = d(Ψ2(z),Ψ2(z′)),

òî n1 = n2, è àíàëèòè÷åñêèå êðèâûå óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû, ò.å.,

∃u ∈ U(n1 + 1) : Ψ1 = uΨ2.

Çàìå÷àíèå. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû âèäåëè, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî íóëåé
îïðåäåëÿåòñÿ äëèííîé ïðîåêöèè êðèâîé ~v íà ñôåðó. Òà ìåòðèêà (åñòåñòâåííàÿ
ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ñôåðå, íàñëåäîâàííàÿ èç Rn+1), â êîòîðîé ìû èçìåðÿëè
äëèíó êðèâîé è åñòü âåùåñòâåííûé àíàëîã ìåòðèêè Ôóáèíè-Øòóäè � äëèíà
äóãè áîëüøîãî êðóãà (ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü ïðîåêöèþ ~v íà
âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn, à íå íà Sn, îòîæäåñòâèâ v è
−v, çàêëþ÷åíèÿ áûëè áû òåìè æå). Òàêèì îáðàçîì, â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå
ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ~v îòâåòñòâåííû çà ïëîòíîñòü íóëåé. Àíàëîãè÷íîå
ñîîòâåòñòâèå èìååòñÿ è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå, åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êðèâóþ Φ = (ϕ0, . . . , ϕn)T (ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî φj ≡ 0, j > n, ÷òîáû
îãðàíè÷èòüñÿ êîíå÷íîìåðíûìè îáúåêòàìè). Çàäàíèå ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ïðîåêöèè Φ íà CPn ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ïëîòíîñòè íóëåé. Òàêèì îáðàçîì,
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ïëîòíîñòü íóëåé ïî òåîðåìå Êàëàáè îïðåäåëÿþò ïðîåêöèþ Φ íà CPn, ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå íóëåé.

Îòêðûòûé âîïðîñ: Êàê çíàÿ ïëîòíîñòü íóëåé (ïåðâóþ èíòåíñèâíîñòü)
ÃÀÔ, âîññòàíîâèòü ïî íåé äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé,
äîïóñòèì, ñòàðøèå èíòåíñèâíîñòè?
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